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1
SISTEMAS DE COORDENADAS
CURVILÍNEAS ORTOGONAIS

A
TÉ ESTE PONTO, todas as expressões foram desenvolvidas utilizando um sistema de co-
ordenadas retangulares, também denominado de Cartesiano. O sistema Cartesiano de
coordenadas oferece a vantagem única de ter os seus três vetores unitários de base, ı̂, ̂ e
k̂, constantes em direção, em qualquer ponto em um espaço vetorial de dimensão 3, do-
ravante denotado por E3 e denominado espaço Euclideano de dimensão 3.1 Algumas

propriedades adicionais do espaço Euclideano são discutidas na seção 4.12 e, posteriormente,
no capítulo 6.

Mesmo o vetor unitário êr = r/r foi intrinsecamente tratado como função das três coorde-
nadas Cartesianas x, y e z. Infelizmente, nem todos os problemas físicos são adequadamente
tratados por um sistema de coordenadas Cartesiano. Um exemplo desta situação é a dinâmica
de uma partícula sob a ação de uma força central, F = F (r) êr, tal como as forças gravitacional
ou eletrostática. Tal dinâmica é, em geral, mais facilmente tratada se for empregado um outro
sistema de coordenadas, no caso, o sistema esférico (r, θ, ϕ), no qual as coordenadas possuem
uma relação unívoca com as coordenadas Cartesianas, mas cujos vetores unitários de base, êr,
êθ e êϕ, não são constantes em direção.

Existe um número relativamente grande de distintos sistemas de coordenadas ortogonais na
literatura. Um determinado sistema deve ser escolhido de forma a explorar adequadamente
qualquer simetria ou vínculo no problema físico em estudo. Uma vez escolhido o sistema mais
adequado, espera-se que o problema possa ser resolvido mais facilmente que seria caso fosse
empregado o sistema Cartesiano. Esta simplificação pode se manifestar, por exemplo, na re-
dução do número de graus de liberdade do problema ou na possibilidade de separação de uma
equação diferencial parcial.

Neste capítulo, será desenvolvido inicialmente o formalismo básico de um sistema de coor-
denadas curvilíneo na seção 1.1. Uma vez definida a forma geral do tensor de métrica, válida
para qualquer lei de transformação de coordenadas, a seção 1.2 será voltada exclusivamente
para sistemas de coordenadas ortogonais. Em seguida, na seção 1.4, os operadores diferenciais
vetoriais gradiente, divergente, rotacional e laplaciano serão derivados para um sistema qual-
quer, bem como as respectivas formas dos Teoremas de Gauss (ou do divergente) e de Stokes.
Na seção 1.5, alguns dos mais importantes e empregados sistemas de coordenadas ortogonais
serão discutidos. Finalmente, na seção 1.6 será apresentada uma técnica útil para o traçado de
linhas de força de um campo vetorial e suas respectivas superfícies equipotenciais.

1.1 COORDENADAS CURVILÍNEAS

O conceito básico envolvido na definição de um sistema de coordenadas consiste nas famílias
de superfícies contidas no E3, sobre as quais uma das três coordenadas permanece constante.
Este conceito, neste texto empregado para um espaço de dimensão 3, pode ser facilmente esten-
dido para um número arbitrário de dimensões.

O exemplo mais usual vem do sistema Cartesiano ilustrado na figura 1.1: as coordenadas
do sistema Cartesiano são definidas pelos planos mutuamente ortogonais x = constante, y =
constante e z = constante. Um ponto P qualquer (P ∈ E3), identificado pela terna de números

1Na verdade, trata-se de um espaço afim de dimensão 3, no qual é adotada a métrica Euclideana. Ver exemplo 4.2.
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2 1.1. Coordenadas curvilíneas

P = (x, y, z), pode ser localizado em um sistema de coordenadas Cartesiano pela intersecção
destes três planos.

Figura 1.1: Sistema Cartesiano de coordena-
das no E3.

Por sua vez, cada coordenada varia ao longo da in-
tersecção dos planos das outras. Por exemplo, a coor-
denada x, nas vizinhanças do ponto P , varia ao longo
da intersecção dos planos y = cte. e z = cte. em P .

A figura 1.1 mostra também os vetores da base canô-
nica {x̂, ŷ, ẑ} ≡

{
ı̂, ̂, k̂

}
, os quais são tanto tangentes às

retas coordenadas x, y e z quanto ortogonais aos planos
coordenados.

Pode-se então imaginar três outras famílias de su-
perfícies contidas no E3, q1 = c1, q2 = c2 e q3 = c3 (c1, c2
e c3 constantes), denominadas superfícies coordenadas,
as quais passarão a definir o novo sistema de coordena-
das, de modo que agora o mesmo ponto P ∈ E3 passa a
ser localizado por P = (q1, q2, q3). Esta construção está
ilustrada na figura 1.2. Cada par de superficies coor-
denadas possui sua intersecção ao longo de uma curva
denominada curva ou linha coordenada. A variação da
coordenada oposta às duas superfícies intersectantes
ocorre então ao longo desta curva. Por exemplo, na fi-
gura 1.2 observa-se que a variação de q3 ocorre ao longo

da curva coordenada definida pela intersecção das superfícies q1 = c1 e q2 = c2.
Ao contrário do sistema Cartesiano, estas três novas famílias de superfícies não necessitam

ser mutuamente ortogonais; contudo, é suposto que exista uma relação unívoca entre as novas
coordenadas (q1, q2, q3) e as coordenadas Cartesianas (x, y, z), isto é, deve ser possível escrever
tanto as Leis de Transformação:

x= x(q1, q2, q3) (1.1a)

y = y(q1, q2, q3) (1.1b)

z = z(q1, q2, q3), (1.1c)

ı̂

q1 = c1

q3 = c3

q2 = c2
q2

q3

q1

k̂
̂

Figura 1.2: Sistema geral de coordenadas curvilíneas.
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CAPÍTULO 1. Sistemas de Coordenadas Curvilíneas Ortogonais 3

quanto as suas relações inversas

q1 = q1(x, y, z) (1.2a)

q2 = q2(x, y, z) (1.2b)

q3 = q3(x, y, z). (1.2c)

De acordo com (1.1a), uma variação infinitesimal da coordenada x pode ser escrita

dx =

3∑
i=1

∂x

∂qi
dqi =

∂x

∂q1
dq1 +

∂x

∂q2
dq2 +

∂x

∂q3
dq3,

existindo expressões equivalentes para as coordenadas y e z. No sistema Cartesiano, o vetor
posição r pode ser escrito em termos da base canônica

{
ı̂, ̂, k̂

}
, ilustrada nas figuras 1.1 e 1.2.

Então, o vetor deslocamento infinitesimal dr pode ser escrito tanto em termos da base canônica,
como dr = dxı̂+ dŷ+ dzk̂, quanto como

dr =

3∑
i=1

∂r

∂qi
dqi =

3∑
i=1

(
∂x

∂qi
ı̂+

∂y

∂qi
̂+

∂z

∂qi
k̂

)
dqi. (1.3)

De acordo com o Teorema de Pitágoras, o elemento infinitesimal de arco d`2 = dr · dr, o qual
corresponde à distância entre dois pontos vizinhos no E3, é dado por

d`2 = dx2 + dy2 + dz2. (1.4)

Para simplificar e condensar a notação empregada, serão feitas as equivalências

(x, y, z)↔ (x1, x2, x3) e
{
ı̂, ̂, k̂

}
↔ {x̂1, x̂2, x̂3} ,

nas expressões a seguir.
Utilizando as leis de transformação (1.1a-c), deve então ser possível escrever d`2 para um

sistema qualquer de coordenadas curvilíneas na seguinte forma quadrática:

d`2 = g11dq
2
1 + g12dq1dq2 + g13dq1dq3

+ g21dq2dq1 + g22dq
2
2 + g23dq2dq3 (1.5a)

+ g31dq3dq1 + g32dq3dq2 + g33dq
2
3 ,

ou

d`2 =

3∑
i,j=1

gijdqidqj . (1.5b)

Espaços para os quais a definição (1.5) é uma expressão válida para representar d`2 são
denominados Riemannianos. O espaço Euclideano é um tipo particular de um espaço Rieman-
niano, para o qual o elemento de arco d`2 pode sempre ser calculado com o teorema de Pitágoras,
independente do sistema de coordenadas adotado.

Inserindo os diferenciais (1.3) em (1.4) e identificando a expressão resultante com (1.5),
encontra-se

gij =
∂x

∂qi

∂x

∂qj
+
∂y

∂qi

∂y

∂qj
+
∂z

∂qi

∂z

∂qj
=

3∑
k=1

∂xk
∂qi

∂xk
∂qj

=
∂r

∂qi
· ∂r
∂qj

. (1.6)

Os coeficientes gij especificam a natureza do sistema de coordenadas (q1, q2, q3). Coletivamente,
estes coeficientes compõe a métrica do espaço E3.2 Por sua vez, os gij são os componentes de um
tensor de posto 2, denominado tensor de métrica.3 Na relatividade geral, os componentes do
tensor de métrica são determinados pelas propriedades da matéria contida no espaço, ou seja,
a métrica ou a geometria do espaço passa a ser determinada pelas propriedades físicas deste:
geometria se mescla com a física.

2Espaços métricos são definidos na seção 4.12.
3Existem outras condições que são impostas ao tensor de métrica para que a forma quadrática (1.5) forme um espaço

Riemanniano. Essas condições são discutidas na seção 6.7.2.
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4 1.1. Coordenadas curvilíneas

Em (1.6), observa-se que os componentes de gij podem ser expressos em termos dos veto-
res tangentes ei = ei (q1,q2,q3) ≡ ∂r/∂qi. O vetor ei está na direção da reta tangente à curva
coordenada qi no ponto P e no seu sentido crescente, quando qj = cte. (j 6= i), conforme pode
ser visualizado na figura 1.2. Neste caso, pode-se ver que o conjunto

{
e1, e2, e3

}
é composto por

vetores linearmente independentes e, portanto, forma uma base para o E3, alternativa à base
canônica. Nesta base, o vetor deslocamento infinitesimal (1.3), nas vizinhanças do ponto P , pode
ser escrito como

dr =

3∑
i=1

∂r

∂qi
dqi =

3∑
i=1

dqiei.

Observa-se aqui também que os vetores tangentes podem ser expressos através da base
canônica no E3 como

ei =
∂r

∂qi
=

3∑
j=1

∂xj
∂qi

x̂j =

3∑
j=1

Hji x̂j , onde Hij =
∂xi
∂qj

, (1.7a)

sendo que a relação inversa também é útil, isto é,

x̂i =

3∑
j=1

(
H−1

)
ji
ej . (1.7b)

A partir deste resultado, calculando o elemento de arco d`2 = dr · dr e comparando com (1.6),
pode-se identificar os componentes do tensor de métrica como

gij = ei · ej =

3∑
k=1

HkiHkj . (1.8)

Uma outra base neste sistema de coordenadas pode ser formada, tomando-se os vetores
normais às superfícies coordenadas no ponto P . Estes vetores são definidos por εi = ∇qi e
também estão ilustrados na figura 1.2. Desta forma, um vetor a ∈ E3 qualquer pode ser escrito
tanto em termos da base {ei} quanto da base {εi} como

a =

3∑
i=1

αiei =

3∑
i=1

βiεi. (1.9)

Os componentes {αi} e {βi} são denominados, respectivamente, de componentes contravarian-
tes e covariantes de a.

Os componentes contravariantes {αi} podem ser expressos em termos da inversa do tensor
de métrica,

a · ej =

3∑
i=1

αigij =⇒ αi =

3∑
j=1

(
g−1

)
ij

(a · ej) . (1.10a)

Por sua vez, as bases {ei} e {εi} formam um conjunto de vetores recíprocos. Ou seja, usando
a base canônica para r e ∇ e a regra de derivação em cadeia, pode-se calcular

ei · εj =
∂r

∂qi
· ∇qj

=

(
∂x

∂qi
ı̂+

∂y

∂qi
̂+

∂z

∂qi
k̂

)
·
(
∂qj
∂x
ı̂+

∂qj
∂y
̂+

∂qj
∂z
k̂

)
=
∂qj
∂x

∂x

∂qi
+
∂qj
∂y

∂y

∂qi
+
∂qj
∂z

∂z

∂qi
=
∂qj
∂qi

.

Portanto, ei · εj = δij, o que caracteriza dois conjuntos de vetores recíprocos.
Escrevendo os vetores de base {εi} em termos da base {ei} como

εi =

3∑
j=1

γijej ,
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CAPÍTULO 1. Sistemas de Coordenadas Curvilíneas Ortogonais 5

o fato destas bases serem recíprocas permite escrever

εi · ej =

3∑
k=1

γikek · ej =⇒ δij =

3∑
k=1

γikgkj , ou seja, γij =
(
g−1

)
ij
.

Portanto,

εi =

3∑
j=1

(
g−1

)
ij
ej , ei =

3∑
j=1

gijεj .

Desta maneira, pode-se escrever os componentes covariantes {βi} de a em (1.9) simplesmente
como

a =

3∑
i=1

βiεi =

3∑
i,j=1

βi
(
g−1

)
ij
ej =⇒ βi = a · ei. (1.10b)

Observando as expressões (1.10a,b), pode-se concluir que as relações entre os componentes
contravariantes e covariantes do vetor a são determinadas pelo tensor de métrica como

αi =

3∑
j=1

(
g−1

)
ij
βj (1.10c)

βi =

3∑
j=1

gijαj . (1.10d)

Uma discussão mais detalhada destes componentes, no contexto da análise tensorial, será rea-
lizada na seção 6.7.

Finalmente, os vetores de base {ei} e {εi} podem ser normalizados por

êi =
1

hi

∂r

∂qi
, ε̂i =

∇qi
|∇qi|

,

onde

hi ≡ |ei| =
∣∣∣∣ ∂r∂qi

∣∣∣∣ =

√√√√ 3∑
j=1

(
∂xj
∂qi

)2

=

√√√√ 3∑
j=1

H2
ji, (1.11)

é denominado o fator de escala da coordenada qi, formando assim as bases normais { êi} e {ε̂i}.
Estes vetores normalizados estão ilustrados na figura 1.2. A forma matemática dos fatores de
escala depende do sistema de coordenadas adotado. Por exemplo, no sistema Cartesiano, hi = 1,
simplesmente. Cabe ressaltar também que embora εi seja o recíproco de ei, estes vetores não
são necessariamente paralelos entre si.

Pode-se então escrever o vetor deslocamento infinitesimal dado por (1.3), tanto em termos
dos fatores de escala quanto em termos da matriz H definida em (1.7), como

dr =

3∑
i=1

dqiei =

3∑
i=1

hidqi êi =

3∑
i,j=1

Hijdqj x̂i. (1.12)

Esta expressão é útil também quando o deslocamento infinitesimal dr é ocasionado pela
variação de algum parâmetro contínuo (θ, por exemplo). Neste caso, o vetor posição percorre
uma curva no espaço determinada pela forma paramétrica r = r (θ) e o vetor dr é o vetor tangente
a esta curva quando θ −→ θ + dθ. Dividindo ambos os lados de (1.12) por dθ resulta então

dr

dθ
=

3∑
i=1

hi
dqi
dθ
êi,

sendo dqi/dθ a variação da coordenada qi com o parâmetro θ.
O resultado acima é particularmente útil na física, onde usualmente o parâmetro livre cor-

responde ao tempo. Neste caso, v = dr/dt
.
= ṙ, sendo v = v (t) o vetor velocidade. Portanto,

v ≡ ṙ =
dr

dt
=

3∑
i=1

hi
dqi
dt
êi =

3∑
i=1

hiq̇i êi, (1.13)

onde foi introduzida a notação q̇i = dqi/dt, comum na mecânica clássica.
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6 1.2. Coordenadas curvilíneas ortogonais

1.2 COORDENADAS CURVILÍNEAS ORTOGONAIS

A partir deste ponto, a atenção estará voltada exclusivamente para sistemas de coordenadas
ortogonais, isto é, para famílias de superfícies mutuamente ortogonais em cada ponto do E3.
Neste caso em particular, a base { êi} é ortonormal, existindo também uma regra dextrógira
entre os seus vetores, isto é,

êi × êj =

3∑
k=1

εijk êk =⇒


ê1 × ê2 = ê3

ê3 × ê1 = ê2

ê2 × ê3 = ê1,

(1.14)

onde εijk é o tensor de Levi-Civita.4 Esta regra se deve ao fato de que o sistema de coordenadas
usualmente empregado possui uma orientação dextrógira.

Como êi · êj = δij, o tensor de métrica (1.6), de acordo com (1.8), possui todos os seus
elementos fora da diagonal principal nulos, isto é, gij = 0, para (i 6= j). Pode-se escrever então
os componentes gii não nulos em termos dos fatores de escala, a partir de (1.8), como

gij = h2
i δij =

3∑
k=1

HkiHkj , (1.15a)

o que permite concluir que
3∑
k=1

HkiHkj = h2
i δij . (1.15b)

Já as relações (1.7) e (1.15a) mostram que

3∑
k=1

h2
k

(
H−1

)
ki

(
H−1

)
kj

= δij . (1.15c)

Além disso, o determinante da matriz g que representa o tensor de métrica é, simplesmente,

det (g) = (h1h2h3)
2

=

3∑
i,j,k=1

H2
i1H

2
j2H

2
k3,

ao passo que a sua inversa é (
g−1

)
ij

= h−2
i δij .

Neste caso, o elemento infinitesimal de arco d`2 em (1.5b) se reduz à seguinte forma quadrá-
tica:

d`2 = (h1dq1)
2

+ (h2dq2)
2

+ (h3dq3)
2

=

3∑
i=1

h2
i dq

2
i . (1.16)

A forma resultante para d`2 em (1.16) permite definir a projeção de dr ao longo da coordenada qi
como sendo

d`i = hidqi, (1.17)

sendo d`i obtido mantendo-se as outras coordenadas qj (j 6= i) constantes. Porém, o fator de
escala hi pode depender de todas as novas coordenadas, isto é, em geral,

hi = hi (q1, q2, q3) , (i = 1, 2, 3) ,

e pode possuir dimensão de comprimento, em cuja situação qi não terá dimensão (um ângulo,
por exemplo). O vínculo consiste em que d`i deve possuir dimensão de comprimento.

As bases {ei} e {εi} serão empregadas novamente na seção 6.7, no contexto da análise ten-
sorial. Para o restante da discussão neste capítulo será empregada somente a base ortonormal
{ êi}.

4Tensor totalmente antissimétrico. Ver seção 6.1.2.
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CAPÍTULO 1. Sistemas de Coordenadas Curvilíneas Ortogonais 7

1.3 ANÁLISE VETORIAL EM SISTEMAS DE COORDENA-
DAS CURVILÍNEAS ORTOGONAIS

Nesta seção as operações de álgebra vetorial, os operadores diferenciais vetoriais e os teore-
mas integrais para campos escalares e vetoriais serão derivados para um sistema de coordena-
das curvilíneas ortogonais em geral.

1.3.1 ÁLGEBRA VETORIAL

Consideram-se dois vetores {a, b} ∈ E3, os quais podem ser escritos tanto em termos da base
canônica quanto em termos da base ortonormal { êi} como

a = axı̂+ ay ̂+ azk̂ =

3∑
i=1

ai êi e b = bxı̂+ by ̂+ bzk̂ =

3∑
i=1

bi êi.

A adição vetorial se procede como o usual,

a+ b =

3∑
i=1

(ai + bi) êi.

No caso dos produtos envolvendo vetores, as transformações (1.1) e (1.2) por hipótese são
tais que o escalar ou vetor resultantes da operação são invariantes, ou seja, estes objetos geo-
métricos são os mesmos para qualquer sistema de coordenadas curvilíneas. As condições que
as leis de transformação (1.1) e (1.2) devem satisfazer para que esta exigência seja satisfeita
serão discutidas na seção 6.3.3, dentro do contexto da análise tensorial. Esta condição já foi
tacitamente suposta cumprida na seção anterior.

Assumindo que as condições mencionadas acima são satisfeitas, então o resultado do pro-
duto escalar entre os vetores a e b é, simplesmente,

a · b =

3∑
i=1

aibi.

Por sua vez, o resultado do produto vetorial entre os mesmos vetores, de acordo com (1.14), é

a× b =

3∑
i,j=1

aibj êi × êj =

3∑
i,j,k=1

εijkajbk êi.

Observa-se que o mesmo resultado pode ser obtido pelo cálculo do determinante

a× b = det

 ê1 ê2 ê3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

 .

1.3.2 INTEGRAIS DE CAMINHO, DE SUPERFÍCIE E DE VOLUME

Para o cálculo dos teoremas integrais em coordenadas curvilíneas, é necessário adaptar as
integrais em uma, duas ou três dimensões, conforme definidas no sistema Cartesiano, para o
sistema de coordenadas geral.

Considerando o campo vetorial A = A (r),5 cujas componentes são

A (r) =

3∑
i=1

Ai (r) êi,

5Uma definição mais rigorosa de um campo vetorial é realizada na seção 6.3.2. A transformação das componentes do
campo A (r) é discutida na seção 6.8.
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8 1.3. Análise vetorial em sistemas de coordenadas curvilíneas ortogonais

para calcular a integral de A (r) ao longo de uma curva C contida no E3 usando o sistema
{q1, q2, q3}, parte-se do elemento de arco d`, cujas projeções sobre as coordenadas curvilíneas
são dadas por (1.17). Então,

ˆ
C

A (r) · d` =

3∑
i=1

ˆ
C

Ai (r)hidqi. (1.18)

Para o cálculo de uma integral de superfície envolvendo A (r), por exemplo, para se obter o
fluxo deste campo através de uma superfície S contida no E3, é necessário, em primeiro lugar,
determinar a forma do elemento de superfície no sistema curvilíneo.

Figura 1.3: A área de um para-
lelogramo como o módulo de um
produto vetorial.

Fazendo uma interpretação geométrica usualmente realizada
com o sistema Cartesiano, observa-se, em primeiro lugar, que,
dados os vetores a e b, a quantidade escalar |a× b| = ab sen θ
fornece a área do paralelogramo definido por estes, sendo 0 6 θ 6
π o menor ângulo entre os mesmos. Assim, o vetor s = a× b pode
ser interpretado geometricamente como um vetor superfície, cuja
área é igual à do paralelogramo mencionado e com a direção e
sentido definidos pelo resultado do produto vetorial; ou seja, o
vetor s é sempre ortogonal ao plano definido por a e b, com o
sentido dado pelo produto de ambos. Este vetor é ilustrado na
figura 1.3.

Uma superfície S qualquer contida no E3 pode ser subdivi-
dida em um número muito grande de superfícies infinitesimais.
Com base na interpretação geométrica do produto vetorial, pode-
se então definir um vetor elemento de superfície dσ a partir da

área delimitada entre dois elementos de arco d` e d`′ que não estejam paralelos entre si. Com
esta notação, obtém-se com a base canônica

d`× d`′ =

3∑
i,j=1

dxidx
′
jx̂i × x̂j =

3∑
i,j,k=1

εijkdxjdxkx̂i.

Então, uma definição apropriada para o vetor elemento de superfície de S é

dσ =
1

2

3∑
i,j,k=1

|εijk| dσjkx̂i = dσ23x̂1 + dσ13x̂2 + dσ12x̂3, (1.19)

sendo dσij = dxidxj o elemento de superfície no plano xi − xj (j 6= i), perpendicular ao vetor
unitário x̂k (k 6= i e k 6= j).

Nota-se que esta definição satisfaz a interpretação geométrica de dσ. Por exemplo, se a
superfície S estiver contida totalmente no plano x2 − x3 ↔ y − z, então dx1 = dx = 0 e

dσ = dσ23x̂1 = dx2dx3x̂1 = dydzı̂,

como era o esperado.
Passando agora para o sistema curvilíneo {q1, q2, q3}, o elemento de arco d` é dado por (1.12)

e daí o elemento de superfície dσ pode ser definido, por analogia a (1.19), como

dσ =
1

2

3∑
i,j,k=1

|εijk| dσjk êi = dσ23 ê1 + dσ13 ê2 + dσ12 ê3, (1.20a)

sendo agora dσij ≡ d`id`j = hihjdqidqj (j 6= i).
Portanto, a integral de fluxo de A (r) através de S resulta

ˆ
S

A · dσ =
1

2

3∑
i,j,k=1

|εijk|
ˆ
S

Aidσjk =
1

2

3∑
i,j,k=1

|εijk|
ˆ
S

Aihjhkdqjdqk,

ˆ
S

A · dσ =

ˆ
S

A1h2h3dq2dq3 +

ˆ
S

A2h1h3dq1dq3 +

ˆ
S

A3h1h2dq1dq2. (1.20b)
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Figura 1.4: Volume de um parale-
lepípedo como o módulo do pro-
duto misto.

Finalmente, para o cálculo de uma integral de volume é neces-
sário o elemento infinitesimal de volume d3r no E3. Novamente
realizando uma interpretação geométrica, ilustrada na figura 1.4,
dados os vetores a, b e c, o produto misto

Vp = |a · (b× c)| = abc sen θ cosα

fornece o volume do paralelepípedo definido pelos vetores.
Então, no sistema Cartesiano, o elemento de volume é escrito

simplesmente como

d3r = dxdydz
∣∣∣̂ı · (̂× k̂)∣∣∣ = dxdydz.

Por consequência, se d`i = hidqi êi é o vetor elemento de arco
na direção i, então o correspondente elemento de volume pode ser calculado como

d3r = |d`1 · (d`2 × d`3)| = h1h2h3dq1dq2dq3, (1.21a)

uma vez que | ê1 · ( ê2 × ê3)| = 1 para um sistema de coordenadas ortogonais.
Uma expressão equivalente para d3r é obtida escrevendo-se, inicialmente, d`i = dqiei. Então,

de (1.7a), resulta

d`i =

3∑
j=1

Hjidqi x̂j .

Percebe-se então que o elemento de volume fica

d3r =

∣∣∣∣∣∣
3∑

i,j,k=1

Hi1Hj2Hk3 x̂i · ( x̂j × x̂k)

∣∣∣∣∣∣ dq1dq2dq3

=

∣∣∣∣∣∣
3∑

i,j,k=1

εijkHi1Hj2Hk3

∣∣∣∣∣∣ dq1dq2dq3.

Porém, uma expressão conhecida envolvendo o tensor de Levi-Civita e o determinante de uma
matriz A de ordem 3 é

det (A) εabc =

3∑
i,j,k=1

εijkAaiAbjAck =

3∑
i,j,k=1

εijkAiaAjbAkc.

Portanto,
d3r = |det (H)| dq1dq2dq3. (1.21b)

Mas

J ≡ det (H) = det


∂x1
∂q1

∂x1
∂q2

∂x1
∂q3

∂x2
∂q1

∂x2
∂q2

∂x2
∂q3

∂x3
∂q1

∂x3
∂q2

∂x3
∂q3

 ≡ ∂ (x1, x2, x3)

∂ (q1, q2, q3)
,

o qual é justamente o Jacobiano da transformação {x1, x2, x3} → {q1, q2, q3}. Ou seja,

d3r = |J | dq1dq2dq3 =

∣∣∣∣∂ (x1, x2, x3)

∂ (q1, q2, q3)

∣∣∣∣ dq1dq2dq3. (1.21c)

Portanto, para sistemas de coordenadas curvilíneas ortogonais, infere-se que |J | = J = h1h2h3.
Com este elemento de volume, pode-se agora calcular as integrais de volume no sistema curvilí-
neo.

Exercício 1.1. Mostre que para sistemas de coordenadas curvilíneas ortogonais o Jacobiano da
transformação está relacionado aos fatores de escala por J = h1h2h3.

Solução. Para demonstrar este resultado, é mais fácil elevar ambos os lados ao quadrado. Então,
de (1.21c) e (1.11), deseja-se demonstrar que

J2 =

 3∑
i,j,k=1

εijkHi1Hj2Hk3

2

= (h1h2h3)
2
,
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10 1.4. Operadores vetoriais diferenciais 3∑
i,j,k=1

εijkHi1Hj2Hk3

2

=

3∑
i,j,k=1

H2
i1H

2
j2H

2
k3.

O lado esquerdo pode ser escrito como 3∑
i,j,k=1

εijkHi1Hj2Hk3

2

=

3∑
i,j,k=1

3∑
`,m,n=1

εijkε`mnHi1Hj2Hk3H`1Hm2Hn3.

Usando a propriedade (6.3),

εijkε`mn = δi` (δjmδkn − δjnδkm) + δim (δjnδk` − δj`δkn) + δin (δj`δkm − δjmδk`) ,

resulta 3∑
i,j,k=1

εijkHi1Hj2Hk3

2

=

3∑
i,j,k=1

[Hi1Hj2Hk3 −Hi1Hk2Hj3

+Hk1Hi2Hj3 −Hj1Hi2Hk3 +Hj1Hk2Hi3 −Hk1Hj2Hi3]Hi1Hj2Hk3.

Agora, de acordo com (1.15b), somente o primeiro termo permanece não nulo na expressão
acima, resultando então

J2 =

3∑
i,j,k=1

H2
i1H

2
j2H

2
k3 = (h1h2h3)

2
,

como se queria demonstrar.

1.4 OPERADORES VETORIAIS DIFERENCIAIS

Nesta seção serão obtidas as expressões gerais para os operadores gradiente, divergente e
rotacional, válidas para qualquer sistema de coordenadas ortogonais.

1.4.1 GRADIENTE

O ponto de partida para a obtenção dos operadores vetoriais diferenciais em qualquer sistema
de coordenadas ortogonal consiste na interpretação geométrica do gradiente como aquele vetor
que possui o módulo, direção e sentido da máxima taxa de variação de um determinado campo
escalar sobre uma de suas superfícies equipotenciais.

Sendo ψ = ψ (q1, q2, q3) um campo escalar, função das coordenadas curvilíneas ortogonais, a
taxa máxima de variação deste campo sobre a superfície q1 = cte., por exemplo, será dada pelo
maior valor da derivada direcional em qualquer ponto sobre esta superfície. A variação de ψ, de
uma forma geral, é dada por

dψ =

3∑
i=1

∂ψ

∂qi
dqi, (1.22)

ao passo que um arco infinitesimal d` é dado por (1.12),

d` =

3∑
i=1

hidqi êi.

Portanto, a variação do campo ψ ao longo de d` será dado pela derivada direcional

dψ|d` =∇ψ · d`,

sendo ∇ψ a expressão procurada para o gradiente do campo. Então,

dψ|d` =

3∑
i=1

(∇ψ)i hidqi,
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sendo (∇ψ)i a expressão procurada. Comparando com (1.22), resulta que

hi (∇ψ)i =
∂ψ

∂qi
=⇒ (∇ψ)i =

1

hi

∂ψ

∂qi
.

Portanto,

∇ψ =

3∑
i=1

1

hi

∂ψ

∂qi
êi. (1.23)

Pode-se verificar facilmente a interpretação geométrica do gradiente. Sejam P e Q dois pontos
infinitesimalmente próximos sobre a superfície equipotencial ψ = cte. Ao longo do deslocamento
P → Q, a taxa de variação do campo é, portanto, dψ = ∇ψ · d` = 0. Ou seja, o gradiente é
perpendicular à superfície equipotencial em P . Agora, sejam S1: ψ = C1 e S2: ψ′ = C2 duas
superfícies infinitesimalmente próximas entre si e seja P um ponto sobre S1 e Q um ponto sobre
S2. Ao longo do deslocamento P → Q, a variação do campo será agora dψ = ψ′ − ψ = C2 − C1 =
∇ψ · d`. Dentre todas as posições relativas entre P e Q, a taxa de variação do campo, para um
dado |d`|, será maximizada quando o ângulo entre ∇ψ e d` for nulo. Ou seja, o gradiente está
na direção de máxima variação do campo.

Exercício 1.2. Mostre que para coordenadas curvilíneas ortogonais, ∇qi = êi/hi. Como con-
sequência, mostre que os dois conjuntos de vetores recíprocos { êi} e {ε̂i} são idênticos neste
caso.

Solução. Fazendo ψ = qi em (1.23), resulta

∇qi =

3∑
j=1

1

hj

∂qi
∂qj

êj =
êi
hi

= εi.

Portanto, como |∇qi| = h−1
i , resulta que

ε̂i =
∇qi
|∇qi|

= êi,

como se desejava demonstrar.

1.4.2 DIVERGENTE E LAPLACIANO

O operador divergente pode ser obtido a partir de sua definição relacionada ao teorema do
divergente. Sendo A = A (q1, q2, q3) um campo vetorial definido em um volume elementar d3r do
E

3, centrado em torno do ponto P = (q1, q2, q3) e delimitado pela superfície Gaussiana S, então o
divergente do campo em P é dado por

∇ ·A (q1, q2, q3) = lim´
d3r→0

¸
S
A·dσ´
d3r

.

A figura 1.5 ilustra o elemento de volume d3r em questão, sendo que os lados do elemento
de volume são os elementos infinitesimais de arco d`i = hidqi, ao longo de cada coordenada
curvilínea. Consideram-se agora as integrais de superfície através de cada lado do elemento de
volume.

Por exemplo, a integral de fluxo de A através de uma das superfícies S1: q1 = cte., cor-
respondentes à face 3 e sua oposta na figura 1.5. A partir de (1.20a,b), esta integral é dada
simplesmente por

Φ1 =

ˆ
S1

A · dσ = ±
ˆ
S

A1h2h3dq2dq3 ≈ ±A1 (q1, q2, q3)h2h3dq2dq3,

uma vez que a área de S1 é infinitesimal.
O sinal será tomado a partir de uma convenção para fluxo positivo. Como o sistema de

coordenadas é dextrógiro, isto é, ê2 × ê3 = ê1, o fluxo de A através da face 3 ou sua oposta
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12 1.4. Operadores vetoriais diferenciais

Figura 1.5: Um elemento de volume em termos das coordenadas curvilíneas ortogonais.

será tomado positivo quando este ocorrer no sentido de ê1, ou seja, através da face em q1 + dq1.
Nesta,6

Φ′1 =

ˆ
S1

A · dσ ≈ A1 (q1 + dq1, q2, q3)h2h3dq2dq3 ≈
[
A1 (q1, q2, q3)h2h3 +

∂

∂q1
(A1h2h3) dq1

]
dq2dq3.

Portanto, o fluxo líquido através da superfície 3 e de sua oposta oposta será

∆Φ1 = Φ′1 − Φ1 ≈
∂

∂q1
(A1h2h3) dq1dq2dq3.

Procedendo da mesma maneira nas superfícies 1 e oposta, 2 e 4 da figura 1.5, obtém-se que
o fluxo total através da superfície gaussiana elementar é

˛
S

A · dσ ≈
[
∂

∂q1
(A1h2h3) +

∂

∂q2
(A2h1h3) +

∂

∂q3
(A3h1h2)

]
dq1dq2dq3.

Por sua vez, a integral de volume é, de acordo com (1.21), simplesmente,

ˆ
d3r ≈ h1h2h3dq1dq2dq3.

Tomando o limite d3r → 0, resulta a expressão desejada para o divergente do campo vetorial,

∇ ·A (q1, q2, q3) =
1

h1h2h3

[
∂

∂q1
(A1h2h3) +

∂

∂q2
(A2h1h3) +

∂

∂q3
(A3h1h2)

]
. (1.24)

O operador laplaciano em coordenadas curvilíneas ortogonais é obtido simplesmente aplicando-
se o divergente (1.24) sobre o gradiente (1.23) de um campo escalar ψ,

∇2ψ (q1, q2, q3) =∇· (∇ψ) ,

ou seja,

∇2ψ (q1, q2, q3) =
1

h1h2h3

3∑
i=1

∂

∂qi

(
h1h2h3

h2
i

∂ψ

∂qi

)
. (1.25)

6Lembrando que f (a+α) ≈ f (a) +α· (∂f/∂a).
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1.4.3 ROTACIONAL

Finalmente, dado novamente o campo vetorial A, o seu rotacional no ponto P será obtido a
partir de sua definição baseada no teorema de Stokes. Em E

3, se S é uma superfície delimitada
pela curva fechada C, então

(∇×A) · n̂ = lim
S→0

(
1

S

˛
C

A·d`
)
,

onde n̂ é o vetor unitário normal a S.
Tomando como guia geométrico agora a figura 1.6, a qual ilustra o elemento de superfície

dσ23, orientado sobre a superfície S1: q1 = cte., calcula-se então a circulação do campo A ao
longo do caminho fechado `14: 1→ 4 que delimita dσ23. De acordo com o teorema da média e de
(1.20b), pode-se escrever

ˆ
S1

∇×A · dσ = ê1 · [∇×A (q1, q
∗
2 , q
∗
3)] dσ23 = ê1 · [∇×A (q1, q

∗
2 , q
∗
3)]h2h3dq2dq3,

sendo (q1, q
∗
2 , q
∗
3) um ponto sobre S1, contido dentro do caminho fechado `14. De acordo com o

teorema de Stokes, o resultado anterior é dado por

ê1 · [∇×A (q1, q
∗
2 , q
∗
3)]h2h3dq2dq3 =

˛
`14

A·d`.

Figura 1.6: Elemento dσ23, sobre uma superfície S1: q1 = cte.

Seguindo ao longo do contorno fechado `14, que delimita S1, a integral de caminho acima
pode ser escrita, usando (1.17) e (1.18) e cuidando novamente os sentidos dos vetores unitários
{ êi}, como

˛
`14

A·d` ≈ A2 (q1, q2, q3)h2dq2 +A3 (q1, q2 + dq2, q3)h3dq3

−A2 (q1, q2, q3 + dq3)h2dq2 −A3 (q1, q2, q3)h3dq3,

a qual pode ser ainda escrita como
˛
`14

A·d` ≈ A2h2dq2 +

[
A3h3 +

∂

∂q2
(A3h3) dq2

]
dq3 −

[
A2h2 +

∂

∂q3
(A2h2) dq3

]
dq2 −A3h3dq3,

ou seja,

ê1 · [∇×A (q1, q
∗
2 , q
∗
3)]h2h3dq2dq3 ≈

∂

∂q2
(A3h3) dq2dq3 −

∂

∂q3
(A2h2) dq2dq3.

No limite dq2dq3 → 0, obtém-se

ê1 · [∇×A (q1, q2, q3)] =
1

h2h3

[
∂

∂q2
(A3h3)− ∂

∂q3
(A2h2)

]
.
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14 1.5. Sistemas de coordenadas curvilíneas ortogonais

Procedendo da mesma maneira nos contornos das superfícies S2 e S3, obtém-se as outras
componentes de ∇×A pela permutação cíclica de índices do resultado acima. Desta maneira,
pode-se escrever o rotacional do campo A como o determinante

∇×A =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣
h1 ê1 h2 ê2 h3 ê3
∂/∂q1 ∂/∂q2 ∂/∂q3
h1A1 h2A2 h3A3

∣∣∣∣∣∣ . (1.26)

Devido à presença dos operadores diferenciais, este determinante deve ser desenvolvido a partir
da primeira linha.

1.5 SISTEMAS DE COORDENADAS CURVILÍNEAS ORTO-
GONAIS

Serão obtidas agora as expressões desenvolvidas nas seções 1.2 e 1.4 para alguns dos siste-
mas de coordenadas curvilíneas ortogonais mais empregados na literatura.

1.5.1 COORDENADAS POLARES CILÍNDRICAS

Este sistema de coordenadas é usualmente empregado em problemas com simetria cilíndrica.
As coordenadas polares cilíndricas são identificadas pelo conjunto {q1, q2, q3} → {ρ, φ, x3}, sendo
identificadas na figura 1.7a.

x1

x2

x3

x̂2

x̂3

x̂1

x̂3(a)

x1

φ = c2

P

x3 ρ = c1

x3 = c3

(b)

x2

Figura 1.7: (a) Coordenadas cilíndricas e seus vetores unitários. (b) Superfícies coordenadas. O ponto P está
localizado na intersecção das superfícies.

As leis de transformação para este sistema são as seguintes,
ρ =

√
x2

1 + x2
2

φ = tan−1

(
x2

x1

)
x3 = x3

=⇒


x1 = ρ cosφ

x2 = ρ senφ

x3 = x3,

sendo que as coordenadas curvilíneas estão definidas nos seguintes intervalos: 0 6 ρ < ∞,
0 6 φ < 2π e −∞ < x3 <∞.

O vetor posição pode ser escrito em termos da base canônica; empregando as coordenadas
cilíndricas, o vetor posição pode ser escrito como

r = ρ cosφ x̂1 + ρ senφ x̂2 + x3 x̂3.
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Assim, os vetores da bases {ei}, { êi} e os fatores de escala {hi} para este sistema ficam escritos
eρ =

∂r

∂ρ
= cosφ x̂1 + senφ x̂2

eφ =
∂r

∂φ
= −ρ senφ x̂1 + ρ cosφ x̂2

e3 = x̂3

=⇒


êρ = cosφ x̂1 + senφ x̂2

êφ = − senφ x̂1 + cosφ x̂2

ê3 = x̂3

=⇒


hρ = 1

hφ = ρ

h3 = 1.

Invertendo o sistema de equações acima, resulta a transformação inversa
x̂1 = cosφ êρ − senφ êφ

x̂2 = senφ êρ + cosφ êφ

x̂3 = ê3.

Pode-se ver claramente que o sistema cilíndrico é ortonormal, êρ · êφ = êρ · x̂3 = êφ · x̂3 = 0 e
êρ× êφ = x̂3, bem como qualquer permutação cíclica dos vetores de base. Assim, o vetor posição
pode também ser escrito como

r = ρ êρ + x3 x̂3.

O vetor velocidade em coordenadas cilíndricas é diretamente obtido de (1.13), resultando

v ≡ ṙ =
dr

dt
= hρρ̇ êρ + hφφ̇ êφ + ẋ3h3 ê3,

ou seja,
v = ρ̇ êρ + ρφ̇ êφ + ẋ3 ê3.

Este resultado pode ser verificado pela derivação direta de r (t).
Para se obter a aceleração (a derivada segunda do vetor posição), é útil primeiro obter-se as

derivadas temporais dos vetores de base, ou seja,

˙̂eρ
.
=
dêρ
dt

= − senφφ̇ x̂1 + cosφφ̇ x̂2

˙̂eφ
.
=
dêφ
dt

= − cosφφ̇ x̂1 − senφφ̇ x̂2

˙̂e3
.
=
dê3

dt
= 0.

x1

x2

x3

dx3

Figura 1.8: Elemento de volume em coordenadas
cilíndricas.

Então,

a ≡ v̇ =
dv

dt
= ρ̈êρ +

(
ρ̇φ̇+ ρφ̈

)
êφ + ρ̇ ˙̂eρ + ρφ̇ ˙̂eφ + ẍ3 ê3

= ρ̈êρ +
(
ρ̇φ̇+ ρφ̈

)
êφ −

(
senφρ̇φ̇+ cosφρφ̇2

)
x̂1

+
(

cosφρ̇φ̇− senφρφ̇2
)
x̂2 + ẍ3 ê3,

resultando em

a =
(
ρ̈− ρφ̇2

)
êρ +

(
ρφ̈+ 2ρ̇φ̇

)
êφ + ẍ3 ê3.

O tensor de métrica é representado pela matriz

g =

1 0 0
0 ρ2 0
0 0 1

 .

Os vetores elementos de arco e superfície e o elemento de volume ficam escritos respectiva-
mente,

d` = dρ êρ + ρdφ êφ + dx3 x̂3

dσ = ρdφdx3 êρ + dρdx3 êφ + ρdρdφ x̂3

d3r = ρdρdφdx3.
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16 1.5. Sistemas de coordenadas curvilíneas ortogonais

Em particular, o elemento de volume pode ser visualizado na figura 1.8.
Finalmente, os operadores diferenciais ficam, para ψ = ψ (ρ, φ, x3) e A = A (ρ, φ, x3),

∇ψ =
∂ψ

∂ρ
êρ +

1

ρ

∂ψ

∂φ
êφ +

∂ψ

∂x3
x̂3

∇ ·A =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂Aφ
∂φ

+
∂A3

∂x3

∇×A =
1

ρ

∣∣∣∣∣∣
êρ ρ êφ x̂3
∂/∂ρ ∂/∂φ ∂/∂x3
Aρ ρAφ A3

∣∣∣∣∣∣
∇2ψ =

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂ψ

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2ψ

∂φ2
+
∂2ψ

∂x2
3

.

1.5.2 COORDENADAS POLARES ESFÉRICAS

Este sistema de coordenadas é usualmente empregado em problemas com simetria esférica.
As coordenadas polares esféricas são identificadas pelo conjunto {q1, q2, q3} → {r, θ, φ}, sendo
ilustradas na figura 1.9a.

x1

x3

x̂2

x̂3

x2x̂1

(a) (b)

x2

x1

x3

r = c1

θ = c2

φ = c3

P

Figura 1.9: (a) Coordenadas esféricas e seus vetores unitários. (b) Superfícies coordenadas. O ponto P está
localizado na intersecção das superfícies.

As leis de transformação para este sistema são as seguintes:
r =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3

θ = cos−1
(x3

r

)
φ = tan−1

(
x2

x1

) =⇒


x1 = r sen θ cosφ

x2 = r sen θ senφ

x3 = r cos θ,

sendo que as coordenadas estão definidas nos intervalos: 0 6 r <∞, 0 6 θ 6 π e 0 6 φ < 2π.
O vetor posição pode ser escrito agora como

r = r sen θ cosφ x̂1 + r sen θ senφ x̂2 + r cos θ x̂3.

Assim, as bases {ei}, { êi} e os fatores de escala {hi} para o sistema de coordenadas esféricas
são:
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er =
∂r

∂r
= sen θ cosφ x̂1 + sen θ senφ x̂2 + cos θ x̂3

eθ =
∂r

∂θ
= r cos θ cosφ x̂1 + r cos θ senφ x̂2 − r sen θ x̂3

eφ =
∂r

∂φ
= −r sen θ senφ x̂1 + r sen θ cosφ x̂2

=⇒


êr = sen θ cosφ x̂1 + sen θ senφ x̂2 + cos θ x̂3

êθ = cos θ cosφ x̂1 + cos θ senφ x̂2 − sen θ x̂3

êφ = − senφ x̂1 + cosφ x̂2

=⇒


hr = 1

hθ = r

hφ = r sen θ.

Percebe-se claramente que o sistema esférico é ortonormal, com êr · êθ = êr · êφ = êθ · êφ = 0 e
êr × êθ = êφ, bem como qualquer permutação cíclica dos vetores de base.

x1

x2

x3

Figura 1.10: Elemento de volume em coordena-
das esféricas.

Em termos da base ortonormal esférica, a base
canônica pode agora ser escrita

x̂1 = sin θ cosφ êr + cos θ cosφ êθ − senφ êφ

x̂2 = sin θ sinφ êr + cos θ sinφ êθ + cosφ êφ

x̂3 = cos θ êr − sen θ êθ.

Assim, o vetor posição pode ser escrito simplesmente
como

r = r êr.

O tensor de métrica é representado por

g =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sen2 θ

 .

Os vetores elementos de arco e superfície e o ele-
mento de volume são, respectivamente,

d` = dr êr + rdθ êθ + r sen θdφ êφ

dσ = r2 sen θdθdφ êr + r sen θdrdφ êθ + rdrdθ êφ

d3r = r2 sen θdrdθdφ.

O elemento de volume para este sistema pode ser visualizado na figura 1.10.
O vetor velocidade é fornecido por (1.13), resultando em

v ≡ ṙ =
dr

dt
= hr ṙ êr + hθ θ̇ êθ + hφφ̇ êφ

= ṙ êr + rθ̇ êθ + r sen θφ̇ êφ.

Este resultado pode ser verificado por derivação direta de r (t).
Para se obter a aceleração, primeiro calcula-se

˙̂er =
(

cos θ cosφθ̇ − sen θ senφφ̇
)
x̂1 +

(
cos θ senφθ̇ + sen θ cosφφ̇

)
x̂2 − senθθ̇ x̂3

= θ̇ êθ + sen θφ̇ êφ

˙̂eθ = −
(

sen θ cosφθ̇ + cos θ senφφ̇
)
x̂1 +

(
− sen θ senφθ̇ + cos θ cosφφ̇

)
x̂2 − cos θθ̇ x̂3

= −θ̇ êr + cos θφ̇ êφ

˙̂eφ = − cosφφ̇ x̂1 − senφφ̇ x̂2

= − sin θφ̇ êr − cos θφ̇ êθ.

Então,

a ≡ v̇ = r̈êr +
(
ṙθ̇ + rθ̈

)
êθ +

(
ṙ sen θφ̇+ r cos θθ̇φ̇+ r sen θφ̈

)
êφ + ṙ ˙̂er + rθ̇ ˙̂eθ + r sen θφ̇ ˙̂eφ,

resultando
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a =
(
r̈ − rθ̇2 − r sin2 θφ̇2

)
êr +

(
rθ̈ + 2ṙθ̇ − r sen θ cos θφ̇2

)
êθ

+
(
r sen θφ̈+ 2 sen θṙφ̇+ 2r cos θθ̇φ̇

)
êφ.

Por sua vez, os operadores diferenciais ficam, para ψ = ψ (r, θ, φ) e A = A (r, θ, φ),

∇ψ =
∂ψ

∂r
êr +

1

r

∂ψ

∂θ
êθ +

1

r sen θ

∂ψ

∂φ
êφ

∇ ·A =
1

r2

∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sen θ

∂

∂θ
(sen θAθ) +

1

r sen θ

∂Aφ
∂φ

∇×A =
1

r2 sen θ

∣∣∣∣∣∣
êr r êθ r sen θ êφ
∂/∂r ∂/∂θ ∂/∂φ
Ar rAθ r sen θAφ

∣∣∣∣∣∣
∇2ψ =

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sen2 θ

∂2ψ

∂φ2
.

1.5.3 COORDENADAS ELÍPTICAS CILÍNDRICAS

Este sistema de coordenadas é empregado com frequência muito menor que os anteriores,
mas é adequado para tratar sistemas que ocorrem sobre superfícies elípticas, ao invés de esféri-
cas. Trata-se de um sistema de coordenadas ortogonais resultantes da projeção sobre o eixo x3

de um sistema de coordenadas elíptico sobre o plano x1 − x2. Desta forma, as superfícies coor-
denadas são superfícies elípticas e hiperbólicas confocais, sendo que os focos estão usualmente
posicionados nos pontos x1 = −a e x1 = a (a > 0).

As coordenadas elípticas são definidas por {q1, q2, q3} → {u, v, x3}, sendo
x1 = a coshu cos v

x2 = a senhu sen v

x3 = x3,

onde 0 6 u <∞ e 0 6 v < 2π estão relacionados com as coordenadas Cartesianas por

x2
1

a2 cosh2 u
+

x2
2

a2 senh2 u
= 1 e

x2
1

a2 cos2 v
− x2

2

a2 sen2 v
= 1.

As coordenadas elípticas cilíndricas e algumas superfícies coordenadas podem ser visualizadas
na figura 1.11.

Escrevendo o vetor posição como

r = a coshu cos v x̂1 + a senhu sen v x̂2 + x3 x̂3,

resultam as bases e os fatores de escala

eu =
∂r

∂u
= a senhu cos v x̂1 + a coshu sen v x̂2

ev =
∂r

∂v
= −a coshu sen v x̂1 + a senhu cos v x̂2

e3 =
∂r

∂x3
= x̂3

=⇒


êu =

(
senh2 u+ sen2 v

)−1/2
(senhu cos v x̂1 + coshu sen v x̂2)

êv =
(
senh2 u+ sen2 v

)−1/2
(− coshu sen v x̂1 + senhu cos v x̂2)

ê3 = x̂3

=⇒

{
hu = hv = a

√
senh2 u+ sen2 v

h3 = 1.

Novamente observa-se que o sistema é ortogonal, êu · êv = êu · x̂3 = êv · x̂3 = 0 e êu × êv = x̂3,
bem como todas as permutações cíclicas.
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êu
êv

x1

x2
(a) (b)

v = c2
u = c1

x1 x2

x3

Figura 1.11: (a) Coordenadas elípticas cilíndricas e seus vetores unitários. (b) Algumas superfícies coordenadas.

Agora, os vetores da base canônica podem ser escritos em termos da nova base como
x̂1 =

(
senh2 u+ sen2 v

)−1/2
(senhu cos v êu − coshu sen v êv)

x̂2 =
(
senh2 u+ sen2 v

)−1/2
(coshu sen v êu + senhu cos v êv)

x̂3 = ê3.

Assim, o vetor posição pode ser escrito em termos da nova base como

r =
a senhu coshu√
senh2 u+ sen2 v

êu −
a sen v cos v√

senh2 u+ sen2 v
êv + x3 x̂3.

O tensor de métrica é dado por

g =

a2
(
senh2 u+ sen2 v

)
0 0

0 a2
(
senh2 u+ sen2 v

)
0

0 0 1

 .

Já os elementos de arco, superfície e volume ficam

d` = a
√

senh2 u+ sen2 vdu êu + a
√

senh2 u+ sen2 vdv êv + dx3 x̂3

dσ = a
√

senh2 u+ sen2 vdvdx3 êu + a
√

senh2 u+ sen2 vdudx3 êv + a2
(
senh2 u+ sen2 v

)
dudv x̂3

d3r = a2
(
senh2 u+ sen2 v

)
dudvdx3.

Finalmente, os operadores diferenciais ficam

∇ψ =
1

a
√

senh2 u+ sen2 v

(
∂ψ

∂u
êu +

∂ψ

∂v
êv

)
+
∂ψ

∂x3
x̂3

∇ ·A =
1

a
(
senh2 u+ sen2 v

) [ ∂
∂u

(√
senh2 u+ sen2 vAu

)
+

∂

∂v

(√
senh2 u+ sen2 vAv

)]
+
∂A3

∂x3

∇×A =
1

a2
(
senh2 u+ sen2 v

)
∣∣∣∣∣∣∣
a
√

senh2 u+ sen2 v êu a
√

senh2 u+ sen2 v êv x̂3

∂/∂u ∂/∂v ∂/∂x3

a
√

senh2 u+ sen2 vAu a
√

senh2 u+ sen2 vAv A3

∣∣∣∣∣∣∣
∇2ψ =

1

a2
(
senh2 u+ sen2 v

) (∂2ψ

∂u2
+
∂2ψ

∂v2

)
+
∂2ψ

∂x2
3

.
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1.6 LINHAS DE FORÇA E SUPERFÍCIES EQUIPOTENCI-
AIS

Em muitas situações, uma melhor compreensão do comportamento de certos campos vetori-
ais é possibiliitada fazendo uso do conceito de linhas de força ou de superfícies equipotenciais.

1.6.1 LINHAS DE FORÇA DE UM CAMPO VETORIAL

Seja então o campo vetorial A = A (r) no espaço vetorial E3 . Suas linhas de força são as
curvas no E3 cujas tangentes são paralelas a A (r) em todos os pontos. Uma representação das
linhas de força para um campo vetorial arbitrário pode ser vista na figura 1.12. Para traçar estas
linhas, faz-se necessário obter um conjunto de equações diferenciais cujas soluções correspon-
derão às mesmas. Sendo então d` o elemento de arco na direção e no sentido de A em todos
os pontos, conforme representado na figura 1.12, uma condição suficiente para a obtenção das
equações diferenciais desejadas é

d`×A = 0.

d`

A(r)

r

O

Figura 1.12: Linhas de força do campo A (r). O elemento de arco d` é tangencial ao campo no ponto r.

Considerando agora o sistema de coordenadas curvilíneas ortogonais {q1, q2, q3}, o elemento
de arco d` é dado por (1.12) e A =

∑3
i=1Ai (q1, q2, q3) êi. Portanto,

d`×A =

∣∣∣∣∣∣
ê1 ê2 ê3

h1dq1 h2dq2 h3dq3

A1 A2 A3

∣∣∣∣∣∣ = 0,

de onde resulta o sistema de equações

h1A2dq1 − h2A1dq2 = 0

h3A1dq3 − h1A3dq1 = 0

h2A3dq2 − h3A2dq3 = 0,

(1.27a)

cuja solução irá fornecer a expressão para as linhas de força.
O mesmo sistema de equações pode ser escrito de uma forma reduzida como

h1
dq1

A1
= h2

dq2

A2
= h3

dq3

A3
, (1.27b)

a qual facilita a parametrização das linhas de força do campo vetorial.

Exemplo 1.1. Linhas de força de uma carga puntiforme.
O campo elétrico de uma carga elétrica puntiforme situada na origem do sistema de coorde-

nadas pode ser escrita em coordenadas esféricas como

E (r) = K
q

r2
êr,
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onde K é uma constante que depende do sistema de unidades empregado. As expressões para as
coordenadas esféricas e seus fatores de escala são q1 = r, q2 = θ, q3 = ϕ, h1 = 1, h2 = r, h3 = r sen θ.
Então o sistema de equações (1.27) se reduz a

−Kq

r
dθ = 0

sen θK
q

r
dϕ = 0,

ou seja, θ = cte e ϕ = cte.

O exemplo a seguir mostra obtém as linhas de força de um dipolo elétrico.

Exemplo 1.2. Linhas de força de um dipolo elétrico.
O campo elétrico de um dipolo de momento p centrado na origem do sistema de coordenadas

é dado por

E (r) =
K

r5

[
3 (p · r) r − r2p

]
.

Em coordenadas esféricas, este campo fica escrito

E (r) =
Kp

r3
(2 cos θ êr + sen θ êθ) .

Então, o sistema de equações (1.27) fica

sen θdr − 2r cos θdθ = 0

dϕ = 0.

A segunda equação mostra que ϕ = cte. ao longo de uma linha de força. Já a primeira fica
escrita

dr

2r
= cotan θdθ =⇒ ln r1/2 = ln (sen θ) + C =⇒ r = L sen2 θ,

sendo L uma constante que parametriza uma determinada linha de força.

O exemplo a seguir obtém as linhas de força de um quadrupolo elétrico.

Exemplo 1.3. Linhas de força de um quadrupolo elétrico.
Seja um quadrupolo elétrico gerado pela seguinte distribuição de 3 cargas elétricas posicio-

nadas ao longo do eixo z: 1 carga +q em z = −b, uma carga −2q em z = 0 e uma carga +q em
z = +b. Para esta distribuição em particular, não existem termos nem de monopolo (carga total
nula) nem de dipolo (ptotal = p − p = 0). Portanto, a primeira contribuição não nula em uma
expansão de multipolos provém do termo de quadrupolo elétrico.

O potencial eletrostático desta distribuição, observado em um ponto r � b é dado por

Φ (r) =
Kqb2

r3

(
3 cos2 θ − 1

)
.

Então o campo elétrico fica, em coordenadas esféricas,

E (r) =−∇Φ (r) = −∂Φ

∂r
êr −

1

r

∂Φ

∂θ
êθ,

E (r) = 3
Kqb2

r4

[(
3 cos2 θ − 1

)
êr + sen (2θ) êθ

]
.

Assim, o sistema de equações (1.27) fica

1

r
sen (2θ) dr −

(
3 cos2 θ − 1

)
dθ = 0

dϕ = 0.

A segunda equação novamente fornece ϕ = cte. Já a primeira pode ser escrita

1

r
dr =

3 cos2 θ − 1

sen (2θ)
dθ.

Integrando ambos os lados, obtém-se

ln r =
1

2
ln (|cos θ|) + ln (sen θ) + C,

a qual pode ser escrita como
r2 = L sen2 θ |cos θ| .
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2
FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL

COMPLEXA

M
UITAS VEZES, pergunta-se o porquê da necessidade de se estudar variáveis comple-
xas quando na física estamos interessados apenas nas soluções reais. Poder-se-ia
esperar que um estudo de funções reais de variáveis reais seria suficiente para se
conhecer as soluções fisicamente relevantes. A resposta é que em muitas situações
é desejavel estender nosso estudo a valores complexos das variáveis e das soluções

por razões de completicidade e conveniência. Por exemplo, o conjunto dos números reais não
forma uma base suficiente para a representação das raízes de equações polinomiais ou algébri-
cas. Além disso, o conhecimento do comportamento de uma função complexa f(z), para todos
os valores complexos de z, nos fornece uma visão mais completa de suas principais proprieda-
des (mesmo suas propriedades para z real), do que o conhecimento de seu comportamento para
somente valores reais de z. A localização, no plano complexo, dos zeros e dos infinitos de f (isto
é, a posição das raízes de f(z) = 0 e de 1/f(z) = 0) nos fornece informações sobre o comporta-
mento de f para todos os valores de z. Adicionalmente, uma integral de f(z) ao longo de valores
reais de z pode ser modificada em uma integral ao longo de uma trajetória conveniente no plano
complexo, de forma a simplificar consideravelmente o seu cálculo.

Integrais no plano complexo possuem uma ampla variedade de aplicações úteis na física e na
matemática. Dentre estas, pode-se destacar:

• Cálculo de integrais definidas.

• Inversão de séries de potências.

• Cálculo de produtos infinitos.

• Obtenção de soluções de equações diferenciais para grandes valores da variável (soluções
assintóticas).

• Investigação da estabilidade de sistemas potencialmente oscilatórios.

• Inversão de transformadas integrais.

Algumas destas propriedades serão tratadas ao longo deste capítulo.
Em se tratando de soluções de equações da física-matemática, uma solução complexa deve

ser tratada como uma função ou número complexos até o momento em que se quer compará-la
com um valor medido, físico. Neste momento, devemos associar a parte real e/ou imaginária ou
outra quantidade real derivada do número complexo (tal como o módulo) com parâmetros físicos
reais. Assim, mencionando somente dois exemplos, o índice de refração real de uma onda
eletromagnética propagando-se em um meio ativo torna-se uma quantidade complexa quando a
absorção da energia transportada pela onda é incluída. A energia real associada com um nível de
energia atômico ou nuclear torna-se complexa quando o tempo de vida finito do nível de energia
é considerado.

Mas a mais importante razão para se estudar funções complexas é a compreensão que se
pode obter a respeito das propriedades gerais das funções. Por exemplo, as singularidades da
função podem estar relacionadas com singularidades físicas, tais como as causadas por fontes,
cargas elétricas pontuais, etc. É possível, a partir do conhecimento das singularidades de uma
função complexa, especificar-se a função completamente.

Estes serão alguns dos tópicos abordados neste capítulo.
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24 2.1. Números e variáveis complexos

2.1 NÚMEROS E VARIÁVEIS COMPLEXOS

O sistema numérico em uso atualmente é o resultado de um desenvolvimento gradual na
matemática que se iniciou na Idade Antiga. Os números naturais (inteiros positivos) {0, 1, 2, . . . }
foram utilizados inicialmente para a contagem. O conjunto dos números naturais é representado
pelo símbolo N e diz-se que um dado número natural n pertence a N (n ∈ N).

Os inteiros negativos e o conceito do zero foram então introduzidos para permitir soluções de
equações tais como x+3 = 2. Cria-se então o conjunto dos números inteiros {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . },
representado pelo símbolo Z. Observa-se aqui que o conjunto N é um sub-conjunto de Z. Diz-se
então que N está contido em Z (N ⊂ Z), ou que Z contém N (Z ⊃ N).

Para permitir a solução de equações tais como bx = a, para todos os inteiros a e b (com
b 6= 0), os números racionais (x = a/b) foram introduzidos. Representa-se o conjunto de todos
os números racionais por Q = {x |x = p/q, com (p, q) ∈ Z e q 6= 0}. Nota-se aqui que Q contém Z,
consistindo em aqueles x ∈ Q | q = 1.

Posteriormente, os números irracionais foram introduzidos quando descobriu-se que núme-
ros tais como as soluções da equação

x2 − 2 = 0 =⇒ x = ±
√

2 = ±1.41423 . . .

ou a razão entre o perímetro de uma circunferência de raio unitário e o seu diâmetro, igual a
π = 3.14159265359 . . . , não podem ser expressos por números racionais. O conjunto dos números
irracionais é representado pelo símbolo Q′. Nota-se aqui que Q não contém nem está contido em
Q′, sendo ambos conjuntos de números completamente distintos.

A reunião, ou a união, dos números racionais com os irracionais formam o conjunto dos
números reais, representado pelo símbolo R (R = Q ∪Q′). Disciplinas usuais de cálculo apre-
sentam seus teoremas e resultados considerando somente números pertencentes ao conjunto
R. Contudo, este conjunto ainda está incompleto para aplicações em álgebra e para a análise
matemática.

Os números complexos foram descobertos na Idade Média, ao se pesquisar as raízes de certas
equações quadráticas, tais como

z2 + 1 = 0 =⇒ z = ±
√
−1.

É óbvio, pelo nome dado, que eles foram considerados de maneira suspeita. Leonhard Paul
Euler (1707-1783), em 1777, introduziu o símbolo

i =
√
−1.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), na sua tese de doutorado em 1799, forneceu aos números
complexos a agora familiar expressão algébrica z = x+ iy, bem como a sua representação geomé-
trica (vetorial) e, com isso, ajudou a desvendar parte de seu mistério. Neste século, a tendência
tem sido definir os números complexos como símbolos abstratos sujeitos a certas regras formais
de manipulação.

Como o número
√
−1 não possui representação possível dentro do conjunto de números reais,

chamou-se este número de imaginário puro e atribuiu-se a ele símbolo i =
√
−1. Além disso,

definiu-se um conjunto mais amplo de números, denominado conjunto dos números complexos
C ⊃ R, o qual contém todos os números complexos, tendo o conjunto dos números reais como
um sub-conjunto.

Um número complexo nada mais é que um par ordenado de dois números reais x e y. Assim,
o número complexo z pode ser representado de, pelo menos, duas maneiras:

z = (x, y) = x+ iy,

sendo a última representação a preferida neste texto. Deve-se notar que o ordenamento é signi-
ficante; assim, a+ ib 6= b+ ia.

Uma propriedade imediata do número i pode ser deduzida observando-se que i2 = i · i = −1,
i3 = i2 · i = −i, i4 = i2 · i2 = 1, i5 = i · i4 = i, . . . . Da mesma forma,

i−1 =
1

i
=

i

i · i
= −i

i−2 =
1

i2
= −1
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Figura 2.1: Plano complexo ou diagrama de Argand.

i−3 =−1

i
= i

i−4 = 1

. . . . . . ,

resultando

i±2n = (−1)n (2.1a)

i±(2n+1) =±(−1)ni, para n = 0, 1, 2, 3, . . . . (2.1b)

2.1.1 REPRESENTAÇÕES VETORIAL E POLAR

Em muitas situações, é conveniente empregar-se uma representação gráfica da variável com-
plexa. Traçando-se x — a parte real de z — como a abcissa e y — a parte imaginária de z —
como a ordenada, obtém-se o plano complexo, ou plano de Argand, ilustrado na figura 2.1.

Em álgebra linear, frequentemente utiliza-se o conceito de um vetor posição r como membro
do espaço vetorial R2. Assim, pode-se representar o vetor r fazendo-se uso da base canônica
{ı̂, ̂}:

r = xı̂+ ŷ,

sendo x a componente de r na direção definida por ı̂ e y a componente de r ao longo de ̂.
Da mesma forma, pode-se interpretar o número complexo z = x + iy, de acordo com a re-

presentação gráfica da figura 2.1, como um vetor (ou fasor), sendo x a componente ao longo do
eixo real e y a componente ao longo do eixo imaginário. Assim, tal quantidade satisfaz as regras
usuais de adição de vetores e de multiplicação por escalar. Inspecionando a figura 2.1, relações
simples de trigonometria mostram que

x= r cos θ

y = r sen θ,

sendo r ∈ R (0 ≤ r < ∞) denominado módulo ou magnitude de z e θ ∈ R (0 ≤ θ < 2π)1 chamado
de argumento ou fase de z. Portanto,

z = r (cos θ + i sen θ) , (2.2a)

onde

r=
√
x2 + y2 (2.2b)

θ= tan−1 (y/x) . (2.2c)
1Ver uma definição mais geral para o intervalo de variação de θ a seguir.
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2.1.2 FÓRMULA DE EULER

Uma representação equivalente à representação algébrica de z dada por (2.2) é a chamada
representação polar:

z = reiθ. (2.3)

Demonstração. A partir das seguintes séries de McLaurin:

senx=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

cosx=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

e das potências (2.1a,b), obtemos

eiθ =

∞∑
n=0

(iθ)n

n!
=

∞∑
n=0

(iθ)2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

(iθ)2n+1

(2n+ 1)!

=

∞∑
n=0

(−1)n
θ2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)n
θ2n+1

(2n+ 1)!
,

ou seja,

eiθ = cos θ + i sen θ .

Esta é a conhecida Fórmula de Euler.

2.2 ÁLGEBRA DE NÚMEROS COMPLEXOS

Sendo z = x + iy ∈ C um número complexo qualquer, as seguintes operações e definições se
aplicam:

Parte real de z: a parte real de z é o número x ∈ R. Esta operação é representada por

Re z = x.

Parte imaginária de z: a parte imaginária de z é o número y ∈ R. Esta operação é representada
por

Im z = y.

Complexo conjugado de z: o complexo conjugado de z, representado por z̄ ou z∗, tal que z∗ ∈ C,
é definido por z∗ = x− iy. Na figura 2.1, pode-se observar a representação vetorial de z∗.

Módulo de z: é o número |z| ∈ R tal que

|z| = |x+ iy| =
√
x2 + y2 =

√
z.z∗.

Fase ou argumento de z: número θ ∈ R tal que θ0 6 θ < θ0 + 2π, dado por

θ ≡ arg(z) = tan−1
(y
x

)
.

Usualmente, toma-se θ0 = 0, mas outros textos podem usar, por exemplo, −π 6 θ < π.

As seguintes operações algébricas estão definidas para dois números z1 = a + ib = r1eiθ1 e
z2 = c+ id = r2eiθ2 quaisquer, tais que {z1, z2} ∈ C. Os números {r1, r2} ∈ R são, respectivamente,
os módulos de z1 e z2 e {θ1, θ2} ∈ R são os respectivos argumentos.

Identidade: Se z1 = z2, então Re z1 = Re z2 e Im z1 = Im z2; ou, de forma equivalente, r1 = r2 e
θ1 = θ2 + 2kπ.
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z 1
+z

2

Re

Im

z2

a

b

d

z1

a+c

b+d

(a)

c

Re

Im (b)

θ1

θ2

θ1+θ2
z1

z2

z 1
.z

2

Figura 2.2: (a) Representação da operação z1 + z2. (b) Representação da operação z1.z2.

Adição: z1 + z2 = (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + (b+ d)i. Esta operação está representada na figura
2.2(a).

Subtração: z1 − z2 = (a+ ib)− (c+ id) = (a− c) + (b− d)i.

Conjugação complexa da adição: (z1 + z2)
∗

= z∗1 + z∗2 .

Multiplicação por real: Dado um h ∈ R,

h.z1 = h(a+ ib) = ha+ ihb.

Multiplicação de complexos:

z1.z2 = (a+ ib)(c+ id) = (ac− bd) + (ad+ bc)i,

ou, em termos da forma polar,

z1.z2 = r1r2 ei(θ1+θ2) = r1r2 [cos (θ1 + θ2) + i sen (θ1 + θ2)] . (2.4)

Esta operação está representada na figura 2.2(b).

Divisão de complexos:

z1

z2
= z1

z∗2
z2.z∗2

=
z1.z

∗
2

|z2|2
, ou

z1

z2
=
a+ ib

c+ id
=

(a+ ib)(c− id)

(c+ id)(c− id)
=
ac+ bd

c2 + d2
− iad− bc

c2 + d2
.

Ou, em termos da forma polar,

z1

z2
=
r1

r2
ei(θ1−θ2) =

r1

r2
[cos (θ1 − θ2) + i sen (θ1 − θ2)] .

Conjugação complexa do produto: (z1.z2)
∗

= z∗1 .z
∗
2 .

Outras operações algébricas, como potenciação e radiciação, serão vistas nas seções seguintes.
O valor absoluto de z ainda possui as seguintes propriedades. Sendo {z1, z2, . . . , zn} números

complexos, então

1. |z1z2 . . . zn| = |z1| |z2| . . . |zn|.

2.
∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

, desde que z2 6= 0.

3. |z1 + z2 + · · ·+ zn| 6 |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zn|.
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28 2.2. Álgebra de números complexos

4. |z1 ± z2| > ||z1| − |z2||.

Números complexos z = reiθ com r = 1 possuem |z| = 1 e são denominados unimodulares.
Pode-se imaginar estes números situados ao longo da circunferência de raio unitário sobre o
plano complexo. Pontos especiais nesta circunferência são:

θ = 0. z = ei0 = 1.

θ = π/2. z = eiπ/2 = i.

θ = π. z = e−iπ = −1.

θ = 3π/2 ou θ = −π/2. z = ei3π/2 = e−iπ/2 = −i.

2.2.1 FÓRMULA DE MOIVRE

Sejam z1 = r1 (cos θ1 + i senθ1) = r1eiθ1 e z2 = r2 (cos θ2 + i senθ2) = r2eiθ2 dois números comple-
xos. Então o produto de ambos já foi calculado em (2.4):

z1z2 = r1r2 ei(θ1+θ2) = r1r2 [cos (θ1 + θ2) + i sen (θ1 + θ2)] .

Generalizando agora este resultado para n números complexos, {z1, z2, . . . , zn}, obtém-se

z1z2 . . . zn = r1r2 . . . rn ei(θ1+θ2+···+θn) = r1r2 . . . rn [cos (θ1 + θ2 + · · ·+ θn) + i sen (θ1 + θ2 + · · ·+ θn)] .

Agora, se z1 = z2 = · · · = zn = z, onde se escreve z = r (cos θ + i senθ). Resulta então,

zn = rn (cos θ + i senθ)
n

= rn [cos (nθ) + i sen (nθ)] , (2.5)

a qual é a fórmula para a n−ésima potência (n > 0) de z. Cancelando os termos rn em ambos os
lados de (2.5), resulta a Fórmula de Moivre:

(cos θ + i senθ)
n

= cos (nθ) + i sen (nθ) . (2.6)

2.2.2 RAÍZES DE NÚMEROS COMPLEXOS

A Fórmula de Moivre (2.6) permite que se obtenha uma expressão para as raízes de um
número complexo. Para tanto, considera-se a seguinte equação polinomial:

zn − w = 0, (2.7)

onde n ∈ N e w ∈ C. Buscar a solução de (2.7) é equivalente a buscar a raiz n de w. Esta
solução poderia ser escrita simplesmente como z = n

√
w, mas esta forma dá a entender que

existe somente uma solução de (2.7), o que não é verdade. O número de soluções (ou raízes)
de um polinômio de grau n, como a função no lado esquerdo de (2.7), é bem determinado, de
acordo com o Teorema Fundamental da Álgebra abaixo.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Álgebra). Toda equação polinomial de grau n, cujos
coeficientes são reais ou complexos, possui exatamente n raízes reais ou complexas.

Portanto, deve-se buscar n soluções para (2.7), o que é equivalente a procurar as n raízes de
w, as quais serão denominadas z0, z1, . . . , zn−1. Concentrando-nos inicialmente em z0, tal que

zn0 = w,

pode-se usar para ambos as suas formas polares dadas por (2.2a),

z0 = |z0| (cos θ + i sen θ) e w = |w| (cosα+ i senα) .

Então, de acordo com (2.6),

|z0|n (cos θ + i sen θ)
n

= |z0|n [cos (nθ) + i sen (nθ)] = |w| (cosα+ i senα) , (2.8)

possibilitando-nos a identificar

|z0|n = |w| =⇒ |z0| = n
√
|w|,
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Figura 2.3: (a) Raízes quadradas z0 e z1 de w = 1 + i. (b) Raízes cúbicas w0, w1 e w2 de z = 1 + i.

nθ = α =⇒ θ =
α

n
.

Portanto, a raiz principal de (2.7) é dada por

z0 = n
√
|w|
[
cos
(α
n

)
+ i sen

(α
n

)]
= n
√
|w|eiα/n. (2.9a)

Contudo, como já foi mencionado, existem outras n− 1 raízes distintas de w. Estas outras raízes
podem ser determinadas levando-se em conta as identidades

cos (β ± 2kπ) = cosβ e sen (β ± 2kπ) = senβ, para k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Assim, retornando-se a (2.8), pode-se escrever a relação entre as fases como

nθ − 2kπ = α =⇒ θ =
α+ 2kπ

n
.

Constata-se facilmente que se α for substituído por α+2kπ em (2.9a), haverá sempre um número
total de n arcos tais que

0 6
α+ 2kπ

n
6 2π, para k = 0, 1, . . . , n− 1,

os quais são geometricamente distintos sobre o plano complexo. Se fossem considerados os
valores k = n, n+ 1, . . . , isto simplesmente repetiria os arcos anteriormente encontrados.

Portanto, as n raízes de (2.7), incluindo z0, são:

zk = n
√
|w|
[
cos

(
α+ 2kπ

n

)
+ i sen

(
α+ 2kπ

n

)]
= n
√
|w|ei(α+2kπ)/n, (k = 0, 1, . . . , n− 1) . (2.9b)

Exemplo 2.1 (Raízes quadradas). Dado o número w = 1 + i, encontre as suas raízes quadradas.

Solução: há exatamente 2 raízes quadradas para w. Inicialmente, escreve-se w na forma polar:

w =
√

2
(

cos
π

4
+ i sen

π

4

)
=⇒ |w| =

√
2 e α =

π

4
,

sendo que π/4 ; 45◦. De acordo com (2.9b), n = 2, k = 0, 1, e as raízes são:

z0 =
4
√

2
(

cos
π

8
+ i sen

π

8

)
,
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z1 =
4
√

2

(
cos

9π

8
+ i sen

9π

8

)
,

sendo que π/8 ; 22, 5◦ e 9π/8 ; 202, 5◦, de tal forma que as raízes z0 e z1 são antiparalelas no
plano complexo. Estas raízes encontram-se representadas no diagrama da figura 2.3(a).

Exemplo 2.2 (Raízes cúbicas). Dado o número w = 1 + i, encontre as suas raízes cúbicas.

Solução: há exatamente 3 raízes cúbicas para w. Dado w na forma polar:

z =
√

2
(

cos
π

4
+ i sen

π

4

)
=⇒ |z| =

√
2 e θ =

π

4
,

sendo que π/4 ; 45◦. Agora, de acordo com (2.9b), n = 3, k = 0, 1, 2, e as raízes são:

z0 =
6
√

2
[
cos
( π

12

)
+ i sen

( π
12

)]
,

z1 =
6
√

2

[
cos

(
3π

4

)
+ i sen

(
3π

4

)]
,

z2 =
6
√

2

[
cos

(
17π

12

)
+ i sen

(
17π

12

)]
,

sendo que π/12 ; 15◦, 3π/4 ; 135◦ e 17π/12 ; 255◦, de tal forma que z0, z1 e z2 estão nos vértices
de um triângulo equilátero. Estas raízes encontram-se representadas no diagrama da figura
2.3(b).

2.3 FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL COMPLEXA

Seja D ⊆ C um conjunto de números complexos z = x+ iy. Uma função f(z), definida em D é
uma operação que atribui a cada z ∈ D um outro número complexo w ∈ I, onde I ⊆ C. O número
w é denominado o valor de f(z) em z, isto é,

w = f(z).

O conjunto D é denominado o domínio de definição de f(z) e o conjunto I é denominado a imagem
de f(z).

Deve ser enfatizado que tanto o domínio de definição quanto a operação são necessários para
que a função seja bem definida. Quando o domínio não é especificado, deve-se supor que o
maior conjunto possível é tomado. Assim, se é mencionada simplesmente a função f(z) = 1/z, o
domínio é subentendido como o conjunto de todos os pontos não nulos no plano complexo.

Existem dois tipos básicos de funções complexas:

Funções unívocas. Uma função é denominada unívoca em D se a cada valor de z corresponde
um único valor de w.

Funções plurívocas. Uma função é denominada plurívoca em D se a um determinado valor de
z corresponder mais de um valor de w. Uma função plurívoca pode ser considerada como
uma coleção de funções unívocas, onde cada membro desta coleção é chamado de ramo
da função plurívoca. É usual tomar-se um membro em particular da coleção como o ramo
principal da função plurívoca e o valor da função correspondente a este ramo é denominado
valor principal.

Como exemplos de funções unívocas ou plurívocas, pode-se tomar:

1. w = z2 – função unívoca ou simplesmente função.

2. w =
√
z – função plurívoca, pois a cada valor de z correspondem dois valores de w, de acordo

com (2.9b). Assim:

se z = reiθ, então
√
z = wk =

√
rei(θ+2kπ)/2, onde k = 0, 1,

Para k = 0 :w0 =
√
reiθ/2 −→ ramo principal.

Para k = 1 ;w1 =
√
reiθ/2eiπ = −

√
reiθ/2 −→ segundo ramo.
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2.3.1 TRANSFORMAÇÕES OU MAPEAMENTOS

Nota-se agora que w, como o valor de f(z), também é uma variável complexa e que, portanto,
pode ser escrita na forma

w = u+ iv,

sendo {u, v} ⊂ R, ao passo que f(z) também pode ser separada em partes real e imaginária,

f(z) = u (x, y) + iv (x, y) ,

onde u (x, y) e v (x, y) são ambas funções reais. Igualando as partes real e imaginária das expres-
sões acima, obtém-se

Rew = u = u (x, y) , Imw = v = v (x, y) .

Se w = f(z) é uma função unívoca de z, então pode-se imaginar o plano complexo de z e, a
cada ponto neste plano, corresponde um ponto no plano complexo de w. Se f(z) for plurívoca,
então um ponto no plano complexo de z é mapeado em mais de um ponto no plano complexo de
w. Pontos no plano z são mapeados em pontos no plano w, enquanto que curvas no plano z são
mapeadas em curvas no plano w. A figura 2.4 ilustra o processo de mapeamento.

f(z)

z
w

Figura 2.4: A função w = f(z) mapeia pontos no plano z em pontos no plano w.

2.3.2 PONTOS DE RAMIFICAÇÃO, LINHAS DE RAMIFICAÇÃO E SU-
PERFÍCIES DE RIEMANN

Comparando agora o comportamento de uma função unívoca, f1(z) = z2, e de uma função
plurívoca, f2(z) =

√
z, percebe-se uma diferença importante entre ambas. Suponha que seja

permitido que z = reiθ execute uma revolução completa em torno do ponto z = 0, no sentido
anti-horário e mantendo r = cte., partindo de um determinado ponto no seu plano complexo.
Esta operação consiste em substituir

θ −→ θ + 2π (2.10)

na fórmula polar de z. Observando agora o comportamento de f1(z) e f2(z) frente a transforma-
ção (2.10), observa-se que

f1(z)→ r2ei2θei4π → f1(z)

f2(z)→ r1/2eiθ/2eiπ → −f2(z).

Pode-se constatar que f1(z) permanece inalterada frente a transformação (2.10), porém f2(z)
muda de sinal. Como o plano complexo possui por definição uma variação total de fase igual a
2π, a transformação (2.10) levou f2(z) a um valor distinto daquele que apresentava no início. De
fato, f2(z) somente retornará ao valor inicial através de uma nova rotação completa. Ou seja,
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32 2.3. Funções de uma variável complexa

Figura 2.5: Linha de ramificação para a função w =
√
z.

f2(z) =
√
z não apresenta simetria frente a uma rotação de 2π radianos, mas sim frente a uma

rotação θ → θ + 4π, em cuja situação

f2(z)→ r1/2eiθ/2ei2π → f2(z).

Pode-se descrever o que se sucede com a função f2(z) =
√
z afirmando-se que quando 0 6

θ < 2π, o mapeamento do plano z para o plano w permanece sobre um dos ramos da função
plurívoca f2(z), enquanto que no intervalo 2π 6 θ < 4π, o mapeamento leva ao outro ramo
da função. Claramente, sobre cada ramo a função f2(z) é unívoca e, para assim mantê-la,
estabelece-se uma barreira artificial ligando a origem ao infinito ao longo de alguma reta sobre o
plano complexo de z. A função permanecerá unívoca desde que esta barreira não seja cruzada.

Para a função
√
z, esta linha é usualmente traçada ao longo do eixo real positivo e é deno-

minada linha de ramificação, enquanto que o ponto O, de onde parte a linha de ramificação,
é denominado ponto de ramificação. A figura 2.5 mostra esta linha de ramificação como uma
linha sinuosa sobre o eixo real positivo. É importante enfatizar aqui que uma volta em torno de
um outro ponto qualquer, distinto da origem, de tal forma que esta não esteja dentro da área
delimitada pelo caminho fechado, não leva a um outro ramo da função

√
z. Ou seja, o ponto O é

o único ponto de ramificação desta função.
George Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866) sugeriu uma outra interpretação para a

linha de ramificação definida acima. Imagina-se o plano z composto por duas folhas sobrepostas
uma à outra. Corta-se agora as duas folhas ao longo da linha OB vista na figura 2.5 e junta-se a
borda inferior da folha de baixo à borda superior da folha de cima. Da mesma forma, juntam-se
as outras duas bordas. Partindo-se então do primeiro quadrante da folha de cima, realiza-se
uma volta completa sobre o plano z em torno de O. Ao se cruzar a linha de ramificação, passa-se
para o primeiro quadrante da folha de baixo; ao se realizar mais um volta completa em torno da
origem, retorna-se à folha de cima ao se cruzar pela segunda vez a linha de ramificação. Desta
maneira, a função

√
z permanece unívoca sobre um domínio no qual 0 6 θ < 4π.

A coleção de duas folhas para a garantia da unicidade da função
√
z é denominada de super-

fície de Riemann. Cada folha de Riemann corresponde a um ramo da função e, sobre cada
folha, a função é unívoca. O conceito de superfície de Riemann possui a vantagem de possibilitar
a obtenção dos vários valores de uma função plurívoca de uma maneira contínua. A figura 2.6
ilustra as duas folhas de Riemann da função

√
z.

2.3.3 EXEMPLOS DE FUNÇÕES UNÍVOCAS OU PLURÍVOCAS

Além das funções f1(z) = z2 e f2(z) =
√
z já abordadas, outras funções de uma variável

complexa que com frequência surgem são as seguintes.

Função exponencial. Definida por

w = ez = ex+iy = ex (cos y + i seny) .
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Funções trigonométricas. Define-se as funções trigonométricas em termos das funções expo-
nenciais.

sen z =
eiz − e−iz

2i

cos z =
eiz + e−iz

2

〉
cos2 z + sen2z = 1.

Funções trigonométricas hiperbólicas. De maneira análoga, define-se

senh z =
ez − e−z

2

cosh z =
ez + e−z

2

〉
cosh2 z − senh2z = 1.

É possível mostrar as seguintes relações entre as funções trigonométricas circulares e as
hiperbólicas:

sen iz = i senh z senh iz = i sen z

cos iz = cosh z cosh iz = cos z.

Função logarítmica. Esta é uma outra função plurívoca, definida por

w = lnz = ln
[
rei(θ+2kπ)

]
= ln r + i (θ + 2kπ) , k = 0, 1, 2, · · · .

Como se pode notar, esta função possui infinitos ramos, sendo w = ln r+ iθ, para 0 6 θ < 2π,
o ramo principal. A superfície de Riemann para esta função está representada na figura
2.7.

2.4 O CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNÇÕES DE UMA VA-
RIÁVEL COMPLEXA

Nesta seção serão definidos os conceitos de limites, continuidade e de derivação de uma
função de uma variável complexa.

2.4.1 LIMITE DE UMA FUNÇÃO COMPLEXA

Dados os números {z, z0, w0} ⊂ C, diz-se que o número w0 é o limite de f(z) à medida que z se
aproxima de z0, o que é escrito como

lim
z→z0

f(z) = w0,

se:

Figura 2.6: Folhas de Riemann da função
√
z.
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Figura 2.7: Superfície de Riemann da função ln z.

1. A função f(z) está definida e é unívoca em uma vizinhança de z = z0, com a possível exceção
do próprio ponto z0.

2. Dado um número real positivo qualquer ε, arbitrariamente pequeno, existe um outro nú-
mero real positivo δ tal que

|f(z)− w0| < ε sempre que 0 < |z − z0| < δ.

É importante observar o seguinte:

• O limite w0 deve ser sempre o mesmo para um dado z0, independente da maneira como é
realizado o limite z → z0.

• Se f(z) é uma função plurívoca, o limite para z → z0 depende do particular ramo em que se
encontra a vizinhança de z0.

A figura 2.8 ilustra as vizinhanças dos pontos z = x + iy e w0 = u + iv nos respectivos planos
complexos.

Figura 2.8: Vizinhanças dos pontos z0 e w0 nos respectivos planos complexos.

Exemplo 2.3 (Cálculos de limites). Encontre os seguintes limites:
(a) Se f(z) = z2, prove que limz→z0 f(z) = z2

0.
(b) Encontre limz→z0 f(z) se

f(x) =

{
z2, z 6= z0

0, z = z0.
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Solução.
(a) Deve-se mostrar que para qualquer ε > 0 é sempre possível encontrar-se um δ > 0 (depen-
dendo, em geral, de ε) tal que

∣∣z2 − z2
0

∣∣ < ε sempre que 0 < |z − z0| < δ.
Para tanto, considera-se δ < 1. Neste caso, 0 < |z − z0| < δ implica que

|z − z0| |z + z0| < δ |z + z0| = δ |z − z0 + 2z0| ,∣∣z2 − z2
0

∣∣ < δ (|z − z0|+ 2 |z0|) < δ (1 + 2 |z0|) .

Para um ε 6 1 escolhe-se então δ = ε/ (1 + 2 |z0|), ou seja, δ < ε ∀z0 ∈ C, de tal maneira que∣∣z2 − z2
0

∣∣ < ε,

provando-se o limite.
(b) Não há diferença entre este problema e o problema da parte (a), uma vez que em ambos os
casos o ponto z = z0 foi excluído. Portanto, limz→z0 f(z) = z2

0. Nota-se que o valor do limite não
necessariamente é igual ao valor de f (z0).

Teorema 2.2 (Propriedades dos limites). Se limz→z0 f(z) = w1 e limz→z0 g(z) = w2, então as
seguintes propriedades de limites são válidas:

• lim
z→z0

[f(z) + g(z)] = lim
z→z0

f(z) + lim
z→z0

g(z) = w1 + w2.

• lim
z→z0

[f(z)g(z)] =

[
lim
z→z0

f(z)

] [
lim
z→z0

g(z)

]
= w1w2.

• lim
z→z0

f(z)

g(z)
=

lim
z→z0

f(z)

lim
z→z0

g(z)
=
w1

w2
, desde que w2 6= 0.

2.4.2 CONTINUIDADE

Seja f(z) definida e unívoca em uma vizinhança de z = z0, assim como em z = z0. A função
f(z) é dita contínua em z = z0 se

lim
z→z0

f(z) = f (z0) .

Observa-se que isso implica em três condições que devem ser satisfeitas:

1. O limite deve existir.

2. f (z0) deve existir, isto é, f(z) deve ser definida em z = z0.

3. O limite deve ser igual a f (z0).

Pontos no plano z onde f(z) deixa de ser contínua são denominados descontinuidades de f(z).
Se o limite limz→z0 f(z) existe mas não é igual a f (z0), então z0 é denominado uma desconti-

nuidade removível, pois é sempre possível redefinir-se f(z) para se obter uma função contínua.

Teorema 2.3 (Teoremas de continuidade). Os seguintes teoremas de continuidade são válidos.

• Se f(z) e g(z) são contínuas em z = z0, então também são contínuas:

f(z) + g(z), f(z)g(z) e
f(z)

g(z)
, desde que g (z0) 6= 0.

• Se w = f(z) é contínua em z = z0 e z = g(ξ) é contínua em ξ = ξ0 e se ξ0 = f (z0), então a
função w = g [f(z)] é contínua em z = z0.

Uma função contínua de uma função contínua também é contínua.

• Se f(z) é contínua em uma região fechada do plano complexo, então ela é limitada nessa
região; isto é, existe uma constante real positiva M tal que |f(z)| < M para todos os pontos
z dentro dessa região.

• Se f(z) é contínua em uma região, então as partes real e imaginária de f(z) também são
contínuas nessa região.
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2.4.3 DERIVADAS DE FUNÇÕES COMPLEXAS

Dada uma função f(z), contínua e unívoca de uma variável complexa z, em uma dada região
R ⊆ C, a derivada

f ′(z) ≡ df

dz

em algum ponto fixo z0 ∈ R é definida como

f ′ (z0) = lim
∆z→0

f (z0 + ∆z)− f (z0)

∆z
, (2.11)

desde que este limite exista de forma independente da maneira como ∆z → 0. Aqui, ∆z =
z − z0, sendo z ∈ R algum ponto na vizinhança de z0.

Teorema 2.4. Se uma função f(z) possui derivada em z = z0, então ela é necessariamente contí-
nua em z = z0.

Demonstração. Supondo que f (z0) exista, então

lim
z→z0

[f (z0 + ∆z)− f (z0)] = lim
z→z0

f (z0 + ∆z)− f (z0)

∆z
lim
z→z0

∆z = 0,

ou seja,
lim
z→z0

f (z0 + ∆z) = f (z0) .

Se f ′(z) existe em z0 e em todos os pontos em uma dada vizinhança de z0, então f(z) é dita
analítica em z0. A função f(z) é analítica na região R se ela é analítica em todos os pontos
z ∈ R. Contudo, nem toda a função contínua é diferenciável em z = z0.

Exemplo 2.4. Dada a a função f(z) = z∗, mostre que embora esta seja contínua em qualquer
z0 ∈ C, sua derivada dz∗/dz não existe em z0.

Solução. Pela definição (2.11),

dz∗

dz
= lim

∆→0

(z + ∆z)
∗ − z∗

∆z
= lim

∆x→0
∆y→0

(x+ iy + ∆x+ i∆y)
∗ − (x+ iy)

∗

∆x+ i∆y

= lim
∆x→0
∆y→0

x− iy + ∆x− i∆y − (x− iy)

∆x+ i∆y
= lim

∆x→0
∆y→0

∆x− i∆y
∆x+ i∆y

.

Se ∆y = 0, o limite resulta em lim∆x→0 ∆x/∆x = 1. Por outro lado, se ∆x = 0, o limite resulta
em lim∆y→0 (−∆y) /∆y = −1. Portanto, como o valor do limite depende da maneira como ∆z → 0,
a derivada de f(z) = z∗ não existe em nenhum ponto e, portanto, a função não é analítica em
nenhum ponto.

Exemplo 2.5. Dada a função g(z) = |z|2, mostre que esta somente é diferenciável em z = 0.

Solução. Pela definição (2.11),

g′(z) = lim
∆z→0

|z + ∆z|2 − |z|2

∆z
= lim

∆z→0

(z + ∆z) (z∗ + ∆z∗)− zz∗

∆z

= lim
∆z→0

z∗∆z + z∆z∗ + ∆z∆z∗

∆z
= z∗ + z lim

∆z→0

∆z∗

∆z
+ lim

∆z→0
∆z∗.

Pode-se considerar 2 possibilidades:

1. z = 0. Neste caso,
g′(z)|z=0 = 0,

e a derivada existe.

2. z 6= 0. Neste caso, se g′(z) existe, então a derivada deve existir independente da maneira como
se toma o limite. Assim:
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• Se ∆z = ∆x, então ∆z∗ = ∆z e o limite fica

g′ (z) = z∗ + z.

• Se ∆z = i∆y, então ∆z∗ = −∆z e o limite fica

g′(z) = z∗ − z.

Portanto, a função g(z) não é analítica, pois somente possui derivada em z = 0.

Teorema 2.5 (Regras de derivação). As regras de derivação para somas, produtos e quocientes
de funções são, em geral, as mesmas que as regras para funções reais. Isto é, se f ′ (z0) e g′ (z0)
existem, então

• (f + g)
′
(z0) = f ′ (z0) + g′ (z0).

• (fg)
′
(z0) = f ′ (z0) g (z0) + f (z0) g′ (z0).

•
(
f

g

)′
(z0) =

f ′ (z0) g (z0)− f (z0) g′ (z0)

[g (z0)]
2 , se g (z0) 6= 0.

2.4.4 AS CONDIÇÕES DE CAUCHY-RIEMANN

Para testar se uma função f(z) é analítica, Cauchy e Riemann criaram um teste simples
mas extremamente importante para testar a analiticidade de f(z). Para deduzir as condições de
Cauchy-Riemann, retorna-se à definição (2.11),

f ′ (z0) = lim
∆z→0

f (z0 + ∆z)− f (z0)

∆z
. (2.12)

Escrevendo f(z) = u (x, y) + iv (x, y), obtém-se

f ′ (z) = lim
∆x→0
∆y→0

u (x+ ∆x, y + ∆y)− u (x, y)

∆x+ i∆y
+ i lim

∆x→0
∆y→0

v (x+ ∆x, y + ∆y)− v (x, y)

∆x+ i∆y
.

Existe um número infinito de maneiras para ∆z tender a zero sobre o plano complexo. Consideram-
se duas possibilidades (ver figura 2.9): ao longo de x ou ao longo de y. Supondo-se que se tome
primeiro a rota ao longo de x, mantendo y constante, isto é, ∆y = 0. Neste caso,

f ′ (z) = lim
∆x→0

u (x+ ∆x, y)− u (x, y)

∆x
+ i lim

∆x→0

v (x+ ∆x, y)− v (x, y)

∆x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
.

Agora, toma-se a rota ao longo de y, mantendo x constante (∆x = 0). Neste caso,

f ′ (z) = lim
∆y→0

u (x, y + ∆y)− u (x, y)

i∆y
+ i lim

∆y→0

v (x, y + ∆y)− v (x, y)

i∆y
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y
.

Figura 2.9: Caminhos alternati-
vos para z0.

A condição necessária para que f(z) seja analítica é que o li-
mite deve resultar sempre no mesmo valor, independente do ca-
minho adotado sobre o plano complexo. Portanto, uma condição
necessária para que f(z) seja analítica é

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y
,

de onde resultam as condições de Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
e
∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (2.13)

Estas relações fornecem também duas expressões úteis para a
derivada de f(z):

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
. (2.14)

Podemos estabelecer então o seguinte teorema.
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Teorema 2.6 (Condição necessária). Se a derivada f ′(z) de um função f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
existe em um ponto z = x+iy, então as derivadas parciais de primeira ordem de u(x, y) e v(x, y) com
respeito a x e a y devem existir neste ponto e satisfazer as relações de Cauchy-Riemann (2.13).
Além disso, f ′(z) pode ser determinada pelas expressões (2.14).

Exemplo 2.6 (Condições de Cauchy-Riemann). Seja a função f(z) = z2 = x2 − y2 + i2xy. Neste
caso, u(x, y) = x2 − y2 e v(x, y) = 2xy. Para estas funções,

∂u

∂x
= 2x =

∂v

∂y
e
∂u

∂y
= −2y = −∂v

∂x
.

Portanto, as relações de Cauchy-Riemann são satisfeitas e f ′(z) pode ser obtida por (2.14),

f ′(z) = 2x+ i2y = 2z.

Exemplo 2.7 (Condições de Cauchy-Riemann). Seja agora a função f(z) = |z|2 = x2 + y2. Neste
caso, u(x, y) = x2 + y2 e v(x, y) = 0. Portanto, embora as derivadas parciais existam,

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 2y,

∂v

∂x
=
∂v

∂y
= 0,

estas não satisfazem as relações (2.13) e, portanto, a função f(z) não possui derivada.

As condições de Cauchy-Riemann fornecem uma condição necessária para que a função
seja diferenciável em algum ponto z = z0. Contudo, não há garantia até este momento de que
estas condições sejam suficientes para garantir a existência desta derivada. Um teorema mais
geral, apresentado a seguir, estabelece as condições necessária e suficiente para a existência da
derivada de f(z).

Teorema 2.7 (Condição necessária e suficiente). Dada a função f(z) = u (x, y) + iv (x, y), se
u (x, y) e v (x, y) são contínuas com derivadas parciais de primeira ordem e que satisfazem as
condições de Cauchy-Riemann (2.13) em todos os pontos em uma região R ⊆ C , então f(z) é
analítica em R.

Demonstração. Para provar este teorema, é necessário empregar o seguinte teorema do cálculo
de funções reais de 2 variáveis: se h (x, y), ∂h/∂x e ∂h/∂y são contínuas em uma região R em
torno do ponto (x0, y0), então existe uma função H (∆x,∆y) tal que H (∆x,∆y)→ 0 à medida que
(∆x,∆y)→ (0, 0) e

h (x0 + ∆x, y0 + ∆y)− h (x0, y0) =
∂h

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

∆x+
∂h

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

∆y +H (∆x,∆y)

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2
.

Retornando então à definição de derivada (2.12)

lim
∆z→0

f (z0 + ∆z)− f (z0)

∆z
,

sendo z0 qualquer ponto que pertence a R e ∆z = ∆x+ i∆y. Pode-se escrever então

f (z0 + ∆z)− f (z0) = [u (x0 + ∆x, y0 + ∆y)− u (x0, y0)] + i [v (x0 + ∆x, y0 + ∆y)− v (x0, y0)] ,

f (z0 + ∆z)− f (z0) =
∂u

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

∆x+
∂u

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

∆y +H (∆x,∆y)

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2

+ i

[
∂v

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

∆x+
∂v

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

∆y +G (∆x,∆y)

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2

]
,

onde H (∆x,∆y)→ 0 e G (∆x,∆y)→ 0 quando (∆x,∆y)→ (0, 0).
Empregando agora as condições de Cauchy-Riemann (2.13), obtém-se

f (z0 + ∆z)− f (z0) =

[
∂u

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

]
(∆x+ i∆y)
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+ [H (∆x,∆y) + iG (∆x,∆y)]

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2
,

portanto,

f (z0 + ∆z)− f (z0)

∆z
=
∂u

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

+ [H (∆x,∆y) + iG (∆x,∆y)]

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2

∆x+ i∆y
.

Assim, no limite (∆x,∆y)→ (0, 0),

lim
∆x→0
∆y→0

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2

∆x+ i∆y
;

∣∣∣∣∣∣ lim
∆x→0
∆y→0

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2

∆x+ i∆y

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Ou seja,

f ′ (z0) =
∂u

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

,

o que mostra que o limite e, portanto, f ′(z) existem em todos os pontos em R. As condições de
Cauchy-Riemann são, portanto necessárias e suficientes para garantir a existência de f ′(z) em
R.

2.4.5 FUNÇÕES ANALÍTICAS

Uma função f(z) é analítica em um ponto z0 se a sua derivada f ′(z) existe não somente em
z0 mas em todos os pontos z dentro de uma vizinhança de z0. As seguintes definições são feitas,
com respeito a funções analíticas:

• Uma função é dita analítica em um domínio R ⊆ C se ela é analítica em todos os pontos
z ∈ R. Uma função analítica também é denominada regular ou holomórfica.

• Se a função f(z) é analítica sobre todo o plano z complexo, ela é denominada inteira.

• Uma função f(z) é denominada singular em z = z0 se ela não é diferenciável neste ponto.
O ponto z0 é denominado ponto singular ou singularidade de f(z).

2.4.6 FUNÇÕES HARMÔNICAS

Se f(z) = u (x, y) + iv (x, y) é analítica em alguma região R do plano complexo, então em todos
os pontos desta região as condições de Cauchy-Riemann (2.13) são satisfeitas:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
e
∂u

∂y
= −∂v

∂x

e, portanto,
∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
e
∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
,

desde que as derivadas segundas existam. Igualando a ambas as expressões acima, obtém-se
que u (x, y) e v (x, y) satisfazem a Equação de Laplace:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (2.15a)

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0 (2.15b)

sobre toda a região R.
Toda a função que satisfaz as equações de Laplace (2.15) é denominada de função harmô-

nica. Como ambas as funções u e v satisfazem a (2.15), estas são denominadas funções harmô-
nicas conjugadas.
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2.4.7 PONTOS SINGULARES

Um ponto onde f(z) deixa de ser analítica é denominado ponto singular ou singularidade de
f(z). As condições de Cauchy-Riemann não são obedecidas em um ponto singular.

Existem várias tipos de pontos singulares distintos:

1. Pontos singulares isolados. O ponto z = z0 é denominado ponto singular isolado de f(z) se
for possível encontrar-se uma quantidade δ > 0 tal que o círculo |z − z0| = δ circunda apenas
o ponto singular z0. Se não for possível encontrar-se um δ > 0, o ponto z0 é denominado
ponto singular não isolado.

2. Polos. O ponto singular z = z0 é denominado polo de ordem n de f(z) se for possível
encontrar-se um número inteiro positivo n tal que

lim
z→z0

(z − z0)
n
f(z) = A 6= 0. (2.16)

Exemplos:

• f(z) = 1/ (z − 2) possui um polo simples ou de ordem 1 em z = 2.

• f(z) = 1/ (z − 2)
2 possui um polo duplo ou de ordem 2 em z = 2.

• f(z) = 1/ (z − 2)
3 possui um polo de ordem 3 em z = 2.

3. Ponto de ramificação. Uma função possui um ponto de ramificação em z = z0 se, após
circular-se em torno de z0, retornando ao ponto de partida sobre o plano z, a função não
retorna ao seu valor inicial sobre o plano w. Os pontos de ramificação são singularidades
das funções plurívocas. Por exemplo, a função f(z) =

√
z possui um ponto de ramificação

em z = 0.

4. Singularidades removíveis. O ponto singular z = z0 é denominado uma singularidade remo-
vível se limz→z0 f(z) existe. Por exemplo, a função f(z) = sen z/z possui um ponto singular
em z = 0, mas limz→0 sen z/z = 1. Neste caso, pode-se redefinir a função f(z) para esta esteja
definida em z0.

5. Singularidades essenciais. Uma função possui uma singularidade essencial em z0 se esta
não possui polos, em qualquer ordem, que sejam eliminados pela multiplicação por (z − z0)

n,
para qualquer valor finito de n. Por exemplo, a função f(z) = e1/(z−2) possui uma singulari-
dade essencial em z = 2.

6. Singularidades no infinito. Uma função f(z) possui uma singularidade em z → ∞ se esta
for do mesmo tipo que a singularidade de f (1/w), para w → 0. Por exemplo, f(z) = z2 possui
um polo de ordem 2 no infinito, uma vez que f (1/w) = 1/w2 possui um polo duplo em w = 0.

2.5 INTEGRAÇÃO NO PLANO COMPLEXO

Integração complexa é uma ferramenta muito importante na física-matemática. Por exemplo,
com frequência surgem integrais de funções reais que não podem ser calculadas pelos métodos
usuais de integração, mas que podem ser resolvidas estendendo-se a definição do integrando
para o conjunto dos números complexos e realizando-se a integração neste plano. Na análise
matemática, o método de integração complexa possibilita demonstrações de algumas proprieda-
des básicas de funções analíticas, as quais seriam muito difíceis de ser realizadas sem o recurso
da integração complexa.

O resultado mais importante na teoria da integração complexa é o teorema integral de Cau-
chy, a partir do qual as fórmulas integrais de Cauchy são derivadas. A outra propriedade de
fundamental importância para a física-matemática é o teorema dos resíduos, que possibilita o
cálculo de integrais que não poderiam ser realizadas de outra maneira. Estes resultados serão
abordados nas seções posteriores. Nesta seção, será introduzido o conceito de integral de ca-
minho sobre o plano complexo e apresentadas as propriedades matemáticas fundamentais das
integrais complexas.
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Figura 2.10: Caminho C ao longo do qual a integração complexa é realizada.

2.5.1 INTEGRAIS DE CAMINHO NO PLANO COMPLEXO

Uma integral de caminho, também denominada integral de linha, possui uma relação com a
derivada no plano complexo exatamente igual à que existe para funções reais. Se a função F (z)
é dada pela integral indefinida F (z) =

´
f(z) dz, então a derivada de F (z) é dada por F ′(z) = f(z).

Em outras palavras uma integral indefinida no plano complexo é a operação inversa da derivação
no mesmo plano.

Por outro lado, o plano complexo é definido a partir de duas variáveis independentes reais.
Neste caso, poder-se-ia pensar que uma integral (definida) no plano complexo seria equivalente
a uma integral de superfície de uma função real de duas variáveis. Contudo, na análise das
funções complexas, a função f(z) é integrada ao longo de um caminho no plano complexo. Para
tanto, pode-se parametrizar o caminho ao longo do plano z fazendo-se uso de um parâmetro real
t:

z(t) = x(t) + iy(t) para a 6 t 6 b,

o qual define um caminho sobre o plano complexo à medida que t varia de a a b. Diz-se que este
curva é suave se existe um vetor tangente à mesma ao longo de todos os pontos; isto implica
que dx/dt e dy/dt existem são contínuas e não são nulas simultaneamente para a 6 t 6 b.

Sendo C uma curva suave sobre o plano z complexo, como mostra a figura 2.10, assume-se
que a mesma possui um comprimento finito. Dada agora a função f(z), contínua sobre todos
os pontos ao longo de C, subdivide-se C em n partes por meio dos pontos {z0, z1, z2, . . . , zn},
arbitrariamente escolhidos, mas com z0 = a e zn = b. Para cada arco de C que conecta os pontos
zk−1 e zk (k = 1, 2, . . . , n), escolhe-se um ponto wk (zk−1 6 wk 6 zk) e forma-se a soma

Sn =

n∑
k=1

f (wk) ∆zk, onde ∆zk = zk − zk−1.

Fazendo-se agora com que o número de subdivisões n aumente indefinidamente, de tal forma
que o maior dos |∆zk| tenda a zero, a soma Sn aproxima-se de um limite. Se este limite existe e
possui o mesmo valor, independente das escolhas dos {zk} e dos {wk} ao longo de C, então este
limite é denominado a integral de caminho (ou de linha) de f(z) ao longo de C e é denotado
por:

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

|∆z|max→0

n∑
k=1

f (wk) ∆zk ≡
ˆ
C

f(z) dz =

ˆ b

a

f(z) dz. (2.17)

Quando o caminho é fechado, isto é, quando b = a (ou zn = z0), a integral de linha é denomi-
nada integral de contorno de f(z), a qual é denotada por

S =

˛
C

f(z) dz.

Teorema 2.8 (Teorema de existência). Se o caminho C é suave por partes e f(z) é contínua ao
longo de C, então

´
C
f(z) dz sempre existe.
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2.5.2 PROPRIEDADES MATEMÁTICAS DAS INTEGRAIS DE LINHA

A integral de linha de f(z) = u (x, y) + iv (x, y) ao longo de um caminho C pode sempre ser
expressa em termos de integrais reais de caminho comoˆ

C

f(z) dz =

ˆ
C

(u+ iv) (dx+ idy) =

ˆ
C

(u dx− v dy) + i

ˆ
C

(v dx+ u dy) ,

onde a curva C pode ser aberta ou fechada, mas o sentido de integração deve sempre ser espe-
cificado, por exemplo através do uso de um parâmetro t. Invertendo-se o sentido de variação de
t, inverte-se o sinal da integral.

Integrais complexas são, portanto, redutíveis a integrais reais de caminho e possuem as
seguintes propriedades:

(1)
ˆ
C

[f(z) + g(z)] dz =

ˆ
C

f(z) dz +

ˆ
C

g(z) dz.

(2)
ˆ
C

kf(z) dz = k

ˆ
C

f(z) dz, sendo k ∈ C uma constante.

(3)
ˆ b

a

f(z) dz = −
ˆ a

b

f(z) dz, sendo {a, b} ∈ C.

(4)
ˆ b

a

f(z) dz =

ˆ m

a

f(z) dz +

ˆ b

m

f(z) dz, sendo m ∈ C.

(5)
∣∣∣∣ˆ
C

f(z) dz

∣∣∣∣ 6ML, onde M = max |f(z)| ao longo de C e L é o comprimento de C.

(6)
∣∣∣∣ˆ
C

f(z) dz

∣∣∣∣ 6 ˆ
C

|f(z)| |dz|.

A propriedade (5), em particular, é bastante útil e será bastante utilizada, porque ao se trabalhar
com integrais de linha complexas, com frequência é necessário estabelecer-se limites nos seus
valores absolutos.

Demonstração. (Propriedade 5). Retornando à definição (2.17),
ˆ
C

f(z) dz = lim
n→∞

|∆z|max→0

n∑
k=1

f (wk) ∆zk.

Mas, ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f (wk) ∆zk

∣∣∣∣∣ 6
n∑
k=1

|f (wk)| |∆zk| 6M
n∑
k=1

|∆zk| 6ML,

onde se fez uso do fato de que |f(z)| 6 M para todos os pontos z ao longo de C e que
∑
|∆zk|

representa a soma de todas as cordas juntando os pontos zk−1 e zk ao longo de C e que esta soma
não pode ser maior que o comprimento L de C. Tomando-se agora o limite para n→∞ em ambos
os lados, resulta a propriedade (5). A propriedade (6) também segue desta demonstração.

Exemplo 2.8. Calcule a integral
´
C

(z∗)2
dz, sendo C a linha reta ligando os pontos z = 0 e

z = 1 + 2i.

Solução. Uma vez que
(z∗)2

= (x− iy)
2

= x2 − y2 − 2ixy,

resulta ˆ
C

(z∗)2
dz =

ˆ
C

[(
x2 − y2

)
dx+ 2xy dy

]
+ i

ˆ
C

[
−2xy dx+

(
x2 − y2

)
dy
]
.

Para parametrizar a curva C, pode-se escolher x(t) e y(t) dados por

x(t) = t, y(t) = 2t, para (0 6 t 6 1) ,

ou, simplesmente, pode-se escrever y = 2x. Portanto,
ˆ
C

(z∗)2
dz =

ˆ 1

0

5x2 dx+ i

ˆ 1

0

(
−10x2

)
dx =

5

3
− 10

3
i.
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(a) Curva simples. (b) Curva não
simples.

(c) Curva simples
fechada.

Figura 2.11: Exemplos de curvas simples ou não simples.

Exemplo 2.9. Calcule a integral de caminho

˛
dz

(z − z0)
n+1 ,

sendo C uma circunferência de raio r centrada em z0 e n é um número inteiro. Uma ilustração
deste contorno pode ser vista na figura 2.8 à esquerda.

Solução. Por conveniência, escolhe-se z−z0 = reiθ, onde θ é o parâmetro cuja variação (0 6 θ < 2π)
determina o contorno C. Então, dz = ireiθdθ e a integral fica:

˛
dz

(z − z0)
n+1 =

ˆ 2π

0

ireiθdθ

rn+1ei(n+1)θ
=

i

rn

ˆ 2π

0

e−inθdθ =
i

rn

ˆ 2π

0

(cosnθ − i sennθ) dθ =

{
2πi, n = 0

0, |n| > 1.

Este é um resultado importante, que será utilizado diversas vezes nas seções posteriores.

2.5.3 TIPOS DE CURVAS E DOMÍNIOS NO PLANO COMPLEXO

Nesta seção serão brevemente definidos os tipos de curvas e domínios no plano complexo que
serão considerados nas seções posteriores.

2.5.3.1 TIPOS DE CURVAS NO PLANO COMPLEXO

Uma curva C é dita simples (também denominada arco de Jordan) se esta não se intersec-
ciona em nenhum ponto, isto é, z (t1) 6= z (t2) se t1 6= t2, para a 6 t 6 b. A exceção z(b) = z(a) é
permitida para um contorno fechado, em cuja situação o contorno é dito contorno simples ou
curva simples fechada ou ainda curva ou contorno de Jordan. A figura 2.11 mostra exemplos
de curvas simples e de curvas não simples.

2.5.3.2 DOMÍNIOS SIMPLESMENTE OU MULTIPLAMENTE CONEXOS

Um domínio ou região simplesmente conexa D é uma região no plano complexo tal que
toda curva simples fechada Γ dentro de D delimita somente pontos que pertencem a D. Uma
outra definição: uma região D é dita simplesmente conexa se qualquer curva simples fechada Γ
contida dentro de D pode ser reduzida a um ponto de tal maneira que nenhum ponto contido
em Γ abandone D.

Uma região que não é simplesmente conexa é dita multiplamente conexa. De acordo com
as definições, deve então existir pelo menos uma curva simples fechada Γ contida em D que
cerca pontos que não pertencem a D. Ou, alternativamente, uma região multiplamente conexa
é aquela que não pode ser reduzida a um ponto sem que abandone (mesmo que momentanea-
mente) a região D. A figura 2.12 apresenta exemplos de regiões simplesmente e multiplamente
conexas.
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44 2.6. O teorema de Cauchy-Goursat

Figura 2.12: Exemplos de regiões: (a) simplesmente conexa e (b) e (c) multiplamente conexas.

2.5.3.3 CONVENÇÃO PARA O PERCURSO DE UM CONTORNO FECHADO

Considera-se uma região D do plano complexo, composta por pontos no interior e ao longo
de um contorno simples fechado Γ. O contorno é percorrido no sentido positivo se todos os
pontos de D se situarem à esquerda de um observador que se desloca ao longo de Γ. Este sentido
positivo consiste no percurso anti-horário indicado pelas setas nos contornos Γ, representados
nas figuras 2.12, e no percurso horário nos contornos interiores a Γ.

2.6 O TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

O teorema de Cauchy-Goursat é um dos mais importantes resultados da análise matemática
das funções complexas. Este teorema possui diversas consequências teóricas e práticas a res-
peito das propriedades analíticas das funções de variável complexa e serve de base para outros
teoremas importantes como o teorema dos resíduos.

Para se realizar uma das demonstrações existentes do teorema de Cauchy, faz-se uso do
teorema de Green, válido para integrais de linha e de superfície de funções de duas variáveis
reais.

2.6.1 O TEOREMA DE GREEN NO PLANO

Teorema 2.9. Sejam P (x, y) e Q (x, y) duas funções reais tais que suas derivadas são contínuas
sobre toda uma região R, delimitada por um contorno fechado simples C. Neste caso, as funções
P e Q satisfazem a seguinte identidade,

˛
R

[P (x, y) dx+Q (x, y) dy] =

¨
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy. (2.18)

Observação. A demonstração do teorema (2.18) baseia-se no teorema de Stokes e não será apre-
sentada aqui.

2.6.2 O TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

Serão apresentadas aqui duas versões do mencionado teorema, a primeira para um domínio
simplesmente conexo e a segunda para uma região multiplamente conexa. A demonstração
apresentada para a primeira versão foi obtida originalmente por Augustin-Louis Cauchy (1789
– 1857) no início do século XIX e supõe que as derivadas da função f(z) são contínuas sobre
o domínio D. Posteriormente, Édouard Jean-Baptiste Goursat (1858 – 1936) mostrou que a
condição de continuidade de f ′(z) não é necessária para a validade do teorema. Por esta razão,
o teorema leva o nome de ambos os matemáticos franceses.

Teorema 2.10 (Teorema de Cauchy-Goursat). Se uma função f(z) = u (x, y)+ iv (x, y) é analítica
em todos os pontos de um domínio simplesmente conexo D, então para todo contorno simples
fechado C no interior de D, ˛

C

f(z) dz = 0. (2.19)
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Demonstração. Escreve-se o lado direito de (2.19) da seguinte maneira:
˛
C

f(z) dz =

˛
C

(u+ iv) (dx+ idy) =

˛
C

(u dx− v dy) + i

˛
C

(v dx+ u dy) .

Aplicando-se o teorema de Green (2.18) a cada integral de contorno acima, obtém-se
˛
C

f(z) dz = −
¨
D

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
dxdy + i

¨
D

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy.

Como a função f(z) é suposta analítica, então as funções u (x, y) e v (x, y) satisfazem as condições
de Cauchy-Riemann (2.13). Portanto,

˛
C

f(z) dz = −
¨
D

(
∂v

∂x
− ∂v

∂x

)
dxdy + i

¨
D

(
∂u

∂x
− ∂u

∂x

)
dxdy = 0,

o que demonstra o teorema.

Quando o domínio D é multiplamente conexo, a seguinte versão do teorema de Cauchy-
Goursat se aplica.

Teorema 2.11 (Teorema de Cauchy-Goursat em regiões multiplamente conexas). Seja C
um contorno simples fechado e seja {Cj} (j = 1, . . . , n) um conjunto finito de contornos fechados
simples interiores a C, tais que não existam duas regiões Rj e Rj′ , interiores a Cj e Cj′ , que
compartilhem pontos no plano complexo em comum entre si. Seja R a região do plano complexo
que consiste em todos os pontos no interior e ao longo de C, exceto por aqueles pontos no interior
de cada contorno Cj . Finalmente, seja B o contorno completo que delimita R e que consiste no
contorno C mais os contornos Cj , sendo todos estes contornos percorridos no sentido que mantém
os pontos de R à direita de B. Se a função f(z) é analítica em R, então

˛
B

f(z) dz = 0. (2.20)

Demonstração. A situação descrita no teorema está ilustrada pela figura 2.13a. O contorno
mostrado na figura é composto por C, juntamente com os contornos C1, . . . , Cn e os segmentos
de reta L1

1, L
2
1, . . . , L

n
1 e Ln2 . Desta maneira a região R passa de multiplamente conexa a sim-

plesmente conexa. Aproximando-se agora os pares de segmentos de reta L1
1 e L1

2, L
2
1 e L2

2, . . . ,
Ln1 e Ln2 , de tal forma que a distância entre os mesmos se torne infinitesimalmente pequena, as
integrais de caminho de f(z) em cada par de segmentos se anulam mutuamente, isto é,

ˆ
L11

f(z) dz = −
ˆ
L12

f(z) dz,

ˆ
L21

f(z) dz = −
ˆ
L22

f(z) dz, · · ·
ˆ
Ln1

f(z) dz = −
ˆ
Ln2

f(z) dz,

de tal forma que o contorno restante é exatamente o contorno B descrito no teorema. Como a
região R é agora simplesmente conexa e a função f(z) é analítica em R, de (2.19) resulta

˛
B

f(z) dz = 0.

O teorema de Cauchy-Goursat (2.19) possui consequências importantes, algumas das quais
serão apresentadas nesta e nas seções posteriores.

Teorema 2.12 (Deformação do contorno de integração). Seja f(z) uma função analítica so-
bre uma região R delimitada pelo contorno simples fechado C e pelo conjunto de contornos {Cj}
(j = 1, . . . , n), interiores a C e que envolvem n buracos que podem conter singularidades isoladas
ou não isoladas. Então, ffi

C

f(z) dz =

n∑
j=1

ffi
Cj

f(z) dz, (2.21)

sendo que tanto a integral ao longo de C quanto as integrais nos contornos Cj são realizadas no
sentido anti-horário.2

2O que fica evidenciado pelo símbolo 	.
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Figura 2.13: Contorno B que transforma uma região multiplamente conexa em uma região simplesmente conexa.

Demonstração. Esta situação também está ilustrada na figura 2.13. Ao se considerar o contorno
B na figura 2.13a, o teorema de Cauchy (2.20) afirma que

˛
B

f(z) dz =

ˆ
C

+

n∑
j=1

(ˆ
−Cj

+

ˆ
Lj1

+

ˆ
−Lj2

) f(z) dz = 0,

onde ˆ
−Lj2

f(z) dz = −
ˆ
Lj2

f(z) dz =⇒

(ˆ
Lj1

+

ˆ
−Lj2

)
f(z) dz =

(ˆ
Lj1

−
ˆ
Lj2

)
f(z) dz.

Ao se reduzir a distância de cada par de segmentos de reta Lj1 e Lj2 assintoticamente a zero, as
integrais de linha percorrem o mesmo caminho sobre o plano complexo, resultando então que(ˆ

Lj1

−
ˆ
Lj2

)
f(z) dz

Lj2→L
j
1−−−−−→ 0.

Neste caso, os caminhos C, C1, . . . , Cn se tornam contornos fechados simples, resultando que
˛
C

f(z) dz +

n∑
j=1


−Cj

f(z) dz = 0,

onde se deve notar o símbolo �. Como os contornos Cj são percorridos no sentido horário, de
acordo com a figura (2.13)a, resulta que


−Cj

= −
ffi
Cj

,

onde na segunda integral o contorno é agora percorrido no sentido anti-horário, e a situação se
torna semelhante à ilustrada pela figura (2.13)b. Portanto,

ffi
C

f(z) dz −
n∑
j=1

ffi
Cj

f(z) dz = 0,

de onde resulta o teorema.

Nas situações em que a identidade (2.21) é válida, é comum afirmar-se que o contorno C foi
deformado nos contornos C1, C2, . . . , Cn.

Teorema 2.13 (Independência do caminho). Se a função f(z) é analítica em uma região sim-
plesmente conexa R, então dados dois pontos z0 e z quaisquer, contidos em R, a integral

ˆ z

z0

f(z) dz

independe do caminho ligando os pontos z0 e z, desde que este caminho esteja totalmente contido
em R.
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Figura 2.14: Independência nos caminhos C1 e C2.

Demonstração. A situação está ilustrada na figura 2.14. Sendo C1 e C2 dois caminhos quaisquer,
contidos em R e que ligam os pontos z0 e z, então, de acordo com o teorema de Cauchy (2.19),

ˆ
−C1

f(z) dz +

ˆ
c2

f(z) dz = 0, mas
ˆ
−C1

f(z) dz = −
ˆ
C1

f(z) dz.

Portanto ˆ
C1

f(z) dz =

ˆ
c2

f(z) dz,

o que demonstra o teorema.

Teorema 2.14 (Teorema de analiticidade). Seja f(z) uma função contínua em uma região
simplesmente conexa R e sejam z0 e z dois pontos contidos em R, os quais são conectados por um
caminho C, também contido em R. Então, se

´ z
z0
f (s) ds independe de C,

F (z) =

ˆ z

z0

f(s) ds é analítica em R e F ′(z) = f(z).

Demonstração. Sendo z + ∆z qualquer ponto contido em R e distinto de z, mas que esteja em
uma vizinhança de z. Então

F (z + ∆z)− F (z) =

ˆ z+∆z

z0

f(s) ds−
ˆ z

z0

f(s) ds.

Pela propriedade (4) da seção 2.5.2, resulta que

F (z + ∆z)− F (z) =

ˆ z+∆z

z

f(s) ds.

Dividindo ambos os lados por ∆z, pode-se escrever

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z) =

1

∆z

ˆ z+∆z

z

f(s) ds− f(z) =
1

∆z

ˆ z+∆z

z

[f(s)− f(z)] ds.

Como a função f(z) é contínua em R, então para um número positivo ε, deve existir um outro
número positivo δ tal que

|f(s)− f(z)| < ε

sempre que |s− z| < δ. Desta forma, se z + ∆z é próximo o suficiente de z de tal forma que
|∆z| < δ, então ∣∣∣∣∣

ˆ z+∆z

z

[f(s)− f(z)] ds

∣∣∣∣∣ < ε |∆z|

e, portanto, ∣∣∣∣F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ < 1

|∆z|
ε |∆z| = ε.
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No limite em que ∆z → 0, ε→ 0, resultando que

lim
∆z→0

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
≡ F ′(z) = f(z).

Portanto, a derivada de F (z) existe em todos os pontos z pertencentes a R. Como consequência,
F (z) é analítica em R e sua derivada é igual a f(z), demonstrando o teorema.

Teorema 2.15 (Teorema de Morera). Se uma função f(z) é contínua em uma região simples-
mente conexa R e

¸
C
f(z) dz = 0 para todo contorno simples fechado C no interior de R, então f(z)

é analítica em R.

Observação. O teorema de Morera é a recíproca do teorema de Cauchy.

Exemplo 2.10 (Cálculo de integrais no plano complexo).

Figura 2.15: Exemplo de cálculo de integrais sobre o
plano complexo.

Calcule
¸
C
dz/ (z − a), onde C é um con-

torno fechado simples qualquer, quando z = a
está (a) fora de C e (b) dentro de C.
Solução.

(a) Se z = a está fora de C, então f(z) =
1/ (z − a) é analítica em todos os pontos inter-
nos e ao longo de C. Portanto, pelo teorema
de Cauchy (2.20),

˛
C

dz

z − a
= 0.

(b) Se z = a está dentro de C e Γ é uma
circunferência de raio ε centrada em z = a, de
tal forma que Γ está totalmente contido em C
(figura 2.15), então pelo teorema (2.21),

˛
C

dz

z − a
=

˛
Γ

dz

z − a
.

Agora, o contorno Γ é dado por todos os pontos z tais |z − a| = ε. Pode-se descrever o contorno
na figura 2.15 através do parâmetro θ tal que

z − a = εeiθ, quando 0 6 θ 6 2π.

Então dz = iεeiθdθ e ˛
Γ

dz

z − a
=

ˆ 2π

0

iεeiθdθ

εeiθ
= i

ˆ 2π

0

dθ = 2πi.

2.7 FÓRMULAS INTEGRAIS DE CAUCHY

Uma das consequências mais importantes do teorema integral de Cauchy são as fórmulas
integrais que também levam o seu nome. Pode-se introduzir estas fórmulas através do seguinte
teorema.

Teorema 2.16 (Fórmula integral de Cauchy). Seja f(z) uma função analítica em uma região
simplesmente conexa R e z0 é um ponto qualquer no interior de R, a qual é delimitada pelo contorno
simples C, então

f (z0) =
1

2πi

˛
C

f(z)

z − z0
dz, (2.22)

sendo a integração em (2.22) realizada ao longo de C no sentido positivo (anti-horário).

Demonstração. Para provar o teorema (2.22), toma-se uma circunferência Γ, centrada em z0 e
com raio r, como ilustrado na figura 2.16. Então, de acordo com o teorema (2.21),

˛
C

f(z)

z − z0
dz =

˛
Γ

f(z)

z − z0
dz.
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Figura 2.16: Fórmula integral de Cauchy.

Agora, a circunferência Γ é descrita por |z − z0| = r, ou seja, usando o parâmetro θ, z − z0 = reiθ,
sendo (0 6 θ 6 2π) e dz = ireiθdθ. Então

˛
Γ

f(z)

z − z0
dz =

ˆ 2π

0

f
(
z0 + reiθ

)
reiθ

ireiθdθ = i

ˆ 2π

0

f
(
z0 + reiθ

)
dθ.

Tomando-se agora o limite r → 0 em ambos os lados e fazendo uso da continuidade de f(z),
resulta

˛
C

f(z)

z − z0
dz = lim

r→0
i

ˆ 2π

0

f
(
z0 + reiθ

)
dθ = i

ˆ 2π

0

lim
r→0

f
(
z0 + reiθ

)
dθ = i

ˆ 2π

0

f (z0) dθ = 2πif (z0) .

Ou seja,

f (z0) =
1

2πi

˛
C

f(z)

z − z0
dz.

Uma forma conveniente para a fórmula integral (2.22) é escrevê-la como

f(z) =
1

2πi

˛
C

f (z′)

z′ − z
dz′, (2.23)

para enfatizar o fato que z pode ser um ponto qualquer em C.

Exemplo 2.11. Calcule a integral
¸
C
ezdz/

(
z2 + 1

)
, sendo C a circunferência de raio unitário e

com centro em: (a) z = i e (b) z = −i.

Solução.
(a) Escrevendo-se a integral na forma

˛
C

(
ez

z + i

)
dz

z − i
,

percebe-se que f(z) = ez/ (z + i) é analítica dentro e sobre a circunferência de raio unitário
centrada em z0 = i. Portanto, pela fórmula integral de Cauchy (2.22), temos

˛
C

(
ez

z + i

)
dz

z − i
= 2πif (i) = 2πi

ei

2i
= πei = π (cos 1 + i sen 1) .

(b) Para a circunferência centrada em z0 = −i, define-se f(z) = ez/ (z − i), a qual é novamente
analítica dentro e sobre C. Então, usando novamente (2.22) resulta

˛
C

(
ez

z − i

)
dz

z + i
= 2πif (−i) = 2πi

e−i

−2i
= −πe−i = −π (cos 1− i sen 1) .

A fórmula integral de Cauchy pode ser generalizada para derivadas de ordem mais alta de
f (z). Isto é descrito pelo teorema a seguir.
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Teorema 2.17 (Fórmula integral de Cauchy para derivadas de ordens mais altas). Seja
f(z) uma função analítica em uma região simplesmente conexa R e z0 é um ponto qualquer no
interior de R, a qual é delimitada pelo contorno simples C, então

f (n) (z0) =
n!

2πi

˛
C

f(z)dz

(z − z0)
n+1 (2.24)

e as derivadas de f(z) em z0 existem em todas as ordens.

Demonstração. Uma prova simples, porém incompleta, do teorema (2.24) pode ser feita por inter-
médio da indução matemática. Derivando-se ambos os lados de (2.23) em relação a z, obtém-se

f ′(z) =
1!

2πi

˛
C

f (s)

(s− z)2 ds.

Derivando-se novamente,

f ′′(z) =
2!

2πi

˛
C

f (s)

(s− z)3 ds.

E assim sucessivamente, resultando, para a derivada de ordem n, na fórmula (2.24). A demons-
tração completa desta fórmula integral pode ser obtida na bibliografia citada.

A fórmula (2.24), obtida para uma região simplesmente conexa, pode ser estendida para o
caso onde o contorno simples C é substituído pelo contorno B da figura 2.13, composto por um
contorno exterior C e por um conjunto {Ci} de contornos interiores. Para tanto, basta assumir
que em (2.24) o ponto z0 pertence ao domínio definido por B e que f(z) é analítica neste domínio.
Desta forma, a fórmula integral de Cauchy pode ser estendida a regiões multiplamente conexas.

Exemplo 2.12. Calcule ˛
C

e2z

(z + 1)
4 dz,

sendo C um contorno simples que não passa por z = −1. Considere 2 casos: (a) C não envolve
z = −1 e (b) C envolve z = −1.

Solução.
(a) Neste caso, a função f(z) = e2z/ (z + 1)

4 é analítica dentro e sobre C. Portanto, pelo teorema
de Cauchy, ˛

C

e2z

(z + 1)
4 dz = 0.

(b) Chamando agora f(z) = e2z, esta função é analítica dentro e sobre C. Portanto, de acordo
com o teorema (2.24),

˛
C

e2zdz

(z + 1)
4 =

2πi

3!
f (3) (−1) . Como f (3) (−1) = 8e−2, resulta

˛
C

e2zdz

(z + 1)
4 =

8π

3
e−2i.

2.8 REPRESENTAÇÃO EM SÉRIES DE FUNÇÕES ANALÍ-
TICAS

Será apresentado agora um ponto muito importante: a representação em séries de funções
analíticas. Inicialmente será discutida a noção de convergência de uma série complexa. Grande
parte das definições e teoremas válidos para séries de termos reais podem ser aplicadas às séries
complexas com uma pequena ou nenhuma modificação.

2.8.1 SÉRIES COMPLEXAS

Nesta seção, serão consideradas séries complexas em geral, cujos termos são funções com-
plexas,

f1 (z) + f2 (z) + f3 (z) + · · ·+ fn (z) + · · · . (2.25)
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A soma dos n primeiros termos desta série,

Sn(z) = f1 (z) + f2 (z) + f3 (z) + · · ·+ fn (z) =

n∑
i=1

fi (z) ,

é denominada a n-ésima soma parcial da série (2.25). A soma dos termos restantes, partindo
do (n+ 1)-ésimo termo, é denominada de resto da série.

2.8.1.1 CONVERGÊNCIA DA SÉRIE

Associa-se agora à série (2.25) a sequência de suas somas parciais S1, S2, . . . , Sn. Se esta
sequência de somas parciais é convergente, então a série converge; se a sequência é divergente,
então a série também diverge. De uma maneira mais formal, a série (2.25) é dita convergente
à soma S(z) em uma região R do plano complexo se para qualquer ε > 0 existe um inteiro N ,
dependente de ε e do valor de z sob consideração, tal que

|Sn (z)− S (z)| < ε para todo n > N.

Neste caso, escreve-se

S (z) = lim
n→∞

Sn (z) ≡
∞∑
n=1

fn (z) . (2.26)

A diferença Sn (z) − S (z) é o resto Rn (z). Assim, a definição de convergência da série (2.25)
demanda que

lim
n→∞

|Rn (z)| = 0.

Teorema 2.18 (Teoremas de convergência). Os seguintes teoremas de convergência são váli-
dos:

1. Uma condição necessária, mas não suficiente, para que Sn (z) convirja no limite n→∞ é

lim
n→∞

fn (z) = 0.

2. A multiplicação de cada termo de uma série por uma constante não nula não afeta a
convergência, assim como a remoção ou adição de um número finito de termos.

3. Uma condição necessária e suficiente para que a série de termos complexos
∞∑
n=1

fn (z) = f1 (z) + f2 (z) + f3 (z) + · · ·+ fn (z) + · · ·

seja convergente é que as séries das respectivas partes reais e imaginárias dos termos fn (z)
sejam convergentes. Além disso, se

∞∑
n=1

Re fn e
∞∑
n=1

Im fn

convergem às respectivas funções R (z) e I (z), então a série complexa converge para S (z) =
R (z) + iI (z).

2.8.1.2 CONVERGÊNCIA ABSOLUTA

Se os valores absolutos dos termos em (2.25),
∞∑
n=1

|fn (z)| = |f1 (z)|+ |f2 (z)|+ |f3 (z)|+ · · ·+ |fn (z)|+ · · · ,

formam uma série convergente, então a série (2.25) é dita absolutamente convergente.
Se a série (2.25) converge, mas não é absolutamente convergente, então esta é dita condicio-

nalmente convergente. A partir da definição de convergência, pode-se demonstrar os teoremas
a seguir.

Teorema 2.19 (Teoremas de convergência absoluta). Os seguintes teoremas são válidos.

1. Se
∑∞
n=1 |fn (z)| converge, então

∑∞
n=1 fn (z) também converge (condição suficiente).

2. A soma, diferença ou o produto de séries absolutamente convergentes é convergente.
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2.8.1.3 CONVERGÊNCIA UNIFORME

Seja
Rn (z) = fn+1 (z) + fn+2 (z) + · · · = S (z)− Sn (z)

o resto da série S (z), dada por (2.26), sobre uma região R. A série S (z) é dita uniformemente
convergente em R se, dado um número real positivo ε, é possível encontrar um número inteiro
positivo N , tal que para todo z ∈ R,

|Rn (z)| = |S (z)− Sn (z)| < ε, para todo n > N.

2.8.2 TESTES DE CONVERGÊNCIA

Os testes de convergência determinam uma condição necessária e suficiente para a conver-
gência de uma determinada série. Há vários testes, dentre os quais os principais serão citados
abaixo sem as demonstrações, as quais podem ser obtidas na bibliografia recomendada.

2.8.2.1 TESTES DE CONVERGÊNCIA ABSOLUTA

Para testar a convergência absoluta de uma série, os seguintes testes existem:

Teste da comparação. Se
∑∞
n=1 gn (z) converge absolutamente em R e |fn (z)| 6 |gn (z)|, ∀z ∈ R,

então
∑∞
n=1 fn (z) também converge absolutamente.

Teste da razão. Dentre todos os testes de convergência, o mais útil é o teste da razão, o qual
se aplica a séries complexas, além de séries reais. Dada a série

∑∞
n=1 fn (z), esta converge

absolutamente na região R se

0 < |r (z)| = lim
n→∞

∣∣∣∣fn+1 (z)

fn (z)

∣∣∣∣ < 1 (2.27)

e diverge se |r (z)| > 1. Quando |r (z)| = 1, este teste não fornece informação conclusiva a
respeito da convergência da série.

Teste da raiz. Dada a série
∑∞
n=1 fn (z), esta converge absolutamente na região R se

0 < |r (z)| = lim
n→∞

∣∣∣ n√|fn (z)|
∣∣∣ < 1

e diverge se |r (z)| > 1. Quando |r (z)| = 1, este teste não fornece informação conclusiva a
respeito da convergência da série.

Exemplo 2.13 (Teste da razão). Mostre que a série complexa

S (z) =

∞∑
n=0

(
2−n + ie−n

)
converge.

Solução. Pode-se aplicar o teste da razão separadamente para as partes real e imaginária:

lim
n→∞

∣∣∣∣2−n−1

2n

∣∣∣∣ =
1

2
< 1 e lim

n→∞

∣∣∣∣e−n−1

en

∣∣∣∣ =
1

e
< 1.

Portanto, a série converge absolutamente.

2.8.2.2 TESTE DE CONVERGÊNCIA UNIFORME

O seguinte teste verifica a convergência uniforme de uma série.

Teste de Weierstrass. Se |fn (z)| 6Mn, sendo Mn independente de z em uma região R e
∑∞
n=1Mn

converge, então
∑∞
n=1 fn (z) converge uniformemente em R.
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2.8.3 SÉRIES DE POTÊNCIAS E SÉRIES DE TAYLOR

Séries de potências constituem-se em uma das mais importantes ferramentas da análise
matemática em geral e da teoria de funções complexas em particular. Isto porque séries de
potências com raios de convergência não nulos podem sempre representar funções analíticas.
Como exemplo, a série

S1 (z) =

∞∑
n=0

anz
n (2.28)

claramente define uma função analítica, desde que a série convirja.
Nesta seção, o interesse estará restrito às séries que apresentam convergência absoluta.

Neste caso, o teste da razão (2.27) demanda que

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1z
n+1

anzn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ |z| < 1 =⇒ 1

|z|
> lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ .
O resultado acima mostra que a série irá convergir absolutamente para todos os pontos z cujos
módulos satisfazem a condição |z| < R, sendo R o raio de convergência da série, definido por

1

R
= lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ . (2.29)

A série (2.28) está centrada na origem do plano complexo; assim, o raio de convergência R
em (2.29) define uma circunferência centrada na origem. De forma similar, a série

S2 (z) =

∞∑
n=0

an (z − z0)
n (2.30)

converge para todos os pontos z dentro da circunferência de raio R centrada em z0.
A série de potências mais importante na análise matemática é a série de Taylor. Na análise

complexa é possível realizar-se uma expansão de Taylor para toda e qualquer função analítica.
Esta propriedade é devida ao homônimo teorema de Taylor,3 exposto a seguir.

Teorema 2.20 (Teorema de Taylor). Seja f(z) uma função analítica sobre a região R, delimitada
pela circunferência C centrada em a e de raio R0. Se z é um ponto interior a C, então f(z) pode ser
desenvolvida em uma série de potênciascentrada em z = a,

f(z) = f(a) + f ′(a) (z − a) +
f ′′(a)

2!
(z − a)

2
+ · · ·+ f (n)(a)

n!
(z − a)

n
+ · · · =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)

n
, (2.31)

a qual converge para f(z) quando |z − z0| < R0. Esta série é denominada Série de Taylor.

Demonstração. Seja z qualquer ponto interior à circunferência C0. Portanto, se |z − a| = r, então
r < R0. Seja agora uma outra circunferência C1, centrada em a e de raio r1, tal que r < r1 < R0.
Uma vez que z está dentro de C1 e f(z) é analítica no interior e sobre C1, a fórmula integral de
Cauchy (2.23) é válida, a qual é escrita da seguinte maneira:

f(z) =
1

2πi

˛
C1

f (w) dw

w − z
=

1

2πi

˛
C1

f (w)

(w − a)

[
1

1− (z − a) / (w − a)

]
dw.

Nota-se que, na integral acima, como w está sempre ao longo do contorno C1 e z é um ponto
interior a C1, então ∣∣∣∣ z − aw − a

∣∣∣∣ < 1, ∀w.

Agora, a partir da fórmula de progressão geométrica

1 + q + q2 + · · ·+ qn =
1− qn+1

1− q
=

1

1− q
− qn+1

1− q
,

válida para q 6= 1, obtém-se

1

1− q
= 1 + q + q2 + · · ·+ qn +

qn+1

1− q
.

3Devido ao matemático inglês Brook Taylor (1685 – 1731).

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 04/2010 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



54 2.8. Representação em séries de funções analíticas

Identificando-se então q = (z − a) / (w − a), e inserindo a progressão geométrica resultante na
fórmula integral acima, resulta

f(z) =
1

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − a)
+

(z − a)

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − a)
2 +

(z − a)
2

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − a)
3

+ · · ·+ (z − a)
n

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − a)
n+1 +

(z − a)
n+1

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − a)
n+1

(w − z)
.

Contudo, nesta situação as fórmulas integrais de Cauchy (2.24) garantem que

1

2πi

˛
C1

f(w)dw

(w − a)
n+1 =

f (n) (a)

n!
;

portanto, pode-se escrever a expressão para f(z) como

f(z) = f(a) + f ′(a) (z − a) +
f ′′(a)

2!
(z − a)

2
+ · · ·+ f (n)(a)

n!
(z − a)

n
+Rn (z) ,

sendo

Rn (z) =
(z − a)

n+1

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − a)
n+1

(w − z)
o resto do desenvolvimento de f(z) na forma de um polinômio de grau n. Porém, uma vez que
|z − a| = r e |w − a| = r1 em C1, nota-se que

|w − z| = |(w − a)− (z − a)| > |w − a| − |z − a| = r1 − r > 0.

Em consequência, se M > 0 é o módulo do maior valor de f(z) ao longo de C1, pode-se estabelecer
um limite superior para |Rn (z)|, dado por

|Rn (z)| =

∣∣∣∣∣ (z − a)
n+1

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − a)
n+1

(w − z)

∣∣∣∣∣ 6 rn+1M

rn1 (r1 − r)
=

Mr

r1 − r

(
r

r1

)n
.

Portanto, como r/r1 < 1, se n→∞, o resto da série resultante tenderá a zero,

lim
n→∞

Rn (z) = 0,

e a série converge uniformemente para f(z), o que demonstra o teorema de Taylor.

No caso particular onde a = 0, a série de Taylor (2.31) para f(z) é denominada série de
Maclaurin.4

Com as fórmulas integrais de Cauchy (2.24) e a série de Taylor (2.31), ficam estabelecidas
duas propriedades fundamentais das funções analíticas:

1. Elas possuem derivadas de todas as ordens.

2. Elas sempre podem ser representadas por uma série de Taylor.

O mesmo não pode ser dito sobre as funções reais; existem funções reais que possuem derivadas
de todas as ordens, mas que não podem ser representadas por uma série de Taylor.

As principais propriedades de séries de potências podem ser resumidas nos seguintes teore-
mas.

Teorema 2.21. Os seguintes teoremas sobre séries de potências são válidos:

1. Uma série de potências converge uniformemente e absolutamente em qualquer região inte-
rior ao seu raio de convergência.

2. Uma série de potências pode ser diferenciada termo a termo em qualquer ponto interno ao
seu raio de convergência.

3. Uma série de potências pode ser integrada termo a termo ao longo de qualquer curva C,
desde que C esteja contida dentro do seu círculo de convergência.

4. Uma série de potências representa uma função analítica em cada ponto de seu círculo de
convergência.

4Colin Maclaurin (1698 – 1746), matemático escocês.
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2.8.4 SÉRIES DE TAYLOR DE FUNÇÕES ELEMENTARES

Séries de Taylor de funções analíticas são similares às series de funções reais. Em geral,
basta trocar a variável independente real pela variável complexa z para que as séries reais sejam
continuadas5 para o plano complexo. A lista a seguir mostra as séries de Taylor de algumas
funções elementares; no caso de funções plurívocas, a série apresentada representa o ramo
principal.

1

1 + z
=

∞∑
n=0

(−1)
n
zn = 1− z + z2 − · · · , |z| < 1 (2.32a)

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+ · · · , |z| <∞ (2.32b)

sen z =

∞∑
n=0

(−1)
n
z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3

3!
+
z5

5!
− · · · , |z| <∞ (2.32c)

cos z =

∞∑
n=0

(−1)
n
z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+
z4

4!
− · · · , |z| <∞ (2.32d)

senh z =

∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
= z +

z3

3!
+
z5

5!
+ · · · , |z| <∞ (2.32e)

cosh z =

∞∑
n=0

z2n

(2n)!
= 1 +

z2

2!
+
z4

4!
+ · · · , |z| <∞ (2.32f)

ln (1 + z) =

∞∑
n=0

(−1)
n+1

zn

n
= z − z2

2
+
z3

3
− · · · , |z| < 1. (2.32g)

2.8.5 SÉRIES DE LAURENT

Em muitas aplicações, é comum deparar-se com funções que não são analíticas sobre todo
o plano complexo.6 Tipicamente, estas funções não são analíticas em um ou vários pontos ou
até em uma região do plano. Por consequência, séries de Taylor não podem ser empregadas
nas vizinhanças destes pontos. Contudo, em muitos casos, uma representação em série con-
tendo potências tanto positivas quanto negativas pode ainda ser obtida, a qual é válida nesta
vizinhança. Esta série é denominada série de Laurent e é válida para aquelas funções que são
analiticas dentro e sobre um anel caracterizado pelos raios R1 e R2 (R1 < R2); isto é, a função é
analítica nos pontos

R1 6 |z − z0| 6 R2,

sendo z = a um dos pontos singulares da função. Esta situação está representada na figura
2.17a. A série de Laurent foi obtida pela primeira vez pelo matemático francês Pierre Alphonse
Laurent (1813 – 1854).

Teorema 2.22 (Série de Laurent). Seja f(z) uma função analítica ao longo dos contornos cir-
culares concêntricos C1 e C2, de raios R1 e R2 (R1 < R2), respectivamente, ambos centrados em
z = z0, bem como na região anelar delimitada por C1 e C2. Então em cada ponto z nesta região, a
função f(z) pode ser representada pela série

f(z) =

∞∑
n=0

an (z − z0)
n

+

∞∑
n=1

bn
(z − z0)

n , (2.33a)

onde

an =
1

2πi

˛
C2

f (z) dz

(z − z0)
n+1 (2.33b)

bn =
1

2πi

˛
C1

f (z)

(z − z0)
−n+1 dz, (2.33c)

5Ver seção 2.10.
6Isto é, não são inteiras.
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Figura 2.17: (a) Anel R1 6 |z − z0| 6 R2 que representa a região de analiticidade da função. (b) Contornos de
integração interior (C1) e exterior (C2), utilizados para a derivação da série de Laurent.

sendo cada contorno de integração realizado no sentido anti-horário.

Demonstração. Realiza-se a integração ao longo do contorno mostrado na figura 2.17b. Como
f(z) é analítica ao longo e no interior do contorno e z é um ponto que pertence a esta região, a
fórmula integral de Cauchy (2.22) pode ser utilizada, resultando em

f(z) =
1

2πi

˛
C2

f (w) dw

w − z
− 1

2πi

˛
C1

f (w) dw

w − z
.

Na primeira integral, escreve-se

1

w − z
=

1

w − z0

1

1− (z−z0)
(w−z0)

=
1

w − z0

∞∑
j=0

(
z − z0

w − z0

)j
,

sendo que a última identidade é válida porque |z − z0| < |w − z0| = R2, para todo w ao longo de
C2. Já na segunda integral, escreve-se

− 1

w − z
=

1

z − z0 − (w − z0)
=

1

z − z0

1

1− (w−z0)
(z−z0)

=
1

z − z0

∞∑
j=0

(
w − z0

z − z0

)j
,

sendo que agora a última identidade é válida porque |w − z0| = R1 < |z − z0|. Então, pode-se
escrever f(z) como

f(z) =

∞∑
j=0

[
1

2πi

˛
C2

f (w) dw

(w − z0)
j+1

]
(z − z0)

j
+

∞∑
j=0

[
1

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − z0)
−j

]
1

(z − z0)
j+1

=

∞∑
j=0

[
1

2πi

˛
C2

f (w) dw

(w − z0)
j+1

]
(z − z0)

j
+

∞∑
j=1

[
1

2πi

˛
C1

f (w) dw

(w − z0)
−j+1

]
1

(z − z0)
j
,

de onde resulta (2.33).

Em (2.33a,b), a série com os coeficientes {an} é denominada a parte analítica, ao passo
que em (2.33a,c) a série com os coeficientes {bn} é denominada a parte principal da série de
Laurent. Se a parte principal for nula, a série de Laurent se reduz à série de Taylor (2.31).

Uma vez que as funções f(z)/ (z − z0)
n+1 e f(z)/ (z − z0)

−n+1 são analíticas sobre toda a região
R na figura 2.17b, qualquer contorno simples fechado C contido dentro deste anel pode ser
usado como caminho de integração, desde que percorrido no sentido positivo, no lugar dos
contornos circulares C1 e C2. Assim, a série de Laurent (2.33) pode ser generalizada como

f (z) =

∞∑
n→−∞

cn (z − z0)
n
, (R1 < |z − z0| < R2) , (2.34a)
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sendo

cn =
1

2πi

˛
C

f (z) dz

(z − z0)
n+1 , (n = 0,±1,±2, . . . ) . (2.34b)

2.8.6 TEOREMAS DE EXISTÊNCIA E UNICIDADE

A seguir serão apresentados, sem demonstração, dois teoremas de existência e unicidade
das séries de Laurent. Demonstrações destes teoremas podem ser encontradas na bibliografia
citada.

Teorema 2.23 (Teorema de existência). A série de Laurent (2.34a,b) de uma função f(z), ana-
lítica na região anelar R1 6 |z − z0| 6 R2, converge uniformemente para f(z) para ρ1 6 |z − z0| 6 ρ2,
sendo R1 < ρ1 e R2 > ρ2.

Teorema 2.24 (Teorema de unicidade). Dada uma função analítica f(z), se esta pode ser re-
presentada pela série uniformemente convergente

f(z) =

∞∑
n→−∞

bn (z − z0)
n

na região anelar R1 6 |z − z0| 6 R2, então bn = cn, para n = 0,±1,±2, . . . , sendo o coeficiente cn
dado por (2.34b).

2.8.7 ALGUMAS TÉCNICAS DE CONSTRUÇÃO DE SÉRIES DE TAY-
LOR E LAURENT

Nos exemplos a seguir, serão ilustradas algumas das técnicas mais comuns para a construção
das séries de Taylor e Laurent. Em muitas situações, não ocorre a necessidade de se calcular
explicitamente os coeficientes {cn} da série, pois o teorema de unicidade acima garante que
qualquer série que represente uma função f(z) é, de fato, a única série de Laurent para a
mesma. Usualmente, para se obter a série de Laurent de uma dada função f(z), basta fazer uso
de expansões de Taylor de funções conhecidas e realizar substituições de forma apropriada.

Exemplo 2.14 (Uso de séries geométricas). Seja

f(z) =
1

z − a
.

Sabendo-se que

1 + z + z2 + z3 + · · · =
∞∑
n=0

zn =
1

1− z
, (|z| < 1) ,

pode-se escrever, para |z| < |a|:

f(z) =
1

z − a
= −1

a

1

1− z/a
= −1

a

∞∑
n=0

(z
a

)n
, (|z| < |a|) .

Esta é a série de Taylor de f(z) em torno de z = 0. Seu raio de convergência é R = |a|, porque a
uma distância R da origem existe o ponto z = a, onde f(z) não é analítica. Este é o único ponto
onde f(z) não é analítica.

Portanto, f(z) deve possuir uma série de Laurent em torno de z = 0 válida para |z| > |a|.
Escrevendo-se

f(z) =
1

z − a
=

1

z

1

1− a/z
,

se |z| > |a|, |a/z| < 1 e é possível desenvolver:

1

1− a/z
=

∞∑
n=0

(a
z

)n
.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 04/2010 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



58 2.8. Representação em séries de funções analíticas

Portanto,

f(z) =
1

z − a
=

1

z

∞∑
n=0

(a
z

)n
=

∞∑
n=0

an

zn+1
, (|z| > |a|) .

Esta é a série de Laurent desejada.
A função f(z) pode ser espandida por este método em torno de qualquer ponto z = b:

f(z) =
1

z − a
=

1

(z − b)− (a− b)
w=z−b−−−−−→ 1

w − (a− b)
, (b 6= a) .

Então,

f(z) = − 1

a− b

∞∑
n=0

wn

(a− b)n
= − 1

a− b

∞∑
n=0

(z − b)n

(a− b)n
, (|z − b| < |a− b|)

ou

f(z) =

∞∑
n=0

(a− b)n

(z − b)n+1 , (|z − b| > |a− b|) .

Exemplo 2.15 (Decomposição em frações racionais). Seja

f(z) =
1

z2 − (2 + i) z + 2i
.

Esta função não é analítica nos pontos z = i e z = 2; portanto, ela deve possuir uma série de
Taylor em torno de z = 0, válida para |z| < 1 e duas séries de Laurent em torno de z = 0, válidas
para 1 < |z| < 2 e |z| > 2, respectivamente. Para se obter estas três séries, usa-se a identidade:

f(z) =
1

z2 − (2 + i) z + 2i
=

1

(z − i) (z − 2)
=

1

2− i

(
1

z − 2
− 1

z − i

)
.

Para |z| < 1. Neste caso, pode-se usar diretamente a série geométrica:

1

z − 2
=−1

2

1

1− z/2
= −1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n
, (|z| < 2)

1

z − i
= i

1

1 + iz
= i

∞∑
n=0

(−iz)n , (|z| < 1) .

Subtraindo as séries, pode-se colocar em evidência fatores proporcionais à mesma potência
de z,

1

z − 2
− 1

z − i
= −1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n
− i

∞∑
n=0

(−iz)n = −
∞∑
n=0

[
1

2n+1
+ (−1)

n
in+1

]
zn,

de onde se obtém a série de Taylor de f(z), válida para |z| < 1.

Para 1 < |z| < 2. Neste caso, escreve-se:

1

z − 2
=−1

2

1

1− z/2
= −1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n
, (|z| < 2)

1

z − i
=

1

z

1

1− i/z
=

1

z

∞∑
n=0

(
i

z

)n
, (|z| > 1) .

Subtraindo-se ambas as séries, obtém-se a série de Laurent para 1 < |z| < 2.

Para |z| > 2. Neste caso, escreve-se:

1

z − 2
=

1

z

1

1− 2/z
=

1

z

∞∑
n=0

(
2

z

)n
, (|z| > 2)

1

z − i
=

1

z

1

1− i/z
=

1

z

∞∑
n=0

(
i

z

)n
, (|z| > 1) .

Subtraindo-se ambas as séries, obtém-se a série de Laurent para |z| > 2, a qual é composta
somente pela parte principal.
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Exemplo 2.16 (Uso de séries de Taylor conhecidas). Fazendo-se uso das séries de Taylor
para as funções ez e sen z, expressões (2.32b) e (2.32c), respectivamente, as seguintes séries de
Laurent podem ser obtidas:

sen
(
z2
)

z4
=

1

z2
+

∞∑
n=1

(−1)
n
z4n−2

(2n+ 1)!
=

1

z2
− z2

3!
+
z6

5!
− z10

7!
+ · · · , |z| > 0

ez

z2
=

1

z2
+

1

z
+

∞∑
n=2

zn−2

n!
=

1

z2
+

1

z
+

1

2!
+
z

3!
+
z2

4!
+ · · · , |z| > 0

e1/z =1 +

∞∑
n=1

1

n!zn
= 1 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ · · · , |z| > 0.

Exemplo 2.17 (Obtenção da série de Laurent por diferenciação). Seja, por exemplo,

f(z) =
1

(z − 1)
2 .

Para esta função, não se pode aplicar diretamente a expressão para a série geométrica. Contudo,
sabendo-se que para z 6= 0

1

(z − 1)
2 =

d

dz

(
1

1− z

)
,

agora pode-se usar a série geométrica, resultando

f(z) =
1

(z − 1)
2 =

d

dz

(
1

1− z

)
=

d

dz

∞∑
n=0

zn.

Esta série pode ser diferenciada termo a termo dentro de seu círculo de convergência (|z| < 1),
de onde se obtém:

f(z) =
1

(z − 1)
2 =

∞∑
n=0

(n+ 1) zn = 1 + 2z + 3z2 + 4z3 + · · · .

Exemplo 2.18 (Obtenção da série de Laurent por integração). Seja, por exemplo,

f(z) = ln (1 + z) = ln |1 + z|+ i arg (1 + z) ,

onde se assume que o plano z fica restrido ao ramo principal da função logarítmica.

Sabendo-se que
d

dz
ln (1 + z) =

1

1 + z
, então ln (1 + z) =

ˆ z

0

dw

1 + w
,

pode-se desenvolver

1

1 + z
= 1− z + z2 − z3 + z4 + · · · =

∞∑
n=0

(−1)
n
zn, (|z| < 1) ,

e integrar termo a termo:

ln (1 + z) =

ˆ z

0

dw

1 + w
=

∞∑
n=0

(−1)
n
ˆ z

0

wndw =

∞∑
n=0

(−1)
n
zn+1

n+ 1
= z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ · · · .

2.8.8 SÉRIES DE LAURENT DE FUNÇÕES ELEMENTARES

Sem demonstração, apresenta-se a seguir algumas séries de Laurent de funções elementares
desenvolvidas em torno de z0 = 0:

cotan z =
1

z
− z

3
− z3

45
− 2z5

945
− · · · − (−1)

n−1
22nB2n

(2n)!
z2n−1 − · · · (|z| < π) (2.35a)

cotanh z =
1

z
+
z

3
− z3

45
+

2z5

945
− · · ·+ 22nB2n

(2n)!
z2n−1 + · · · (|z| < π) (2.35b)
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cosec z =
1

z
+
z

6
+

7z3

360
+

31z5

15120
+ · · ·+

(−1)
n−1

2
(
22n−1 − 1

)
B2n

(2n)!
z2n−1 + · · · (|z| < π) (2.35c)

cosech z =
1

z
− z

6
+

7z3

360
− 31z5

15120
+ · · · −

2
(
22n−1 − 1

)
B2n

(2n)!
z2n−1 + · · · (|z| < π) , (2.35d)

sendo {Bn} os números de Bernoulli, dados por

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, B2n−1 = 0, Bn = −n!

n−1∑
k=0

Bk
k! (n+ 1− k)!

(n > 2) .

2.8.9 CLASSIFICAÇÃO DE SINGULARIDADES

Na seção 2.8.7 observou-se que sempre que a função f(z) possui alguma singularidade em
um dado ponto z0, a sua série de Laurent desenvolvida em torno deste ponto possui uma parte
principal não nula, a qual pode conter um número finito ou infinito de termos. O número de
termos contidos na parte principal serve como um critério adicional, alternativo aos critérios
definidos na seção 2.4.7, de classificação do tipo de singularidade que f(z) possui em z0.

2.8.9.1 POLOS

Se a série de Laurent da função f(z) possuir um número finito de termos na sua parte
principal, então esta singularidade é um polo, cuja ordem é dada pela potência mais alta na
parte principal.

Exemplo 2.19 (Polos). A função

f(z) =
e2z

(z − 1)
3 =

e2

(z − 1)
3 +

2e2

(z − 1)
2 +

2e2

z − 1
+

4

3
e2 +

2

3
e2 (z − 1) + · · · (2.36)

possui um polo de ordem 3 em z = 1.

2.8.9.2 SINGULARIDADES ESSENCIAIS

Se a série de Laurent da função f(z) possuir um número infinito de termos na sua parte
principal, então a função possui uma singularidade essencial.

Exemplo 2.20 (Singularidades essenciais). A função

f(z) = e1/z = 1 +
1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ · · ·

possui uma singularidade essencial em z = 0.

2.8.9.3 SINGULARIDADES REMOVÍVEIS

Neste caso, a série de Laurent de f(z) possui apenas parte analítica.

Exemplo 2.21 (Singularidades removíveis). A função

f(z) =
sen z

z
= 1− z2

3!
+
z4

5!
− z6

7!
+ · · ·

possui uma singularidade removível em z = 0.

2.9 INTEGRAÇÃO NO PLANO COMPLEXO PELO MÉTODO

DOS RESÍDUOS

Nesta seção, o teorema de Cauchy será estendido a casos onde o integrando não é analítico;
por exemplo, se o integrando possui pontos singulares isolados. Cada singularidade isolada
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contribui com um termo ao resultado da integral, sendo este termo proporcional ao resíduo
da singularidade. Esta propriedade, discutida pelo teorema dos resíduos, é muito útil para o
cálculo de integrais definidas, não somente no plano complexo, mas também puramente reais.
Em muitas situações, o teorema dos resíduos consiste no único método conhecido de solução da
integral. O mesmo teorema também é útil na solução de certas equações diferenciais ordinárias
ou parciais.

2.9.1 RESÍDUOS

Seja f(z) unívoca e analítica no interior e sobre um contorno fechado simples C, exceto em
um ponto z = z0, o qual por hipótese é interno a C. Se o ponto z0 é uma singularidade isolada
de f(z), então existe, de acordo com o teorema 2.22, um número real R1 > 0 tal que para
0 < |z − z0| < R1 a função f(z) pode ser desenvolvida em termos de uma série de Laurent (2.34),

f(z) =

∞∑
n=0

cn (z − z0)
n

+
c−1

z − z0
+

c−2

(z − z0)
2 + · · · , (2.37)

onde

cn =
1

2πi

˛
C

f(z)dz

(z − z0)
n+1 .

Em particular, para n = −1 obtém-se que

c−1 =
1

2πi

˛
C

f(z)dz. (2.38)

O número complexo c−1, o qual é o coeficiente de 1/ (z − z0) na expansão (2.37), é denominado o
resíduo de f(z) no ponto singular isolado z0.

Este resultado também pode ser obtido de uma maneira mais formal integrando-se (2.37) em
ambos os lados ao longo de C:

˛
C

dz f(z) =

∞∑
n=0

cn

˛
C

dz (z − z0)
n

+

˛
C

dz
c−1

z − z0
+

˛
C

dz
c−2

(z − z0)
2 + · · · .

De acordo com o teorema de Cauchy (teorema (2.10)) ou com o exemplo (2.9),˛
C

dz

(z − z0)
n+1 = 2πiδn0,

resultando em ˛
C

dz f(z) = 2πic−1,

de onde resulta o resíduo (2.38).
É comum usar-se também a notação

Res f (z0) ≡ 1

2πi

˛
C

f(z)dz = c−1.

A fórmula (2.38) consiste em um método poderoso para calcular certas integrais ao longo de
contornos simples fechados. Para tanto, basta conhecer o valor do coeficiente c−1 da série de
Laurent associada à função que está sendo integrada.

Exemplo 2.22. Calcule a integral˛
C

e−zdz

(z − 1)
2 , sendo Cdefinido por |z| = 2.

Solução. O único ponto singular do integrando é z = 1, um polo simples interior à circunferência
|z| = 2. Desenvolvendo e−z em uma série de Taylor em torno do ponto z = 1, resulta a série de
Laurent

e−z

(z − 1)
2 =

e−1

(z − 1)
2 −

e−1

z − 1
+ e−1

∞∑
n=2

(−1)
n

n!
(z − 1)

n−2
, (|z − 1| > 0) ,

cujo resíduo em z = 1 é c−1 = −e−1. Portanto,˛
C

e−zdz

(z − 1)
2 = −2πi

e
.
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Exemplo 2.23. Calcule a integral ˛
C

exp

(
1

z2

)
dz

ao longo do mesmo contorno do exemplo anterior.

Solução. O ponto singular do integrando agora é z = 0, a qual é uma singularidade essencial.
Empregando a série de MacLaurin para ez, pode-se escrever

exp

(
1

z2

)
=

∞∑
n=0

1

n!z2n
= 1 +

1

z2
+

1

2!z4
+ · · · , (|z| > 0) .

Portanto, o resíduo em z = 0 é c−1 = 0 e, assim,
˛
C

exp

(
1

z2

)
dz = 0.

Observação. Se f(z) for uma função analítica em z = z0, o resíduo Res f(z) = c−1 é, obviamente
zero. Contudo, se z0 for um ponto singular isolado, o resíduo neste ponto pode ou não ser nulo.

2.9.2 TEOREMA DOS RESÍDUOS

Se uma função f(z) possui um número finito de pontos singulares no interior de algum
contorno simples fechado C, a integral de f(z) ao longo deste contorno será dada pela soma dos
respectivos resíduos da função. Este resultado é garantido pelo teorema dos resíduos de Cauchy,
descrito a seguir.

Teorema 2.25 (Teorema dos resíduos). Seja f(z) uma função analítica no interior e ao longo
de um contorno simples fechado C, exceto em um número finito de pontos singulares isolados
z1, . . . , zn localizados no interior de C. Se bj = Res f (zj) (j = 1, . . . , n) são os respectivos resíduos
de f(z) nestes pontos singulares, então

˛
C

f(z)dz = 2πi

n∑
j=1

bj = 2πi (b1 + b2 + · · ·+ bn) . (2.39)

Demonstração. Considera-se o contorno exterior C representado na figura 2.18. Deformando-
se este contorno com os segmentos de reta e as circunferências {Cj} ilustradas na figura, o
contorno B = C +

∑
j (−Cj) passa a ser simplesmente conexo. Então, de acordo com o teorema

de deformação do contorno (teorema 2.12), resulta

˛
C

f(z)dz =

n∑
j=1

˛
Cj

f(z)dz.

Como f(z) possui uma expansão de Laurent (2.37) em torno de cada ponto singular zj, resulta
a expressão (2.39).

2.9.3 CÁLCULO DE RESÍDUOS

Alguns métodos básicos de obtenção dos resíduos de uma função f(z) serão agora discutidos.

2.9.3.1 PRIMEIRO MÉTODO: DIRETO DA DEFINIÇÃO

Calcula-se o resíduo de f(z) no ponto z0 direto da definição (2.38),

Res f (z0) =
1

2πi

˛
C

f(z)dz,

sendo C o contorno que envolve somente o ponto singular z0. Este método é pouco utilizado, mas
pode ser útil se f(z) tem a primitiva (F ′(z) = f(z)) conhecida e possui um ponto de ramificação
em z = z0.
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Figura 2.18: Contorno C utilizado na demonstração do teorema dos resíduos. Os pontos {zj} (j = 1, . . . , n) são
pontos singulares do integrando.

Exemplo 2.24. Calcule resíduo de f(z) = 1/z em z = 0.
Solução. Esta função possui a primitiva conhecida, F (z) = ln z, sendo que o ponto z = 0 é
um ponto de ramificação, com a linha de ramificação ao longo do eixo real positivo. No ramo
principal, F (z) = ln r+ iθ, onde z = reiθ. Para evitar a linha de ramificação, o contorno C deve ser
inicialmente desconexo (aberto), sendo o mesmo fechado por um processo de limite, conforme
mostra a figura 2.19. Assim,

Res f (z0 = 0) =
1

2πi
lim
B→A

ˆ B

A

dz

z
=

1

2πi
lim
B→A

(lnB − lnA) =
1

2πi
lim
ε→0

i (2π − ε) = 1.

2.9.3.2 SEGUNDO MÉTODO: POLOS DE ORDEM m EM z = z0

Figura 2.19: Contorno de integração para o
exemplo 2.24.

Se f(z) é analítica no interior e ao longo de um con-
torno fechado simples C, exceto por um polo de ordem
m em z = z0, então

Res f (z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

m
f(z)] .

Demonstração. Se f(z) possui um polo de ordem m em
z = z0, então da definição de polo (2.16) e pela propri-
edade das séries de Laurent (2.36), segue ser possível
escrever f(z) = g(z)/ (z − z0)

m, sendo g(z) uma função
analítica em R. Então

Res f (z0) =
1

2πi

˛
C

f(z)dz =
1

2πi

˛
C

g(z)

(z − z0)
m dz.

Pela fórmula integral de Cauchy (2.24), resulta

Res f (z0) =
1

(m− 1)!
g(m−1) (z0) =

1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

m
f(z)] .

Exemplo 2.25. Calcule os resíduos de:
(a) f(z) =

z

(z − 1) (z + 1)
2 .

Solução. Os polos são: z = 1 (polo simples) e z = −1 (polo duplo). Então,

Res f(1) = lim
z→1

(z − 1)
z

(z − 1) (z + 1)
2 =

1

4
,

Res f(−1) = lim
z→−1

d

dz

[
(z + 1)

2 z

(z − 1) (z + 1)
2

]
= −1

4
.
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64 2.9. Integração no plano complexo pelo método dos resíduos

(b) f(z) =
tan z

z2
.

Solução. Há somente um polo simples em z = 0, pois

lim
z→0

z
tan z

z2
= lim
z→0

sen z

z
lim
z→0

1

cos z
= 1.

Portanto, Res f(0) = 1.
(c) f(z) = cot z.
Solução. Os polos são z = nπ, os quais são de primeira ordem. Então,

Res f (nπ) = lim
z→nπ

(z − nπ) cot z = lim
z→nπ

cos z lim
z→nπ

z − nπ
sen z

= (−1)
n

(−1)
n

= 1.

2.9.3.3 TERCEIRO MÉTODO: RESÍDUO DE UMA FUNÇÃO RACIONAL

Este método se aplica quando a função f(z) possui um polo simples em z0 e pode ser escrita
na forma racional

f(z) =
p(z)

q(z)
,

sendo p(z) e q(z) funções analíticas, com q (z0) = 0 e p (z0) 6= 0. Neste caso,

Res f (z0) =
p (z0)

q′ (z0)
, desde que q′ (z0) 6= 0.

Demonstração. Como z0 por hipótese é um polo simples, pode-se escrever

(z − z0) f(z) = (z − z0)
p (z0) + p′ (z0) (z − z0) + p′′ (z0) (z − z0)

2
/2! + · · ·

q (z0)︸ ︷︷ ︸
=0

+q′ (z0) (z − z0) + q′′ (z0) (z − z0)
2
/2! + · · ·

=
p (z0) + p′ (z0) (z − z0) + p′′ (z0) (z − z0)

2
/2! + · · ·

q′ (z0) + q′′ (z0) (z − z0) /2! + · · ·
.

Então,

Res f (z0) = lim
z→z0

(z − z0) f(z) =
p (z0)

q′ (z0)
.

Exemplo 2.26. Calcule o resíduo em z = 0 para

f(z) =
ez

sen z
.

Solução. O resíduo é dado por:

Res f(0) =
ez

cos z

∣∣∣∣
z=0

= 1.

2.9.3.4 QUARTO MÉTODO: PELO DESEVOLVIMENTO EM SÉRIE DE LAURENT

Quando z = z0 é uma singularidade essencial, este é o único método disponível. Deve-se
então primeiramente construir a série de Laurent de f(z) a partir dos métodos discutidos na
seção 2.8.7, ou a partir de outro método. Então, o resíduo será diretamente fornecido pelo
coeficiente c−1, de acordo com a definição (2.38).

Exemplo 2.27. Calcule o resíduo de:
(a) f(z) = e1/z em z = 0.
Solução. De acordo com o exemplo 2.16,

e1/z = 1 +
1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ · · · , (c−1 = 1) ,

então Res f(0) = 1.
(b) f(z) = e−1/z2 em z = 0.
Solução. Aqui pode-se usar novamente o exemplo 2.16, resultando

e−1/z2 = 1− 1

z2
+

1

2!z4
− 1

3!z6
+ · · · , (c−1 = 0) ,

então Res f(0) = 0.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 04/2010 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 2. Funções de Uma Variável Complexa 65

Figura 2.20: (a) Contorno CR no semi-plano superior. (b) Contorno CR no semi-plano inferior.

2.9.4 CÁLCULO DE INTEGRAIS DEFINIDAS OU IMPRÓPRIAS

O teorema dos resíduos pode ser usado para calcular uma grande variedade de integrais,
tanto definidas quanto impróprias, reais ou complexas. É necessário, contudo, escolher-se o
contorno integração de uma forma adequada. Alguns do procedimentos mais frequêntes são
ilustrados nas seções seguintes. As integrais ilustradas podem aparecer em problema físicos,
particularmente na solução de problemas de contorno em equações diferenciais parciais.

2.9.4.1 INTEGRAIS DO TIPO I: FUNÇÕES RACIONAIS

Aqui serão consideradas integrais do tipo
ˆ ∞
−∞

N(x)

D(x)
dx,

onde N(x) e D(x) são dois polinômios reais que satisfazem as seguintes condições:

1. D(x) 6= 0, ∀x ∈ R, isto é, D(x) não possui raízes no eixo real. Isto implica que o grau do
polinômio é necessariamente par.

2. O grau de D(x) é maior que o grau de N(x) por um fator de 2, no mínimo.

A última hipótese é necessária para garantir a convergência da integral.
Considera-se então a seguinte integral de contorno

˛
C

N(z)

D(z)
dz =

ˆ R

−R

N(x)

D(x)
dx+

ˆ
CR

N(z)

D(z)
dz,

onde R > 0. As funções N(z) e D(z) são as continuações analíticas7 dos polinômios reais para
o plano complexo, obtidas pela substituição x → z. A curva simples CR consiste em um semi-
círculo de raio R localizado ou no semi-plano complexo superior ou no inferior e que fecha o
contorno C com a reta [−R,R] no eixo real, conforme é ilustrado na figura 2.20. Desta forma,
o contorno fechado C pode envolver parte das ou todas as N raízes de D(z) no semi-plano su-
perior ({zj}, onde j = 1, . . . , N) quando CR está nesta região (figura 2.20a) ou os seus complexos
conjugados ({z̄j} , j = 1, . . . , N) quando CR está no semi-plano inferior (figura 2.20b). Ao se fazer
R→∞, o contorno C engloba todas as N raízes de D(z) em um dos semi-planos.

Portanto, pelo teorema dos resíduos (2.39),

lim
R→∞

˛
C

N(z)

D(z)
dz = lim

R→∞

ˆ R

−R

N(x)

D(x)
dx+ lim

R→∞

ˆ
CR

N(z)

D(z)
dz = 2πi

N∑
j=1

Res
N(z)

D(z)

∣∣∣∣
z=zj

,

sendo {zj} as raízes de D(z) englobadas por C. Portanto,

ˆ ∞
−∞

N(x)

D(x)
dx = lim

R→∞

ˆ R

−R

N(x)

D(x)
dx = 2πi

N∑
j=1

Res
N(z)

D(z)

∣∣∣∣
z=zj

− lim
R→∞

ˆ
CR

N(z)

D(z)
dz.

Mostra-se agora, por intermédio de um teorema, que a integral ao longo de CR se anula
quando R→∞, bastando para isso que |N(z)/D(z)| → 1/

∣∣z2
∣∣ quando |z| → ∞.

7Ver seção 2.10.
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66 2.9. Integração no plano complexo pelo método dos resíduos

Teorema 2.26. Seja F (z) uma função analítica ao longo do semi-círculo CR, de raio R, tal que
|F (z)| 6M/Rk, sendo z = Reiθ e onde k > 1 e M são constantes, então

lim
R→∞

ˆ
CR

F (z)dz = 0.

Demonstração. Pela propriedade (5) das integrais de linha (seção 2.5.2), sendo A = max (|F (z)|)
ao longo de CR e L a extensão de CR, então∣∣∣∣ˆ

CR

F (z)dz

∣∣∣∣ 6 M

Rk
πR =

πM

Rk−1
.

Assim,

lim
R→∞

ˆ
CR

F (z)dz = lim
R→∞

∣∣∣∣ˆ
CR

F (z)dz

∣∣∣∣ = 0.

O corolário a seguir particulariza o teorema 2.26 para polinômios.

Corolário. Seja F (z) uma função racional,

F (z) =
N(z)

D(z)
=

anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0

bmzm + bm−1zm−1 + · · ·+ b1z + b0
,

com m > n+ 2, então

lim
R→∞

ˆ
CR

N(z)

D(z)
dz = 0.

Demonstração. De acordo com o teorema 2.26, ao longo de CR,∣∣∣∣ˆ
CR

N(z)

D(z)
dz

∣∣∣∣ 6 |an|Rn + |an−1|Rn−1 + · · ·+ |a0|
||bm|Rm − |bm−1|Rm−1 − · · · − |b0||

πR.

Então

lim
R→∞

∣∣∣∣ˆ
CR

N(z)

D(z)
dz

∣∣∣∣ 6 lim
R→∞

π |an|Rn+1

|bm|Rm
= lim
R→∞

π |an|
|bm|

1

Rm−n+1
= 0.

Assim, de acordo com o teorema 2.26, resulta
ˆ ∞
−∞

N(x)

D(x)
dx = 2πi

N∑
j=1

Res
N(z)

D(z)

∣∣∣∣
z=zj

. (2.40)

Figura 2.21: Contorno de integração para in-
tegrais do tipo I.

Exemplo 2.28. Calcule a integral

I =

ˆ ∞
−∞

dx

x2 + a2
, (sendo a > 0) .

Solução. Como F (z) = 1/
(
z2 + a2

)
satisfaz a condição

estipulada no teorema 2.26, então

lim
R→∞

ˆ
CR

dz

z2 + a2
= 0.

Por outro lado, as raízes de D(z) são z = ±ia. Pode-se
escolher CR dentro do semi-plano superior ou inferior.
Escolhendo-se CR conforme a figura ao lado, temos de
(2.40),

I = 2πi Res

(
1

z2 + a2

)∣∣∣∣
z=ia

.

Pelo método de cálculo de resíduos para funções que possuem polos no plano complexo, apre-
sentado na seção 2.9.3.2,

I = 2πi lim
z→ia

z − ia
z2 + a2

= 2πi
1

2ia
=
π

a
.

Se o contorno escolhido fosse no semi-plano inferior, o resultado seria o mesmo.
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Exemplo 2.29. Calcule a integral

I =

ˆ ∞
−∞

x2

x4 + 1
dx.

Solução. A função F (z) = z2/
(
z4 + 1

)
novamente satisfaz a condição estipulada no teorema 2.26.

Agora as 4 raízes de D(z) são determinadas pela equação z4 = −1 = eiπ, resultando em (ver
eq. 2.9) z1 = eiπ/4, z2 = ei3π/4, z3 = ei5π/4 e z4 = ei7π/4. Traçando novamente CR no semi-plano
superior, somente será necessário considerar as raízes z1 e z2. Então,

I = 2πi

[
Res

z2

z4 + 1

∣∣∣∣
z=z1

+ Res
z2

z4 + 1

∣∣∣∣
z=z2

]
.

Pelo método apresentado na seção 2.9.3.3, resulta

I = 2πi

(
z2

1

4z3
1

+
z2

2

4z3
2

)
= 2πi

(
e−iπ/4

4
+
e−i3π/4

4

)
= π

eiπ/4 + e−iπ/4

2
= π cos

(π
4

)
=

π√
2
.

2.9.4.2 INTEGRAIS DO TIPO II: FUNÇÕES RACIONAIS DE FUNÇÕES TRIGONO-
MÉTRICAS

Agora serão consideradas integrais do tipo
ˆ 2π

0

F (sen θ, cos θ) dθ,

onde F (sen θ, cos θ) é uma função racional de sen θ e cos θ.
Realizando a substituição

z = eiθ, dz = ieiθdθ

e usando cos θ =
(
eiθ + e−iθ

)
/2 = (z + 1/z) /2 e sen θ =

(
eiθ − e−iθ

)
/2i = (z − 1/z) /2i, resulta

ˆ 2π

0

F (sen θ, cos θ) dθ =

˛
C0

dz

iz
F

(
z − 1/z

2i
,
z + 1/z

2

)
,

sendo C0 a circunferência de raio unitário centrada na origem. Como F (x, y) é uma função raci-
onal, a integral complexa acima pode ser obtida a partir do teorema dos resíduos, os quais serão
determinados novamente pelas raízes de um polinômio. Portanto, se o polinômio resultante no
denominador possui N raízes dentro do círculo de raio unitário, determinadas pelo conjunto
{zj} (j = 1, . . . , N),

ˆ 2π

0

F (sen θ, cos θ) dθ = 2πi

N∑
j=1

Res

[
1

iz
F

(
z − 1/z

2i
,
z + 1/z

2

)]∣∣∣∣
z=zj

. (2.41)

Exemplo 2.30. Calcule a integral

I =

ˆ 2π

0

cos 3θ

5− 4 cos θ
dθ.

Solução. Realizando a transformação z = eiθ, resulta

cos 3θ =
ei3θ + e−i3θ

2
=
z3 + z−3

2

e

I =
1

2

˛
C0

dz

iz

z6 + 1

z2 (5z − 2z2 − 2)
= − 1

2i

˛
C0

dz
z6 + 1

z3 (2z − 1) (z − 2)
.

O integrando possui os seguintes polos:

• z = 0: polo de ordem 3.

• z = 1/2: polo de ordem 1.

• z = 2: polo de ordem 1 (fora do círculo |z| = 1).
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Os resíduos são os seguintes:

ResF (0) =
1

2!
lim
z→0

d2

dz2

[
z3 z6 + 1

z3 (2z − 1) (z − 2)

]
=

21

8

ResF

(
1

2

)
= lim
z→1/2

[(
z − 1

2

)
z6 + 1

z3 (2z − 1) (z − 2)

]
= −65

24
.

Portanto,

I = − 1

2i
2πi

(
21

8
− 65

24

)
=

π

12
.

2.9.4.3 INTEGRAIS DO TIPO III: INTEGRAIS DE FOURIER

Tratam-se de integrais do tipo

I± =

ˆ ∞
−∞

F (x)e±ikxdx (k > 0) ,

onde F (x) é uma função racional que satisfaz as condições do teorema 2.26. As partes real e
imaginária do integrando determinam as integrais

Ic =

ˆ ∞
−∞

F (x) cos kxdx e Is =

ˆ ∞
−∞

F (x) sen kxdx.

Novamente, é feita a hipótese de ausência de singularidades de F (x) no eixo real. Quando é
necessário calcular integrais dos tipos Ic ou Is, inicialmente substitui-se a integral em questão
por I+ (ou I−, dependendo das singularidades de F (x)) e novamente calcula-se a integral ao
longo do semi-círculo ilustrado na figura 2.20a. Isto é, calcula-se

˛
C

F (z)eikzdz = lim
R→∞

[ˆ R

−R
F (x)eikxdx+

ˆ
CR

F (z)eikzdz

]
.

As condições que F (z) deve satisfazer para que a integração ao longo de CR se anule para R→∞
são dadas pelo Lema de Jordan.

Lema 2.1 (Lema de Jordan). Seja F (z) uma função analítica ao longo do semi-círculo CR, de raio
R, tal que |F (z)| 6M/Rα, sendo z = Reiθ e onde α > 0 e M são constantes, então

lim
R→∞

ˆ
CR

F (z)eikzdz = 0.

Demonstração. Sendo z = Reiθ, entãoˆ
CR

F (z)eikzdz =

ˆ π

0

F
(
Reiθ

)
exp

(
ikReiθ

)
iReiθdθ.

Pelas propriedades (5) e (6) da seção 2.5.2,∣∣∣∣ˆ π

0

F
(
Reiθ

)
exp

(
ikReiθ

)
iReiθdθ

∣∣∣∣ 6 ˆ π

0

∣∣F (Reiθ) exp
(
ikReiθ

)
iReiθ

∣∣ dθ,
mas

exp
(
ikReiθ

)
= eikR(cos θ+isen θ) 6 e−kRsen θ,

portanto,∣∣∣∣ˆ π

0

F
(
Reiθ

)
exp

(
ikReiθ

)
iReiθdθ

∣∣∣∣ 6 ˆ π

0

∣∣F (Reiθ)∣∣ e−kRsen θRdθ 6
M

Rα−1

ˆ π

0

e−kRsen θdθ.

Como sen (π − θ) = sen θ, pode-se alterar o intervalo de integração para [0, π/2]. Além disso, como
mostra a figura 2.22, sen θ > 2θ/π neste intervalo. Assim,∣∣∣∣ˆ π

0

F
(
Reiθ

)
exp

(
ikReiθ

)
iReiθdθ

∣∣∣∣ 6 2M

Rα−1

ˆ π/2

0

e−2kRθ/πdθ =
πM

kRα
(
1− e−kR

)
.

Portanto,

lim
R→∞

ˆ
CR

F (z)eikzdz = 0.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 04/2010 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 2. Funções de Uma Variável Complexa 69

Figura 2.22: Demonstração gráfica da ine-
gualdade sen θ > 2θ/π em 0 6 θ 6 π/2.

Devido ao Lema de Jordan, o teorema dos resíduos ga-
rante que

I+ = Ic + iIs =

ˆ ∞
−∞

F (x)eikxdx = 2πi
∑
j

Res
[
F (zj) e

ikzj
]
,

(2.42a)
sendo {zj} os pontos singulares de F (z) na região deli-
mitada pelo contorno C ilustrado na figura 2.26.

Caso os pontos singulares de F (z) sejam tais que
se faz necessário considerar-se CR percorrendo o semi-
círculo no semi-plano inferior ilustrado na figura 2.20b,
deve-se calcular então I−. As conclusões são simila-
res às de I+, salvo que os resíduos são computados no
semi-plano inferior e

I− = Ic − iIs = −2πi
∑
j

Res
[
F (zj) e

−ikzj
]
. (2.42b)

Exemplo 2.31. Calcule a integral

I =

ˆ ∞
0

cosαx

1 + x2
dx.

Solução. Pode-se escrever

I =
1

2
Re

ˆ ∞
−∞

eiαx

1 + x2
dx.

Identifica-se F (z) = 1/
(
1 + z2

)
, e esta satisfaz as condições do Lema de Jordan, pois ao longo de

CR,

|F (z)| = 1

|1 + z2|
6

1

R2 − 1

R→∞−−−−→ 1

R2
.

Os resíduos de F (z) estão em z = ±i, sendo estes polos simples. Assim, de (2.42a),
ˆ ∞
−∞

eiαx

1 + x2
dx = 2πi Res

(
eiαx

1 + z2

)∣∣∣∣
z=i

= πe−α.

Portanto,
I =

π

2
e−α.

2.9.4.4 INTEGRAIS DO TIPO IV: INTEGRANDO COM POLOS NO EIXO REAL

Seja F (z) uma função meromórfica, ou seja, uma função que possui apenas polos em um
domínio finito no plano complexo. Supõe-se que F (z) possua, no mínimo, um polo ao longo do
eixo real. Supõe-se também que |F (z)| → 0 para |z| → ∞. Deseja-se calcular agora integrais do
tipo ˆ ∞

−∞
F (x) dx =

ˆ ∞
−∞

f(x)

x− x0
dx.

Devido a presença do polo no eixo real, para que o teorema dos resíduos permaneça válido,
o contorno de integração não pode passar pela referida singularidade; torna-se necessário, por-
tanto, que o contorno seja deformado nas vizinhanças do polo real. A partir desta situação surge
a definição da parte principal de Cauchy da integral.

PARTE PRINCIPAL DE CAUCHY

Seja F (z) = f(z)/ (z − x0) uma função meromórfica que possui, no mínimo, um polo simples
no eixo real em z = x0. Ao se considerar a integral

´ b
a
F (x)dx, com a < x0 < b tais que z = x0

é o único polo de F (z) neste intervalo, a convergência desta integral depende da existência do
seguinte limite:

IPP = lim
ε→0+

(ˆ x0−ε

a

f(x)

x− x0
dx+

ˆ b

x0+ε

f(x)

x− x0
dx

)
.
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Diz-se que
´ b
a
F (x)dx é convergente se e somente se IPP existe e é finito, caso contrário a integral

é divergente. O limite IPP pode existir, em algumas situações, mesmo se limx→x0 f(x)→ ±∞. Isto
ocorre, por exemplo, se f(x) é simétrica em uma vizinhança de x0.

Caso IPP exista e seja finita, esta define a parte principal de Cauchy da integral
´ b
a
F (x)dx, a

qual é representada pelos símbolos
ffl b
a

ou Ṕ
b

a
:

 b

a

f(x)

x− x0
≡ P

ˆ b

a

f(x)

x− x0
dx = lim

ε→0+

(ˆ x0−ε

a

f(x)

x− x0
dx+

ˆ b

x0+ε

f(x)

x− x0
dx

)
. (2.43a)

A parte principal de Cauchy no infinito existe se

 ∞
−∞

f(x)

x− x0
dx ≡ P

ˆ ∞
−∞

f(x)

x− x0
dx = lim

ε→0+

(ˆ x0−ε

−∞

f(x)

x− x0
dx+

ˆ ∞
x0+ε

f(x)

x− x0
dx

)
(2.43b)

existe e é finito.

CÁLCULO DE INTEGRAIS DO TIPO IV

Figura 2.23: Contorno de integração para integrais
do tipo IV.

Para calcular integrais do tipo IV pelo teorema
dos resíduos, considera-se o contorno

C = Γ + γ + (−R, x0 − ε) + (x0 + ε, R)

apresentado na figura 2.23, o qual é composto por
um semi-círculo exterior Γ, dois segmentos de reta
ao longo do eixo real nos intervalos (−R, x0 − ε) e
(x0 + ε, R), e do semi-círculo interior γ. Na figura
2.23, a curva Γ foi traçada no semi-plano supe-
rior para englobar os polos {zj} (j = 1, . . . , N) de
f(z). Caso estes polos se encontrem no semi-plano
inferior, a curva Γ pode ser traçada nesta região.
Supõe-se também que ε (> 0) seja pequeno o sufi-
ciente para que nenhum dos polos {zj} se encontre
na região interior da curva γ.

Assim, pelo teorema dos resíduos,

˛
C

f(z)

z − x0
dz = 2πi

N∑
j=1

Res

(
f(z)

z − x0

)∣∣∣∣
z=zj

.

Dividindo o contorno C nas suas curvas constituintes,

ˆ
Γ

f(z)

z − x0
dz +

 R

−R

f(x)

x− x0
dx+

ˆ
γ

f(z)

z − x0
dz = 2πi

N∑
j=1

Res

(
f(z)

z − x0

)∣∣∣∣
z=zj

,

Toma-se agora o limite R→∞, supondo que F (z) ao longo de Γ satisfaça as condições prescritas
pelo teorema 2.26. Neste caso,

´
Γ
F (z)dz = 0. A integral ao longo de γ pode ser calculada,

tomando-se para ela o limite ε→ 0:

ˆ
γ

f(z)

z − x0
dz = lim

ε→0

ˆ 0

π

f
(
x0 + εeiθ

)
εeiθ

iεeiθdθ = −iπf (x0) ,

sendo neste caso suposto que f (x0) exista e seja finita. Este valor da integral em γ é muitas
vezes denominado de semi-resíduo de f (x) em x0.

Portanto, obtém-se o seguinte resultado para a parte principal,

 ∞
−∞

f(x)

x− x0
dx = πif (x0) + 2πi

N∑
j=1

Res

(
f(z)

z − x0

)∣∣∣∣
z=zj

. (2.44a)
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Caso a função F (x) possua mais de um polo no eixo real, o resultado (2.44a) pode ser facilmente
generalizado. Sendo novamente {zj} (j = 1, . . . , N) o conjunto de polos de F (z) fora do eixo real e
{x`} (` = 1, . . . ,M) o conjunto de polos ao longo do eixo real, a forma generalizada de (2.44a) é

 ∞
−∞

F (x) dx = πi

M∑
`=1

ResF (x`) + 2πi

N∑
j=1

ResF (zj) . (2.44b)

Exemplo 2.32. Calcule a integral ˆ ∞
−∞

senx

x
dx.

Solução. É conveniente calcular  ∞
−∞

eix

x
dx.

A função eiz/z satisfaz as condições estabelecidas pelo Lema de Jordan, ou seja,
∣∣z−1

∣∣ 6 M/Rα

(α > 0) ao longo de Γ. Portanto,
´

Γ

(
eiz/z

)
dz = 0 e a equação (2.44a) pode ser aplicada, de onde

resulta  ∞
−∞

eix

x
dx = iπ.

Uma vez que eix = cosx+ i senx, obtém-seˆ ∞
−∞

senx

x
dx = π.

Observação. Nota-se que, neste caso,
ffl

=
´

, pois x = 0 é uma singularidade removível. É
interessante também que o mesmo resultado fornece ∞

−∞

cosx

x
dx = 0,

o que é esperado, uma vez que o integrando neste caso é ímpar.

Exemplo 2.33. Calcule a integral ∞
−∞

senx

x (a2 − x2)
dx, (a > 0) .

Solução. Novamente toma-se

F (z) =
eiz

z (a2 − z2)
,

sendo que F (z) satisfaz as condições do Lema de Jordan e os seus polos são z = 0 e z = ±a,
todos ao longo do eixo real. Neste caso, de acordo com (2.44b), ∞

−∞

eixdx

x (a2 − x2)
= iπ [ResF (0) +ResF (a) +ResF (−a)] .

Calculando os resíduos,

ResF (0) = z
eiz

z (a2 − z2)

∣∣∣∣
z=0

=
1

a2
,

ResF (a) = (z − a)
eiz

z (a2 − z2)

∣∣∣∣
z=a

= − e
ia

2a2

ResF (−a) = (z + a)
eiz

z (a2 − z2)

∣∣∣∣
z=−a

= −e
−ia

2a2
.

Portanto,  ∞
−∞

eixdx

x (a2 − x2)
= i

π

a2
(1− cos a)

e o resultado desejado fica  ∞
−∞

senx dx

x (a2 − x2)
=

π

a2
(1− cos a) .

Observação. Novamente observa-se também que ∞
−∞

cosx dx

x (a2 − x2)
= 0.
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2.9.4.5 INTEGRAIS DO TIPO V: INTEGRAÇÃO AO LONGO DE LINHAS DE RAMIFI-
CAÇÃO

Neste caso, o contorno de integração deve ser construído de forma a evitar tanto os pontos
de singularidades essenciais e polos no eixo real quanto a linha de ramificação.

Para ilustrar este tipo de integração, serão consideradas integrais do tipo
ˆ ∞

0

xλ−1G(x) dx, (sendo 0 < λ < 1)

e a função G(z) é racional, analítica em z = 0 e não possui polos ao longo do eixo real positivo.
Supõe-se ainda que

lim
|z|→0
|z|→∞

∣∣zλ−1G(z)
∣∣ = 0.

A função f(z) = zλ−1 é plurívoca, com um ponto de ramificação em z = 0, o que pode ser
comprovado por uma rotação do fasor z em torno da origem,

f(z) = zλ−1 θ→θ+2π−−−−−→ ei2π(λ−1)zλ−1.

Como λ − 1 não é inteiro, o valor de f(z) em θ + 2π difere do valor em θ. A outra singularidade
de f(z) está no infinito, significando que a linha de ramificação deve unir estes dois pontos
singulares. Usualmente, esta linha é traçada ao longo do eixo real positivo. O número de folhas
de Riemann para f(z) depende da natureza do número λ. Se este número é racional, então
há um número finito de folhas de Riemann; contudo, se λ é irracional, então existem infinitas
folhas de Riemann. Devido a este fato, o contorno de integração C a ser adotado deve evitar o
cruzamento da linha de ramificação para evitar a necessidade de se considerar os outros ramos
da função zλ−1.

Figura 2.24: Contorno de integração para integrais
do tipo V.

O contorno de integração usualmente empre-
gado para resolver uma integral do tipo V é apre-
sentado na figura 2.24, a qual mostra também a
linha de ramificação no intervalo [0,∞). Este tipo
de contorno é denominado buraco de fechadura8 e
consiste em um arco de circunferência exterior CR,
de raio R e centrado na origem, com uma varia-
ção angular δR 6 θ 6 2π − δR. O número 0 < δR � 1
pode ser tão pequeno quanto se queira, mas nunca
é nulo, justamente para evitar que CR toque a li-
nha de ramificação. O contorno C contém tam-
bém o arco de circunferência interior Cr, de raio
r e centrado na origem, com a variação angular
δr 6 θ 6 2π − δr, sendo 0 < δr � 1 também tão
pequeno quanto se queira. Finalmente, os arcos
Cr e CR são ligados pelos segmentos de reta [r,R] e
[R, r],9 os quais distam da linha de ramificação por
uma distância 0 < ε� 1. Obviamente, ε = r sen δr.

Como a função zλ−1 é descontínua ao longo da
linha de ramificação, o valor das integrais ao longo

dos segmentos de reta não se cancelam. Na reta superior, arg(z) ' 0 e, portanto,

f(z) = zλ−1 = (x+ iε)
λ−1

.

Na reta inferior, arg(z) ' 2π e, portanto,

f(z) = ei2π(λ−1)zλ−1 = ei2π(λ−1) (x− iε)λ−1
.

Supondo agora que a função R(z) possua N singulares isoladas (polos e/ou singularidades
essenciais) nos pontos {zj} (j = 1, . . . , N), o teorema dos resíduos (2.39) aplicado ao contorno
simples fechado C = CR + Cr + [r,R] + [R, r] garante que

8Do inglês keyhole.
9Rigorosamente, os segmentos de reta percorrem o intervalo [r cos δr, R cos δR], em ambos os sentidos.
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˛
C

zλ−1G(z) dz =

ˆ
CR

zλ−1G(z) dz +

ˆ
Cr

zλ−1G(z) dz +

ˆ R

r

(x+ iε)
λ−1

G (x+ iε) dx

+

ˆ r

R

e2πi(λ−1) (x− iε)λ−1
G (x− iε) dx = 2πi

N∑
j=1

Res
[
zλ−1G(z)

]∣∣
zj
.

A integral em CR se anula no limite R → ∞, desde que as condições do seguinte teorema
sejam satisfeitas.

Teorema 2.27. Seja uma função F (z) analítica ao longo do arco de circunferência CR, de raio R
centrado na origem, tal que |F (z)| 6M/Rα ao longo de CR, sendo α > 1 e M > 0 constantes, então

lim
R→∞

ˆ
CR

F (z)dz = 0.

Demonstração. Sendo a curva CR parametrizada pelo ângulo θ, o qual varia no intervalo [θ1, θ2],
então ∣∣∣∣ˆ

CR

F (z)dz

∣∣∣∣ 6 ˆ θ2

θ1

|F (z)|Rdθ 6 M

Rα−1

ˆ θ2

θ1

dθ =
M (θ2 − θ1)

Rα−1
.

Portanto,

lim
R→∞

∣∣∣∣ˆ
CR

F (z)dz

∣∣∣∣ = 0,

de onde segue o teorema.

Por outro lado, a integral ao longo de Cr pode ser calculada parametrizando-se z = reiθ e
tomando-se o limite r → 0:

lim
r→0

ˆ
Cr

zλ−1G(z) dz = lim
r→0

[
irλ

ˆ 2π−δr

δr

eiλθG
(
reiθ

)
dθ

]
=

[
G (0)

λ

(
ei2πλe−iλδr − eiλδr

)]
lim
r→0

rλ.

Como G(z) por hipótese é analítica em z = 0 e λ > 0, resulta que

lim
r→0

ˆ
Cr

zλ−1G(z) dz = 0.

Lembrando também que r → 0 implica em ε→ 0, restam as seguintes integrais,

ˆ ∞
0

xλ−1G (x) dx+ e2πi(λ−1)

ˆ 0

∞
xλ−1G (x) dx = 2πi

N∑
j=1

Res
[
zλ−1G(z)

]∣∣
zj
,

as quais podem ser escritas

ˆ ∞
0

xλ−1G (x) dx+ e2πi(λ−1)

ˆ 0

∞
xλ−1G (x) dx =

(
1− e2πi(λ−1)

) ˆ ∞
0

xλ−1G (x) dx

= −eiπλ
(
eiπλ − e−iπλ

)ˆ ∞
0

xλ−1G (x) dx = 2i (−1)
λ+1

senπλ

ˆ ∞
0

xλ−1G (x) dx.

Portanto, resulta

ˆ ∞
0

xλ−1G (x) dx = (−1)
−(λ+1) π

senπλ

N∑
j=1

Res
[
zλ−1G(z)

]∣∣
zj
. (2.45)

Exemplo 2.34. Calcule a integral

I =

ˆ ∞
0

xλ−1

1 + x
dx, (0 < λ < 1) .
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Solução. Como 0 < λ < 1, o integrando ao longo da curva CR, para R� 1, pode ser escrito∣∣∣∣ zλ−1

1 + z

∣∣∣∣ ' 1

R2−λ .

Então, de acordo com o teorema 2.27,

lim
R→∞

ˆ
CR

zλ−1

1 + z
dz = 0

e o resultado (2.45) é válido neste caso. O único polo de G(z) = (1 + z)
−1 está em z = −1 e o

resíduo do integrando neste ponto é

Res

(
zλ−1

1 + z

)∣∣∣∣
z=−1

= (−1)
λ−1

.

Portanto,

I =

ˆ ∞
0

xλ−1

1 + x
dx = (−1)

−(λ+1) π

senπλ
(−1)

λ−1
=

π

senπλ
.

2.9.4.6 OUTROS TIPOS DE INTEGRAIS

Existem diversos outros exemplos de integrais que podem ser calculadas usando o teorema
dos resíduos por intermédio de uma escolha adequada do contorno de integração. Nesta seção
serão apresentados alguns exemplos relevantes para a física.

C
x

C
R

C
L

Figura 2.25: Contorno de integração para as inte-
grais de Fresnel.

INTEGRAIS DE FRESNEL. DIFRAÇÃO DE
ONDAS ELETROMAGNÉTICAS. As integrais

C =

ˆ ∞
0

cos
(
tx2
)
dx e S =

ˆ ∞
0

sen
(
tx2
)
dx

correspondem aos valores assintóticos das funções
de Fresnel, as quais descrevem a difração de ondas
eletromagnéticas em um único obstáculo pontia-
gudo (difração de canto).

Para a obtenção dos valores de C e S, considera-
se a seguinte integral

I =

ˆ ∞
0

eitx
2

dx,

cujas partes real e imaginária fornecem, respecti-
vamente, C e S. Por conveniência, assume-se que
t > 0; para este caso, o contorno de integração ade-
quado pode ser visto na figura 2.25. Como a fun-
ção eitz

2

é analítica dentro e ao longo do contorno
C = Cx + CR + CL, pode-se escrever

˛
C

eitz
2

dz =

(ˆ
Cx

+

ˆ
CR

+

ˆ
CL

)
eitz

2

dz = 0.

A integral em CR pode ser estimada usando argumento semelhante ao exposto pelo Lema de
Jordan. Ao longo deste contorno, z2 = R2 (cos 2θ + i sen 2θ). Como demonstrado graficamente na
figura 2.22, sen 2θ > 4θ/π em 0 6 θ 6 π/4, portanto

∣∣∣∣ˆ
CR

eitz
2

dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ π/4

0

eitR
2(cos 2θ+i sen 2θ)iReiθdθ

∣∣∣∣∣
6
ˆ π/4

0

Re−tR
2 sen 2θdθ
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6
ˆ π/4

0

Re−tR
24θ/πdθ =

π

4tR

(
1− e−tR

2
)
.

Ou seja,
∣∣∣´CR eitz2dz∣∣∣→ 0 para R→ 0.

Por outro lado, ao longo de Cx, z = x e ao longo de CL, z = reiπ/4 (0 6 r 6 R). Assim,

ˆ
Cx

eitz
2

dz =

ˆ R

0

eitx
2

dx e
ˆ
CL

eitz
2

dz =

ˆ 0

R

e−tr
2

eiπ/4dr.

Portanto, no limite R→∞, ˆ ∞
0

eitx
2

dx = eiπ/4
ˆ ∞

0

e−tr
2

dr.

A integral J =
´∞

0
e−tr

2

dr pode ser calculada da seguinte maneira:

J2 =

(ˆ ∞
0

e−tx
2

dx

)(ˆ ∞
0

e−ty
2

dy

)
=

ˆ ∞
0

ˆ ∞
0

e−t(x
2+y2)dxdy.

Usando coordenadas polares, resulta

J2 =

ˆ π/2

0

dθ

ˆ ∞
0

dρ ρe−tρ
2

=
π

4t
.

Finalmente, obtém-se

ˆ ∞
0

eitx
2

dx =
eiπ/4

2

√
π

t
=
(

cos
π

4
+ i sen

π

4

) 1

2

√
π

t
.

Portanto, as integrais de Fresnel valem

S = C =
1

2

√
π

2t
.

INTEGRAL DE PLANCK E LEI DE STEFAN-BOLTZMANN. A Lei de Planck determina
a intensidade espectral da radiação eletromagnética emitida por um corpo negro em equilíbrio
termodinâmico a uma temperatura absoluta T . Esta intensidade é dada por

I (ν, T ) =
2h

c2
ν3

ehν/kBT − 1
,

sendo I (ν, T ) a potência emitida por unidade de área da superfície emissora por unidade de
ângulo sólido por frequência ν. As quantidades h, kB e c são, respectivamente, as constantes
de Planck e Boltzmann e a velocidade da luz no vácuo. A Lei de Stefan-Boltzmann fornece a
potência total emitida por unidade de área do corpo negro, ou seja,

j = π

ˆ ∞
0

dν I (ν, T ) =
2πh

c2

(
kBT

h

)4

IP , sendo IP =

ˆ ∞
0

u3du

eu − 1

a integral que se deseja calcular, a qual é obtida por uma simples troca de variáveis de integra-
ção.

Para se obter IP , considera-se a integral

f (k) =

ˆ ∞
0

sen (kx)

ex − 1
dx.

Obviamente,

IP = − d3f

dk3

∣∣∣∣
k=0

.
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3
C

C
4

C
5

C
6

Im

Re

ε

2π

R

C
1

C
2

Figura 2.26: Contorno de integração empregado
para o cálculo da integral de Planck. Observa-se
que ε� 1 e R� 1.

Portanto, pode-se obter IP conhecendo-se f (k). A
integral que define esta função também pode ser
escrita como

f (k) = Im

ˆ ∞
0

eikx

ex − 1
dx.

Este cálculo será realizado utilizando-se o con-
torno C = C1 + · · · + C6 ilustrado na figura 2.26
e a integral de contorno

˛
C

eikz

ez − 1
dz = 0,

a qual é nula pelo teorema dos resíduos (2.39) por-
que o integrando possui apenas polos simples nos
pontos z = 2nπi, (n = 0,±1,±2 . . . ). As integrais nos
contorno C1, . . . , C6 devem ser realizadas separada-
mente. Nos contornos C2 e C4 obtém-se(ˆ

C2

+

ˆ
C4

)
eikz

ez − 1
dz =

(
1− e−2πk

) ˆ R

ε

eikx

ex − 1
dx.

Já ao longo dos contornos C1 e C5 observa-se que |z| = ε � 1, o que permite o uso da série de
Laurent (2.35d). Para a integral I1 pode-se escrever z = εeiθ, resultando

I1 (ε) ≡
ˆ
C1

eikz

ez − 1
dz =

1

2

ˆ
C1

ez/2eikz cosech
(z

2

)
dz

=
1

2

ˆ
C1

ez/2eikz
(

2

z
− z

12
+

7z3

2880
− · · ·

)
dz = −i

ˆ π/2

0

exp

[(
1

2
+ ik

)
εeiθ

]
dθ −O

(
ε2
)
.

Portanto,
lim
ε→0

I1 = −iπ
2
.

Já para o contorno C5 pode-se escrever z = 2πi+ εeiθ e

I5 (ε) ≡
ˆ
C5

eikz

ez − 1
dz =

1

2

ˆ
C5

ez/2eikz cosech
(z

2

)
dz.

Neste caso é necessária a série de Laurent de cosech z em torno de z0 = 2πi, a qual é simplesmente

cosech z = − 1

z − 2πi
+
z − 2πi

6
− 7 (z − 2πi)

3

360
+ · · · ,

resultando,

I5 (ε) =
1

2

ˆ
C5

ez/2eikz
[
− 2

z − 2πi
+
z − 2πi

12
+ · · ·

]
dz = ie−2πk

ˆ −π/2
0

exp

[(
1

2
+ ik

)
εeiθ

]
dθ +O

(
ε2
)
.

Portanto,
lim
ε→0

I5 = −iπ
2
e−2πk.

Já a integral I3 pode ser escrita

I3 (R) ≡
ˆ
C3

eikz

ez − 1
dz = ie−(1−ik)R

ˆ 2π

0

e−ky

eiy − e−R
dy.

Observa-se agora que no limite R→∞ a integral é finita, pois o denominador do integrando pode
ser substituído por eiy, o que torna a integração trivial. Portanto, limR→∞ I

3
= 0. Finalmente, a

integral I6 pode ser escrita

I6 ≡
ˆ
C6

eikz

ez − 1
dz = −i

ˆ 2π−ε

ε

e−ky

eiy − 1
dy = −i

ˆ 2π−ε

ε

e−kye−iy/2

eiy/2 − e−iy/2
dy = −1

2

ˆ 2π−ε

ε

e−kye−iy/2

sen (y/2)
dy.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 04/2010 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 2. Funções de Uma Variável Complexa 77

Assim, pelo teorema dos resíduos,

(
1− e−2πk

) ˆ R

ε

eikx

ex − 1
dx =

1

2

ˆ 2π−ε

ε

e−kye−iy/2

sen (y/2)
dy − I1 − I5 − I3 (R)

e, portanto, f (k) é dada por

f (k) = lim
ε→0
R→∞

Im

ˆ R

ε

eikx

ex − 1
dx = − 1

2 (1− e−2πk)

ˆ 2π

0

e−kydy +
π

2

1 + e−2πk

1− e−2πk

= − 1

2k
+
π

2

1 + e−2πk

1− e−2πk
= − 1

2k
+
π

2
cotanh (πk)

(2.35b)−−−−→ π2k

6
− π4k3

90
+
π6k5

945
− · · ·+ πB2n

(2n)!
(2πk)

2n−1
+ · · · . (2.46)

Com este resultado, é possível finalmente obter-se IP :

IP =
π4

15
,

resultando na seguinte expressão para a constante de Stefan-Boltzmann,

j = σT 4, sendo σ =
2π5k4

B

15h3c2
.

Como um bônus, o resultado (2.46) pode ser usado para fornecer o valor das integrais

ˆ ∞
0

x2n+1dx

ex − 1
= (−1)

n d2n+1f

dk2n+1

∣∣∣∣
k=0

= (−1)
n

22nπ2(n+1)B2(n+1)

n+ 1
, (n = 0, 1, 2, . . . ) .

2.10 CONTINUAÇÃO ANALÍTICA

Com frequência, a representação conhecida de uma dada função é válida somente em uma
região limitada do plano complexo, como uma série de Laurent com raio de convergência finito,
por exemplo. A região de convergência (ou domínio) desta série se estende até a singularidade
mais próxima, distinta do ponto em torno do qual se realiza a expansão, que pode ou não conter
uma singularidade. Com frequência também é desejável obter-se uma outra forma matemática
que represente a mesma função em uma outra região do plano complexo, ou que seja válida
em uma porção maior do mesmo. O processo de estender o intervalo de validade de uma re-
presentação ou, de forma mais geral, estender a região de domínio de uma função analítica é
denominado continuação analítica.

Definição 2.1. Um elemento de função analítica (f(z), D) é uma função analítica f(z) no interior
de seu domínio de definição D. Um elemento de função (f2, D2) é uma continuação analítica de
outro elemento (f1, D1) se D1 ∩D2 6= ∅ e se f1(z) = f2(z) em D1 ∩D2.

Em outras palavras, seja f1(z) uma função analítica da variável z em um domínio D1 do plano
complexo. Supõe-se agora ser possível encontrar uma outra função f2(z), a qual é analítica em
um outro domínio D2. Se ocorrer uma intersecção D1 ∩ D2 não nula de ambos os domínios,
conforme representado na figura 2.27, e se f1(z) = f2(z) em D1 ∩ D2, então se diz que f2(z) é a
continuação analítica de f1(z) em D2, e vice-versa. Da mesma forma, pode existir uma terceira
função f3(z), analítica em D3, e se f3(z) = f1(z) em D3 ∩D1 e f3(z) = f2(z) em D3 ∩D2, então f3(z)
pode ser a continuação analítica das anteriores em D3. Esta situação também está representada
na figura 2.27. Portanto, existe uma função analítica f(z) com o domínio D = D1 ∪D2 ∪D3, tal
que f(z) = f1(z) em D1, f(z) = f2(z) em D2 e f(z) = f3(z) em D3. Nota-se que basta a intersecção
entre os domínios ser composta simplesmente por um arco que a continuação analítica existe e
é única, desde que as três regiões não englobem um ponto singular ou um ponto de ramificação
de uma função plurívoca.
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Figura 2.27: Representação de três possí-
veis continuações analíticas da mesma fun-
ção f(z).

Contudo, a situação descrita acima nem sempre
ocorre. Somente é garantida a existência da fun-
ção analítica f(z) no domínio D = D1 ∪ D2 ∪ D3 se
D1 ∩ D2 ∩ D3 6= ∅. Caso a intersecção ocorra somente
entre pares de domínios e se a região entre os domínios
D1, D2 e D3 contiver pontos singulares, como por exem-
plo, pontos de ramificação, então f3(z) 6= f1(z), porque
a região D1 ∩D3 será parte do domínio de diferentes fo-
lhas de Riemann para cada função. O exemplo a seguir
mostra uma situação onde isto ocorre.

Exemplo 2.35. Considera-se o seguinte ramo da fun-
ção f(z) =

√
z:

f1(z) =
√
reiθ/2, D1 : (r > 0, 0 < θ < π) .

Uma continuação analítica de f1(z) através do eixo real negativo e para o semi-plano inferior é:

f2(z) =
√
reiθ/2, D2 :

(
r > 0,

π

2
< θ < 2π

)
.

Claramente, em D1 ∩D2 : (r > 0, π/2 < θ < π) (segundo e terceiro quadrantes), f1(z) = f2(z). Uma
continuação analítica de f2 através do eixo real positivo e para o semi-plano superior pode ser
definida então como

f3(z) =
√
reiθ/2, D3 :

(
r > 0, π < θ <

5π

2

)
.

Claramente, agora, em D2 ∩D3 : (r > 0, π < θ < 2π) (terceiro e quarto quadrantes), f3(z) = f2(z),
mas em D1 ∩D3 : (r > 0, 0 < θ < π/2) (primeiro quadrante), f3(z) 6= f1(z); de fato, f3(z) = −f1(z).
Isto ocorre porque os três domínios circundam o ponto de ramificação na origem.

TEOREMAS DE EXISTÊNCIA E UNICIDADE

Os seguintes teoremas, apresentados sem demonstração, mostram quais são as condições
necessárias e suficientes para a existência e unicidade das continuações analíticas.

Teorema 2.28. Se uma função f(z) é analítica em todo o domínio D e f(z) = 0 em todos os pontos
de uma região R ⊂ D ou de um arco C, interior a D, então f(z) = 0 em todos os pontos de D.

Observação. Este teorema é muito importante porque, em primeiro lugar, ele garante que todas
as raízes de f(z) são isoladas. Contudo, a sua importância aqui está no fato de que ele garante a
unicidade das continuações analíticas. Sejam as funções f1(z) e f2(z) mencionadas na definição
2.1. Definindo-se agora a função g(z) = f1(z)− f2(z) em R = D1 ∩D2, obviamente g(z) = 0 em R;
de onde se conclui que g(z) = 0 em todo o domínio D1 ∪D2. Segue então o seguinte teorema de
unicidade.

Teorema 2.29. Uma função f(z) que é analítica em todo o domínio D é determinada de forma
única sobre D pelos seus valores sobre uma região, ou ao longo de um arco, contidos no interior
de D.

Exemplo. A função inteira f(z) = ez é a única que pode assumir os valores de f(x) = ex, ao
longo do eixo real. Além disso, uma vez que e−z também é inteira e exe−x = 1 (∀x ∈ R), a
função h(x) = exe−x − 1 é nula sobre todo o eixo real e, portanto, a única função que representa
a continuação analítica de h(x) fora do eixo real é h(z) = eze−z − 1 = 0. Segue então que a
identidade e−z = 1/ez é válida sobre todo o plano complexo.

Corolário. Como corolário a este teorema, qualquer forma polinomial de funções fk(x) que satis-
faça a identidade

P [f1(x), f2(x), . . . , fn(x)] = 0

tem a sua forma mantida,
P [f1(z), f2(z), . . . , fn(z)] = 0,

ao longo de todo o domínio D.
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Figura 2.28: Continuação analítica da função f1(z) para a região Rn por dois caminhos distintos.

Exemplo. Dadas as funções trigonométricas senx e cosx, estas satisfazem a forma polinomial
sen2x+cos2 x−1 = 0. Portanto, a identidade sen2z+cos2 z = 1 é válida sobre todo o plano complexo.

Teorema 2.30 (Teorema da monodromia). Se uma função f1(z), definida no domínio R1, é
continuada analiticamente a uma região Rn ao longo de dois caminhos diferentes, então as duas
continuações analíticas serão idênticas se não houver singularidades contidas entre os dois cami-
nhos.

Figura 2.29: Domínios de f(z) = (1− z)−1.

A propriedade descrita no teorema acima
é ilustrada na figura 2.28, na qual um ponto
na região R1 é ligado a um outro ponto na re-
gião Rn por dois caminhos simples (C1 e C2)
distintos. Os domínios R1, R2, . . . , Rn, . . . po-
dem ser definidos pelos raios de convergên-
cia das séries de Taylor que representam a
mesma função f(z) em diferentes regiões do
plano complexo. Se não houver pontos singu-
lares na região interna aos circulos na figura
2.28, então a continuação analítica de f(z) da
região R1 a Rn pelo caminho C1 será equiva-
lente à continuação analítica ao longo de C2.
Portanto,

f(z) =



f1(z), em R1

f2(z), em R2

...
...

fn(z), em Rn
...

...

As funções f1(z), f2(z), . . . , fn(z), . . . acima são
denominadas os elementos da função analítica completa f(z).

Exemplo 2.36. Considera-se a função f1(z) definida por

f1(z) =

∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + · · · .

Sabe-se que esta série de Taylor converge na região R1 : |z| < 1 para a funçãof(z) = 1/ (1− z), cujo
domínio é todo o plano complexo exceto o ponto z = 1. Como o domínio de f(z) se intersecciona
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com o domínio de f1(z), esta última é a única continuação analítica de f1(z) possível para |z| > 1
(exceto z = 1). Outras possíveis continuações analíticas de f(z) para a região à esquerda de z = 1
(ao longo do eixo real) são:

f2(z) =
1

2

∞∑
n=0

(
z + 1

2

)n
(Região R2 : |z + 1| < 2) , f3(z) =

1

1 + i

∞∑
n=0

(
z + i

1 + i

)n
(Região R3 : |z + i| < 2) .

A figura 2.29 ilustra estas três regiões.
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3
TEORIA DE GRUPOS ABSTRATOS

E
STE CAPÍTULO tem o objetivo básico de colocar o leitor em contato com um dos ramos mais
ativos da física e da matemática dos dias de hoje: a Teoria de Grupos e suas aplicações
ao estudo dos fenômenos físicos.

As origens históricas da teoria de grupos, como uma disciplina ou área da matemática, re-
montam a três áreas distintas: à teoria de números, à teoria de equações algébricas e à geome-
tria. A teoria de números obteve contribuições importantes do matemático e físico suiço Leo-
nhard Euler (1707 – 1783), juntamente com desenvolvimentos no campo da aritmética modular
oferecidos pelo matemático e físico alemão Carl Friederich Gauss (1777 – 1855), o qual tam-
bém identificou os grupos aditivos e multiplicativos de campos quadráticos. Resultados iniciais
acerca dos grupos de permutação foram obtidos pelos filósofos naturais italianos Joseph-Louis
Lagrange (1736 – 1813) e Paolo Ruffini (1765 – 1822) e pelo matemático norueguês Niels Henrik
Abel (1802 – 1829).

Contudo o termo grupo foi proposto pela primeira vez pelo matemático francês Évariste Ga-
lois (1811 – 1832), o qual estabeleceu a conexão, conhecida como teoria de Galois, entre a teoria
de grupos e a teoria de corpos abstratos. Na geometria, grupos são importantes na geometria
projetiva e para geometrias não-Euclideanas. Finalmente, os grupos de permutação foram defi-
nitivamente estabelecidos pelo matemático britânico Arthur Cayley (1821 – 1895) e pelo francês
Augustin-Louis Cauchy (1789 – 1857).

As diferentes contribuições para a teoria de grupos foram unificadas em meados de 1880.
Desde então, a mesma fomentou o surgimento de outros campos na matemática tais como a
álgebra abstrata e a teoria da representação (tratada no capítulo 5), entre outros.

A importância do estudo da Teoria de Grupos em física surgiu, basicamente, com o livro
do matemático, físico e filósofo alemão Hermann Klaus Hugo Weyl (1885 – 1955) intitulado
Gruppentheorie und QuantenmeĚanic,1 publicado em 1928, no qual o autor mostra que existe
uma íntima relação entre as leis gerais da Teoria Quântica e a Teoria de Grupos, ao observar
que todos os números quânticos, com exceção do número quântico principal n, são índices que
caracterizam as representações de grupo.

Uma das grandes aplicações práticas da Teoria de Grupos em física é vista no livro do físico
húngaro-norte-americano Eugene Paul Wigner (1902 – 1995) intitulado Gruppentheorie und ihre
Anwendung auf die QuantenmeĚanik der Atomspektren.2 Neste livro, publicado em 1944, evidencia-
se que todas as regras da espectroscopia atômica podem ser bem entendidas fazendo-se o estudo
das simetrias observadas nos resultados espectroscópicos. Neste estudo, Wigner empregou a
teoria originalmente criada por Évariste Galois em 1832.

O grande momento da aplicação em Física da Teoria de Grupos em Partículas Elementares
ocorreu em 1961, com a publicação de dois artigos independentes dos físicos: o norte-americano
Murray Gell-Mann (1929 –) e o israelense Yuval Ne´eman (1925 – 2006). Nestes trabalhos, ad-
mitindo que a Hamiltoniana de Interações Fortes fosse invariante pelo grupo SU(3) os autores
obtiveram, entre outros resultados, uma classificação coerente dos hádrons (usando as repre-
sentações de octetos desse grupo) e a previsão da existência de novas partículas elementares,
dentre as quais a partícula Ω−. Esta partícula foi detectada em 1964, em uma experiência sobre
o espalhamento de káons por prótons

(
K− + p −→ Ω− +K+ +K0

)
.

Deve se observar que anteriormente, em 1956, o físico japonês Shoichi Sakata (1911 – 1970)
havia sem sucesso usado o grupo SU(3) para classificar as Partículas Elementares. Observe-se
ainda que em 1964 Gell-Mann e, independentemente, o físico russo-norte-americano George

1Teoria de Grupos e Mecânica Quântica.
2Teoria de Grupos e sua Aplicação à Mecânica Quântica dos Espectros Atômicos.
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82 3.1. Definições e classificações iniciais

Zweig (1937 –) usaram uma outra representação do SU(3) (na forma de tripletos) para prever
a existência dos quarks. Estes até o momento não foram observados isoladamente. Um outro
grande momento da aplicação em Física da Teoria de Grupos ocorreu no começo da década de
1970 quando o físico norte-americano Nobel Kenneth Geddes Wilson (1936 – 2013) e o físico
britânico Michael Ellis Fisher (1931 –) aplicaram o Grupo de Renormalização aos fenômenos
críticos (transições de fases), retomando o que havia sido considerado por Gell-Mann e pelo
físico norte-americano Francis Eugene Low (1921 – 2007), em 1954.

De um modo geral, a aplicação da Teoria de Grupos a problemas físicos é dividida em duas
grandes áreas: considerações sobre simetria e considerações sobre problemas de autovalores.
Como exemplo do primeiro tipo, pode-se mencionar o estudo da simetria de um cristal, de
fundamental importância na Física da Matéria Condensada (Espectroscopia, Cristalografia, etc.).
No segundo tipo, um exemplo relevante é o estudo de invariâncias das equações de autovalores
resultantes de transformações de coordenadas (translações e rotações).

3.1 DEFINIÇÕES E CLASSIFICAÇÕES INICIAIS

A estrutura matemática denominada grupo faz parte de um conjunto amplo de entidades
abstratas denominadas estruturas algébricas, as quais consistem em determinados conjuntos
de objetos, para os quais estão definidas uma ou mais operações finitas, e no estudo das con-
sequentes propriedades matemáticas dessas operações sobre o conjunto. Além dos objetos de-
nominados grupos (os quais serão abordados aqui), também fazem parte deste conjunto outros
conceitos tais como semigrupo, monóide, corpo, espaço vetorial, álgebra, anel, módulo, etc. Neste
capítulo somente serão definidos e discutidos em detalhes os grupos. Algumas das outras es-
truturas algébricas existentes serão somente exemplificadas na seção 3.7.

Serão feitas inicialmente uma série de definições pertinentes à teoria de grupos, a partir das
quais as classificações básicas bem como alguns dos principais teoremas e consequências de
interesse para a física serão então apresentados e discutidos.

Definição 3.1 (Grupo). Um conjunto G, composto pelos elementos a, b, c, . . . , é denominado um
grupo frente a uma dada operação, denominada produto e representada pelo símbolo ∗, se seus
elementos satisfizerem as seguintes propriedades:

(PG 1) Condição de clausura: ∀a, b ∈ G, a ∗ b ∈ G.

(PG 2) Condição de associatividade: ∀a, b, c ∈ G, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

(PG 3) Elemento neutro ou unitário ou identidade: ∃I ∈ G tal que ∀a ∈ G, a ∗ I = I ∗ a = a.

(PG 4) Elemento inverso: ∀a ∈ G, ∃a−1 ∈ G tal que a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = I.

O conjunto G pode ser representado por G = {a, b, c, . . . }, ao passo que o grupo formado pelo
mesmo frente a operação ∗ é representado por

G .
= {a, b, c, . . . ; ∗} = {G; ∗} .

Definição 3.2 (Grupo comutativo ou Abeliano). Dado um grupo G = {G; ∗}, com G = {a, b, c, . . . },
se para todos a, b ∈ G ocorre

a ∗ b = b ∗ a,

diz-se que o grupo é comutativo ou Abeliano.3

A partir das definições acima, os seguintes exercícios podem ser propostos.

Exercício 3.1. Na definição 3.1, partindo dos lados esquerdos das propriedades (PG 3) e (PG 4),
demonstre os respectivos lados direitos.

Demonstração. Considera-se o produto
(
a−1 ∗ a

)
∗ a−1. Manipulando-se o mesmo, obtém-se(

a−1 ∗ a
)
∗ a−1 (2)

= a−1 ∗
(
a ∗ a−1

) (4)
= a−1 ∗ I

(3)
= a−1.

(3.1)

3Em homenagem ao matemático norueguês Niels Henrik Abel (1802 – 1829).
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Mas a−1 ∈ G, pela propriedade (1). Assim, a partir da propriedade (4), existe um elemento c ∈ G
o qual é o inverso de a−1, isto é, tal que

a−1 ∗ c = I.

Multiplicando-se agora a primeira e a última expressões em (3.1) à direita com o elemento c,
obtém-se [(

a−1 ∗ a
)
∗ a−1

]
∗ c = a−1 ∗ c = I.

Simultaneamente, o lado esquerdo deste resultado resulta em[(
a−1 ∗ a

)
∗ a−1

]
∗ c (2)

=
(
a−1 ∗ a

)
∗
(
a−1 ∗ c

)
=
(
a−1 ∗ a

)
∗ I (3)

= a−1 ∗ a.

Comparando-se os dois últimos resultados, conclui-se que

a−1 ∗ a = I,

o qual é o lado direito da propriedade (4), como se queria obter.
Dado agora o produto I ∗ a,

I ∗ a (4)
=
(
a ∗ a−1

)
∗ a (2)

= a ∗
(
a−1 ∗ a

)
.

Empregando o resultado acima,

I ∗ a = a ∗ I (3)
= a,

o qual é o lado direito da propriedade (3), como se queria obter.

Exercício 3.2. Dado o grupo G = {a, b, . . . , I, . . . ; ∗}, mostre que o elemento identidade é único.

Demonstração. A resolução é obtida via reductio ad absurdum. Suponha, ao contrário, que exista
um outro elemento I ′ ∈ G (I ′ 6= I) tal que para todo a ∈ G e pela propriedade (PG 3),

I ′ ∗ a = a ∗ I ′ = a.

Neste caso, se a = I, então
I ′ ∗ I = I.

Por outro lado, também da propriedade (PG 3),

a ∗ I = a.

Se agora for tomado a = I ′, então
I ′ ∗ I = I ′.

Comparando-se ambos os resultados, necessariamente conclui-se que I = I ′, contrariando a
premissa de que I ′ 6= I. Portanto, o elemento I é único.

Outro exercício possível consiste na demonstração da unicidade do elemento inverso, isto
é, para cada elemento a ∈ G existe um único elemento a−1 ∈ G tal que a propriedade (PG 4)
é satisfeita. A partir das definições e exercícios apresentados acima, algumas propriedades
adicionais de grupos podem ser demonstradas.

Propriedade 3.1 (Inverso do produto). Dado o grupo G = {G; ∗}, uma vez que para todo a ∈ G o
seu elemento inverso a−1 é único, segue então que, para a, b, . . . , y, z ∈ G,

(a ∗ b ∗ · · · ∗ y ∗ z) ∗
(
z−1 ∗ y−1 ∗ · · · ∗ b−1 ∗ a−1

)
(2)
= (a ∗ b ∗ · · · ∗ y) ∗

(
z ∗ z−1

)
∗
(
y−1 ∗ · · · ∗ b−1 ∗ a−1

)
(4,3)
= (a ∗ b ∗ · · · ∗ y) ∗

(
y−1 ∗ · · · ∗ b−1 ∗ a−1

)
= (a ∗ b ∗ · · · ) ∗

(
y ∗ y−1

)
∗
(
· · · ∗ b−1 ∗ a−1

)
...
= I.

Por conseguinte, pela propriedade (PG 1), como ambos os produtos iniciais pertencem a G, segue
de (PG 4) que a inversa de um produto é o produto dos inversos na ordem reversa, isto é,

(a ∗ b ∗ · · · ∗ y ∗ z)−1
= z−1 ∗ y−1 ∗ · · · ∗ b−1 ∗ a−1. (3.2)
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Propriedade 3.2 (Axioma da divisão). Dado o grupo G = {G; ∗}, para cada par de elementos
a, b ∈ G, existem outros elementos únicos c, d ∈ G tais que

a ∗ c = b e d ∗ a = b.

Ou seja, c = a−1 ∗ b e d = b ∗ a−1. Em geral, c 6= d, exceto se o grupo for Abeliano.

Propriedade 3.3 (Lei do cancelamento). Dado o grupo G = {G; ∗}, se existem os elementos
a, b, c ∈ G tais que

a ∗ b = a ∗ c ou b ∗ a = c ∗ a,

então, necessariamente,
b = c.

3.1.1 CLASSIFICAÇÃO DOS GRUPOS

As definições apresentadas a seguir permitem estabelecer a classificação básica dos diferen-
tes tipos de grupos.

Definição 3.3 (Ordem do grupo). O número total de elementos de um grupo é denominada a
ordem ou a cardinalidade do grupo. Dado o grupo G = {G; ∗}, a seguinte operação que resulta
na ordem do mesmo pode ser definida:

g = ord (G) = |G| . (3.3)

Desta forma, os grupos podem ser classificados inicialmente em:

Finitos: com um número finito de elementos. Um grupo finito pode ter seus elementos organi-
zados em uma tabela de multiplicações de grupo, discutida na seção 3.2.1.

Infinitos: com um número infinito de elementos. Um grupo infinito pode ser classificado como
discreto ou contínuo.

Definição 3.4 (Grupos infinitos discretos). Um grupo infinito G é discreto se os seus elementos
forem enumeráveis, isto é, se for possível estabelecer uma relação unívoca entre cada elemento
de G com um elemento do conjunto N∗. Um exemplo é próprio conjunto dos números inteiros
frente a operação de soma algébrica.

Definição 3.5 (Grupos contínuos). Um grupo infinito G cujos elementos são inumeráveis, mas
que podem ser identificados por um conjunto de parâmetros contínuos é denominado grupo
contínuo.

Pode-se afirmar que dois elementos do grupo estão “arbitrariamente próximos” entre si, de tal
forma que eles podem ser distinguidos através da variação de um conjunto de parâmetros {εi}
(i = 1, . . . ). Ou seja, estes podem ser identificados por funções do tipo f (ε1, ε2, . . . ) e as operações
de produto de grupo e inversão operam sobre essas funções. Uma classificação mais moderna
para este tipo de grupo é grupo topológico.

As seguintes classificações podem ser aplicadas a um grupo contínuo:

Dimensão: o número de parâmetros necessários para a identificação dos elementos do grupo .
Se G é um grupo contínuo, mas tal que cada elemento do mesmo pode ser identificado por
um conjunto finito de n (= 1, 2, . . . ) parâmetros reais, então esse grupo é denominado grupo
contínuo de n parâmetros ou grupo contínuo de dimensão n. Neste último caso, a a operação
n = dim (G) fornece a dimensão do mesmo.

Compacidade: um grupo contínuo é compacto se o espaço de seus parâmetros é compacto,
ou seja, se o espaço é fechado (contém todos os seus pontos limites) e limitado (a maior
distância entre qualquer ponto do espaço e todos os demais é finita). Uma outra maneira
de verificar se o espaço de parâmetros é compacto é se todas as sequências de Cauchy,4

inclusive o limite, estiverem contidas no espaço.

A partir destas definições e classificações básicas, alguns exemplos de grupos podem ser
agora apresentados.

4Ver definição 4.36.
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3.1.2 EXEMPLOS DE GRUPOS

Serão apresentados agora alguns exemplos importantes de grupos, bem como as notações
mais comuns adotadas para as suas identificações.

3.1.2.1 GRUPOS INFINITOS DISCRETOS

{Z; +}: grupo formado pelo conjunto de todos os números inteiros

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }

frente a operação de soma algébrica. Trata-se de um grupo Abeliano infinito, com I = 0 e,
para todo n ∈ Z, seu elemento inverso é simplesmente −n.

{Q; +}: o conjunto de todos os números racionais

Q = {n/m, tais que n,m ∈ Z e m 6= 0} ,

frente a operação de soma algébrica. Trata-se de um grupo Abeliano infinito.

{Q∗;×}: o conjunto de todos os racionais exceto 0, frente a operação de produto algébrico.
Grupo Abeliano infinito.

3.1.2.2 GRUPOS CONTÍNUOS COMPACTOS

Grupo ortogonal O (n): grupo formado pelas matrizes n × n reais ortogonais frente a multipli-
cação matricial. Se A ∈ O (n) é uma matriz real quadrada n×n e Ã a sua transposta,5 então
AÃ = ÃA = In, onde In é a matriz identidade.

Um exemplo importante do grupo O (n) é formado pelo conjunto das matrizes de rotações
ou reflexões de vetores no espaço Euclideano Rn.

Dimensão: O número total de elementos em uma matriz n × n é n2. A condição de ortogo-
nalidade AÃ = ÃA = In gera n2 relações entre os elementos da matriz; contudo, como AÃ é
uma matriz simétrica, somente metade das relações envolvendo os elementos fora da dia-
gonal principal são distintos. Portanto, o número de relações entre os elementos da matriz
é n2 −

(
n2 − n

)
/2 = n (n+ 1) /2 e, assim, o número de parâmetros independentes em uma

matriz do grupo O (n) (i. e., a dimensão do grupo), é igual a

dim [O (n)] = n2 − 1

2
n (n+ 1) =

1

2
n (n− 1) .

Compacidade: Se A ∈ O (n), então, como ÃA = In, resulta que
(

ÃA
)
jj

=
∑n
i=1A

2
ij = 1

(j = 1, . . . , n). Portanto, |Aij | 6 1, de onde segue que o espaço de parâmetros é necessaria-
mente fechado e limitado.

Grupo ortogonal especial SO (n): as matrizes do grupo O (n) possuem sempre determinante
igual a ±1. O grupo ortogonal especial SO (n) é composto somente por matrizes ortogonais
com determinante igual a +1. A dimensão do grupo SO (n) também é n (n− 1) /2. A de-
monstração da compacidade do SO (n) segue a linha de demonstração da compacidade do
O (n).

O caso particular do grupo de rotações SO (2) é mencionado a seguir.

Grupo de rotações SO (2): o conjunto das matrizes de rotações próprias6 de um vetor no
R3 em torno do eixo z por um certo ângulo θ7 forma um grupo contínuo Abeliano com-
pacto de dimensão 1, denotado por SO (2). Os elementos deste grupo são as matrizes
2× 2 R = R (θ), cujos componentes são

R11 = cos θ R12 = sen θ R21 = − sen θ R22 = cos θ.

O parâmetro contínuo do grupo é o ângulo 0 6 θ < 2π, o qual identifica cada ele-
mento do grupo e o produto de grupo é a multiplicação matricial. Dados então R1 =
R (θ1) ,R2 = R (θ2) ,R3 = R (θ3) ∈ SO (2), de acordo com a definição 3.1,

5Os símbolos Ã ou AT serão empregados alternativamente para representar a transposta da matriz A.
6Ver seção 6.2.1.
7Ver figura 6.1a.
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1. R (θ1) R (θ2)
.
=

{
R (θ1 + θ2) , θ1 + θ2 < 2π

R (θ1 + θ2 − 2π) , θ1 + θ2 > 2π
∈ SO (2).

2. R3 (R2R1) = (R3R2) R1.
3. Existe I = R (0) = I2 tal que I2R (θ) = R (θ) I2.
4. Para todo R (θ), existe R (2π − θ) tal que R (θ) R (2π − θ) = R (2π − θ) R (θ) = I2.

Grupo unitário U (n): grupo formado pelas matrizes n × n complexas unitárias frente a multi-
plicação matricial. Se U ∈ U (n), e U† é a sua Hermitiana conjugada, então UU† = In.

Dimensão: Dada a matriz U ∈ U (n), se uij = Reuij + i Imuij (i, j = 1, . . . , n) denotar generica-
mente os seus elementos, então o número total de parâmetros envolvidos na matriz é 2n2.
Agora, a condição de matriz unitária leva às relações

UU† = In =⇒
n∑
k=1

uiku
∗
jk = δij =⇒



n∑
k=1

|uik|2 = 1

n∑
k=1

uiku
∗
jk = 0, (i 6= j) .

Ou seja, há n relações para os casos i = j e 2
(
n2 − n

)
/2 relações distintas para i 6= j.

Portanto, a dimensão do U (n) é

dim [U (n)] = 2n2 −
[
n+

(
n2 − n

)]
= n2.

Compacidade: a demonstração da compacidade do U (n) também segue da compacidade do
O (n).

Grupo unitário especial SU (n): as matrizes do grupo U (n) possuem determinante com mó-
dulo unitário. O grupo unitário especial SU (n) é composto por aquelas matrizes unitárias
cujo determinante é igual a +1.

3.1.2.3 GRUPOS CONTÍNUOS NÃO COMPACTOS

{R; +}: grupo formado pelo conjunto de todos os números reais frente a operação de soma
algébrica.

Grupo Abeliano, com I = 0 e, para todo x ∈ R∗, a sua inversa é simplesmente −x.

{R∗;×}: grupo formado pelo conjunto de todos os números reais exceto 0, frente a operação de
produto algébrico.

Grupo Abeliano infinito, com I = 1 e para todo x ∈ R∗, x−1 = 1/x.

{C; +}: grupo Abeliano formado pelo conjunto de todos os números complexos frente a operação
de adição de números complexos.

{C∗;×}: grupo Abeliano formado pelo conjunto de todos os números complexos exceto 0, frente
a operação de produto de números complexos.

R3 .
=
{
R3; +

}
: grupo formado pelo conjunto de todas as ternas ordenadas

R3 = {(x1, x2, x3) , onde xi ∈ R (i = 1, 2, 3)} ,

frente a operação aditiva “+” tal que, dados a = (a1, a2, a3) e b = (b1, b2, b3) pertencentes a R3,

a+ b
.
= (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) ∈ R3.

Grupo Abeliano não compacto de dimensão 3, onde I = (0, 0, 0) ∈ R3 e, para cada a ∈ R3, o
seu elemento inverso é −a .

= (−a1,−a2,−a3) ∈ R3.

C3 .
=
{
C3; +

}
: grupo formado pelo conjunto de todas as ternas ordenadas

C3 = {(z1, z2, z3) , onde zi ∈ C (i = 1, 2, 3)} ,
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frente a operação aditiva “+” tal que, dados a = (a1, a2, a3) e b = (b1, b2, b3) pertencentes a C3,

a+ b
.
= (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) ∈ C3.

Grupo Abeliano não compacto de dimensão 3, onde I = (0, 0, 0) ∈ C3 e, para cada a ∈ C3, o
seu elemento inverso é −a .

= (−a1,−a2,−a3) ∈ C3.

Grupo geral linear GL (n,K): grupo formado pelas matrizes n×n com componentes pertencen-
tes ao corpo8 K (usualmente, K = R ou C) inversíveis, i. e., com determinante não nulo,
frente a multiplicação matricial. GL (n,K) é não-Abeliano se n > 1 e tem dimensão n2.

Grupo de Lorentz L: trata-se do grupo formado por todas as operações de isometria do espaço
de Minkowski que mantêm a origem do referencial fixa. O produto de grupo é novamente
a multiplicação matricial. Uma designação mais correta deste grupo é grupo de Lorentz
homogêneo.

O grupo de Lorentz é formado por todas as matrizes 4 × 4 L que realizam a transformação
de Lorentz9 entre dois referenciais inerciais O e O′, deslocando-se com velocidade relativa
v e também por todas as rotações espaciais próprias em torno da origem do referencial. A
transformação de Lorentz mantém a norma do espaço tempo de Minkowski invariante, ou
seja, as matrizes L mantêm invariante a forma quadrática

t2 − x2 − y2 − z2 L−→ t′2 − x′2 − y′2 − z′2 (c = 1) .

O grupo de Lorentz é não-Abeliano e de dimensão 6. O grupo é não-compacto porque o
espaço topológico de variação do parâmetro v não é compacto (fechado e delimitado), uma
vez que −c < v < c.

Exemplificando-se com 2 referenciais inerciais O e O′ que se deslocam ao longo dos eixos
x e x′ com velocidade relativa v, as transformações de Lorentz que mantêm invariante a
forma quadrática

t2 − x2 L−→ t′2 − x′2

são obtidas a partir dos sistemas de equações{
x′ = γ (x− vt)
t′ = γ (t− βx/c)

⇐⇒

{
x = γ (x′ + vt′)

t = γ (t′ + βx′/c) ,

sendo c a velocidade da luz no vácuo, γ =
(
1− β2

)−1/2
e β = v/c, então a matriz de transfor-

mação de Lorentz é (
x′

t′

)
= L (v)

(
x
t

)
, sendo L (v) =

(
γ −γv

−γβ/c γ

)
.

As matrizes L (v) formam um grupo (de dimensão 1) pois, da definição 3.1, constata-se que:

1. L1L2 = L (v1) L (v2) ∈ L.
Demonstração: realizando-se o produto,

L1L2 =

(
γ1 −γ1v1

−γ1β1/c γ1

)(
γ2 −γ2v2

−γ2β2/c γ2

)
= [γ1γ2 (1 + β1β2)]

(
1 − β1+β2

1+β1β2
c

− β1+β2
1+β1β2

1
c 1

)
.

A composição de velocidades na relatividade restrita é

v3 =
v1 + v2

1 + v1v2/c2
=

β1 + β2

1 + β1β2
c.

Portanto,
γ1γ2 (1 + β1β2) = γ3,

ou seja,

L1L2 =

(
γ3 −γ3v3

−γ3β3/c γ3

)
= L3 ∈ L.

8Ver seção 3.7.1.2.
9Nos textos em inglês, esta transformação é usualmente denominada boost.
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2. L1 (L2L3) = (L1L2) L3.

3. Existe I = L (0).

4. Para todo L (v) existe L (−v) tal que L (v) L (−v) = L (−v) L (v) = L (0).

Finalmente, uma maneira de se verificar a não-compacidade de L é obtida considerando-se
a rapidez η = tanh−1 (v/c). Neste caso, a matriz de Lorentz fica

L (η) =

(
cosh η − senh η
− senh η cosh η

)
e a variação do parâmetro fica mapeada em

v 7→ η =⇒ −c < v < c 7−→ R.

3.1.2.4 GRUPOS FINITOS

Zn: grupo formado pelas n raízes da unidade frente a multiplicação algébrica, ou seja, Zn =
{zp (p = 0, . . . , n− 1) ,×}, sendo que os {zp} satisfazem

zn = 1 =⇒ zp = ei2pπ/n, (p = 0, . . . , n− 1) .

Grupo cíclico Cn: grupo formado a partir de um único elemento a ( 6= I) a partir de multiplica-
ções sucessivas a = a1, b = a2, c = a3, etc.

Grupo de permutações: grupo formado pelas permutações de um conjunto de N objetos.

Grupo cristalográfico: grupo formado pelas operações de simetria de um cristal ou molécula
em uma rede cristalina.

Dentre os grupos finitos, os três últimos citados acima são particularmente importantes para
a física e serão abordados em maiores detalhes nas próximas seções.

3.2 GRUPOS FINITOS

Grupos finitos são importantes na física porque certas propriedades de sistemas físicos po-
dem ser agrupadas nestes. Um exemplo é o grupo formado pelas operações de simetria de um
cristal, o qual consiste na célula básica de uma rede cristalina em um sólido. Os grupos resul-
tantes, denominados grupos cristalográficos, serão estudados em mais detalhe na seção 3.4.

Outro grupo importante, tanto para a física quanto para a matemática, é o grupo formado
por todas as operações de permutação (ou de parte destas) possíveis em um conjunto com N
objetos. Este grupo é denominado grupo simétrico, e o mesmo será estudado em mais detalhes
na seção 3.2.3. A importância deste grupo é enfatizada pelo teorema de Cayley, o qual mostra
que o mesmo pode ser empregado para representar qualquer grupo finito.

Antes de se estudar estes grupos em particular, discute-se a construção das tabelas de mul-
tiplicação de grupo, as quais são empregadas para representar o grupo finito de forma diagra-
mática.

3.2.1 TABELA DE MULTIPLICAÇÃO DE GRUPO

Trata-se de um diagrama que representa tanto os elementos de um grupo quanto os resulta-
dos de todas operações binárias entre os elementos do mesmo.

Definição 3.6 (Tabela de multiplicação de grupo). Dado um grupo G = {G; ∗} finito, de ordem
g, formado a partir do conjunto

G = {I = a1, a2, a3, . . . , ag} .

Elabora-se uma tabela quadrada contendo, nas primeiras linha e coluna, os elementos de G na
mesma ordem e, no corpo da tabela, os resultados das operações de multiplicação de grupo
realizadas de forma matricial, ou seja, de tal forma que se ai ∈ G está na i-ésima linha da tabela
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e aj ∈ G está na j-ésima coluna (i, j = 1, . . . , g), então o elemento na posição ij será dado por
ai ∗ aj.

Com esta definição, a tabela de multiplicação do grupo G pode ser visualizada como
∗ I a2 a3 · · · ag
I I a2 a3 · · · ag
a2 a2 a2 ∗ a2 a2 ∗ a3 · · · a2 ∗ ag
a3 a3 a3 ∗ a2 a3 ∗ a3 · · · a3 ∗ ag
...

...
...

...
. . .

...
ag ag ag ∗ a2 ag ∗ a3 · · · ag ∗ ag

O conhecimento de parte de uma tabela de multiplicação pode também ser utilizado para a
dedução do restante da mesma, graças ao teorema do rearranjo, mencionado a seguir.

Teorema 3.1 (Teorema do rearranjo). Seja G = {G; ∗} um grupo finito de ordem g obtido a partir
do conjunto G = {I, a2, a3, . . . , ag}. Se ak ∈ G (k = 1, . . . , g), então cada elemento de G ocorre uma e
somente uma vez na sequência I ∗ ak = ak, a2 ∗ ak, a3 ∗ ak, . . . ,ak ∗ ak, . . . , ag ∗ ak.

Demonstração. Primeiro, demonstra-se que todos os elementos de G aparecem pelo menos uma
vez na sequência acima. Para tanto, se aj ∈ G, então devem existir ak, ar ∈ G (k, r = 1, . . . , g) tais
que ar = aj ∗ a−1

k . Logo, aj = ar ∗ ak deve fazer parte da sequência.
A unicidade de aj na sequência segue da lei do cancelamento (propriedade 3.3).

A sequência resultante da multiplicação de ak por todos os elementos de G, gerando nova-
mente todos os elementos do grupo, porém em outro arranjo de ordenamento, é muitas vezes
representada por

G ∗ ak = G, ou, simplesmente, Gak = G.
O teorema do rearranjo pode ser empregado para completar uma tabela de multiplicação

com vacâncias, pois, de acordo com o mesmo, nenhum elemento do grupo pode aparecer mais
de uma vez ao longo de uma linha ou de uma coluna.

Exemplo 3.1. O teorema do rearranjo é usado para completar a tabela de multiplicação do
grupo G = {I, A,B; ∗}, apresentada abaixo:

∗ I A B
I I A B
A A
B B

Resolução: De acordo com o teorema do rearranjo, o elemento na posição (2, 3): A ∗ B não pode
ser nem A nem B, pois ambos já estão presentes ao longo da linha e da coluna, respectivamente.
Logo, A ∗ B = I. Com isto, o preenchimento do restante da tabela é trivial. A tabela completa,
portanto, é:

∗ I A B
I I A B
A A B I
B B I A

Observa-se também como a multiplicação de cada elemento de G pelo grupo simplesmente reor-
ganiza o ordenamento de seus elementos: I ∗ G = {I, A,B}, A ∗ G = {A,B, I} e B ∗ G = {B, I,A}.

Definição 3.7 (Ordem do elemento do grupo). Dado o grupo G = {G; ∗} finito de ordem g,
qualquer elemento a ∈ G quando multiplicado por si mesmo, resultando nos elementos

a2 = a ∗ a, a3 = a ∗ a2, . . . ,

irá necessariamente resultar na identidade I ∈ G, após um máximo de g − 1 multiplicações.
Representando estas operações de multiplicação por

an = a ∗ · · · ∗ a︸ ︷︷ ︸
n vezes

(n ≥ 1) , (3.4a)

então deve existir um natural 1 6 m 6 g, o qual é o menor número tal que am = I; ou, em outras
palavras, a identidade deve resultar após m− 1 multiplicações de a por si mesmo. Este número
é denominado a ordem do elemento do grupo. A obtenção deste número pode ser representada
pela operação

m = ord (a) = |a| ,
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para todo a ∈ G.
Prosseguindo com a convenção de “potências” do elemento a ∈ G, se “potências positivas” an

(n > 0) são definidas por (3.4a), então, por extensão,

a0 = I (3.4b)

a−n =
(
a−1

)n
(3.4c)

an ∗ am = an+m (3.4d)

(an)
m

= anm, (n,m ∈ Z) , (3.4e)

onde a−1 ∈ G é o inverso de a.

Para qualquer grupo G = {G; ∗}, a identidade I ∈ G possui sempre a ordem 1, ord (I) = 1, pois
I1 = I. Por outro lado, se existe b ∈ G tal que b ∗ b = I, isto é, b é o seu próprio inverso, então
ord (b) = 2 sempre. Para todos os outros elementos a ∈ G (a 6= I e a 6= b), resulta ord (a) > 2.

Definição 3.8 (Período do elemento do grupo). Dado o grupo G = {G; ∗} finito de ordem g, seja
x ∈ G tal que ord (x) = n (n > 1). A sequência x, x2, x3, . . . , xn = I é denominada o período de x.

3.2.2 GRUPO CÍCLICO Cn
Dado o grupo G = {G; ∗} finito e de ordem g = ord (G). Dado um elemento a ∈ G (a 6= I), se

todos os seus demais elementos podem ser gerados a partir de a pela aplicação sucessiva das
multiplicações (3.4), então o conjunto de elementos G pode ser escrito como

G =
{
a, a2, a3, . . . , ag−1, I = ag

}
e o grupo é denominado cíclico. O elemento a é denominado o gerador de G e este fato é muitas
vezes representado por G = 〈a〉 = {an | n = 1, 2, . . . , g}.

Um grupo cíclico é sempre Abeliano.
As notações usualmente empregadas para representar um grupo cíclico são: Cg, 〈a〉 ou [a],

sendo g a ordem do grupo e a o seu gerador.

Definição 3.9 (Grau e base do grupo). Dado um grupo G = {G; ∗} e os elementos {a1, . . . , am} ∈
G. O número mínimo de geradores necessários para reproduzir a tabela de multiplicações de
G é denominado o grau do grupo. Por sua vez, o menor subconjunto de G também capaz de
reproduzir a tabela de multiplicações de G é denominada uma base do grupo. Observa-se que
um grupo pode conter mais de uma base.

3.2.3 O GRUPO SIMÉTRICO Sn
Considera-se um conjunto χ composto por n objetos quaisquer. Cada elemento desse con-

junto pode ser identificado por χi (i = 1, . . . , n), por exemplo, ou simplesmente pelo índice posici-
onal i. Neste caso, pode-se escrever

χ = {χ1, χ2, . . . , χn} ou, simplesmente, χ = {1, 2, . . . , n} .

O grupo simétrico de grau n sobre o conjunto χ = {1, 2, . . . , n} corresponde ao grupo cujos ele-
mentos são iguais a todas as operações de permutação possíveis ao ordenamento original de
χ.

O grupo simétrico sobre um conjunto χ qualquer é denotado de diferentes maneiras na lite-
ratura: Sχ, Σχ, Sχ ou Sym (χ). Se o conjunto é finito, χ = {1, 2, . . . , n}, então o grupo simétrico de
grau n sobre χ é denotado por: Sn, Σn, Sn, ou Sym (n). Neste caso, a ordem do grupo simétrico
finito é simplesmente o número total de permutações possíveis sobre as posições dos elementos
de χ, ou seja,

ord (Sn) = |Sn| = n!.

Dado o ordenamento original dos elementos de χ, denotado por χ = {1, 2, . . . , n}, uma opera-
ção de permutação sobre χ irá rearranjar os objetos contidos no mesmo de uma determinada
maneira. O ordenamento final obtido por esta operação será identificado por uma sequência
numérica contendo novamente os índices i = 1, . . . , n, porém num ordenamento que indica a
posição final de um dado objeto em relação à inicial.
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Estas permutações podem ser representadas com um total de |Sn| operadores através da
notação de duas linhas de Cauchy,

πp =

(
1 2 · · · n
p1 p2 · · · pn

)
, (3.5)

onde pj = i, com i, j = 1, . . . , n. A primeira linha de πp indica o ordenamento inicial dos elementos
de χ (antes da permutação), enquanto que a segunda linha indica o ordenamento em relação às
posições iniciais.

Há ao todo n índices pj os quais assumem valores entre 1 e n de forma excludente, ou seja,
não é possível ocorrer p1 = p2, por exemplo. Se p1 = i, isto indica que o objeto que estava ori-
ginalmente na i-ésima posição passou a ocupar a primeira posição no novo ordenamento dos
elementos de χ. Por sua vez, p2 = ` (` = 1, . . . , n, mas ` 6= i) indica que o objeto que estava origi-
nalmente na `-ésima posição passou a ocupar a segunda posição, e assim consecutivamente.

A operação de permutação πp sobre χ pode ser interpretado como uma bijeção do tipo

χ
πp7−→ χ,

ou seja, um mapeamento de χ sobre si mesmo. A aplicação de πp sobre χ resulta no mesmo
conjunto de objetos, porém rearranjados. Este “novo” conjunto pode ser identificado por ψ, por
exemplo, para ser distinguido de χ. Este procedimento pode ser representado por

ψ = πpχ.

Exemplo 3.2 (O grupo S3). Considere um conjunto de 3 objetos, χ = {1, 2, 3}. O número total de
permutações possíveis sobre χ é igual a 3! = 6. Esses operadores podem ser representados por

π1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
π2 =

(
1 2 3
1 3 2

)
π3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
π4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
π5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
π6 =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

Nota-se que π1 mantém o ordenamento original inalterado. A figura 3.1 ilustra todas essas
permutações na ordem de operadores apresentada acima.

O conjunto de operadores de permutação de 3 objetos é definido então como

S3
.
= {π1, π2, π3, π4, π5, π6} .

Posteriormente, no exercício 3.4, será demonstrado que este conjunto forma um grupo.

Após se realizar duas permutações consecutivas em χ, o ordenamento final pode ser descrito
na forma de um operador do tipo (3.5) através de uma composição de permutações. Se πa e πb
são dois operadores do tipo (3.5) e estes são aplicados consecutivamente sobre χ, o ordenamento
final pode ser descrito na forma de um terceiro operador πc, obtido a partir da operação

πb (πaχ) ≡ (πb ◦ πa)χ ≡ πbπaχ = πcχ. (3.6)

Figura 3.1: As 6 permutações possíveis sobre um con-
junto de 3 objetos.

Figura 3.2: Os ordenamentos finais de χ após as com-
posições π3 ◦ π2 = π5 e π2 ◦ π3 = π4.
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Desde já chama-se a atenção que, em geral, πb ◦ πa 6= πa ◦ πb.
A composição de permutações é um caso particular de uma composição de funções bijetoras,

ou seja, a operação resultante da aplicação de uma função bijetora à imagem de uma outra
função bijetora. A composição de permutações sobre o conjunto χ pode ser representada por

χ
πa7−→ χ

πb7−→ χ, ou seja, χ; πaχ; πb (πaχ) .

Exercício 3.3. Considere o mesmo conjunto de 3 objetos, χ = {1, 2, 3} e os operadores de per-
mutação empregados no exemplo 3.2. Realize as composições π3 ◦ π2 e π2 ◦ π3 e identifique os
operadores resultantes.
Resolução. Realizando-se as permutações, resulta

(π3 ◦ π2)χ = π3 (π2χ) = π3

[(
1 2 3
1 3 2

)
{1, 2, 3}

]
= π3 {1, 3, 2} =

(
1 2 3
2 1 3

)
{1, 3, 2} = {3, 1, 2} = π5χ.

Ou seja, π3 ◦ π2 = π5. Por sua vez,

(π2 ◦ π3)χ = π2

[(
1 2 3
2 1 3

)
{1, 2, 3}

]
=

(
1 2 3
1 3 2

)
{2, 1, 3} = {2, 3, 1} = π4χ.

Ou seja, π2 ◦ π3 = π4. A figura 3.2 ilustra estas composições.

3.2.3.1 VERIFICAÇÃO DOS AXIOMAS DE GRUPO

O grupo simétrico Sn sobre o conjunto χ = {1, 2, . . . , n} será formado, portanto, não pelos n
objetos que compõe χ, mas sim pelos |Sn| = n! operadores de permutação πp definidos em (3.5),
frente a composição de permutações (3.6), a qual é a operação de multiplicação de grupo. Ou
seja,

Sn = {π1, π2, . . . , πn!; ◦} .

Para verificar que Sn é de fato um grupo, este deve satisfazer os axiomas apresentados na
definição 3.1. Ou seja:

1. Clausura. Dados πa, πb ∈ Sn, a composição de permutações πa ◦ πb irá simplesmente gerar
um rearranjo dos elementos de χ. Portanto, πa ◦ πb ∈ Sn.

2. Associatividade. A condição de associatividade é satisfeita, porque a composição de fun-
ções bijetoras é uma operação associativa.

3. Identidade. A operação trivial de permutação

I =

(
1 2 3
1 2 3

)
tal que Iχ = χ

é o elemento identidade de Sn, pois para todo π ∈ Sn, I ◦ π = π ◦ I.

4. Elemento inverso. Toda bijeção possui uma função inversa que desfaz a operação inicial.
Em consequência, para toda permutação π ∈ Sn existe um elemento π−1 ∈ Sn tal que
π−1 ◦ π = π ◦ π−1 = I.

Exercício 3.4. Demonstre que o conjunto S3 forma um grupo, obtenha a ordem de cada ele-
mento e os períodos do grupo e construa a sua tabela de multiplicação.
Resolução. Os elementos de S3 já foram identificados no exemplo 3.2, com π1 = I. Realizando-se
todas as composições de permutações possíveis, é fácil verificar que

II = I π2I = π2 π3I = π3 π4I = π4 π5I = π5 π6I = π6

Iπ2 = π2 π2π2 = I π3π2 = π5 π4π2 = π6 π5π2 = π3 π6π2 = π4

Iπ3 = π3 π2π3 = π4 π3π3 = I π4π3 = π2 π5π3 = π6 π6π3 = π5
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Iπ4 = π4 π2π4 = π3 π3π4 = π6 π4π4 = π5 π5π4 = I π6π4 = π2

Iπ5 = π5 π2π5 = π6 π3π5 = π2 π4π5 = I π5π5 = π4 π6π5 = π3

Iπ6 = π6 π2π6 = π5 π3π6 = π4 π4π6 = π3 π5π6 = π2 π6π6 = I.

Portanto, as condições de clausura, associatividade e existência da identidade são satisfeitas.
Os elementos inversos são os seguintes:

I−1 = I π−1
2 = π2 π−1

3 = π3 π−1
4 = π5 π−1

5 = π4 π−1
6 = π6.

A condição de existência dos elementos inversos foi verificada. As ordens dos elementos de S3

são:

|I| = 1 |π2| = 2 |π3| = 2 |π4| = 3 |π5| = 3 |π6| = 2.

Assim, os períodos de S3 são:

I, {π2, I} , {π3, I} , {π4, π5, I} , {π6, I} .

Finalmente, a tabela de multiplicação de grupo é:
◦ I π2 π3 π4 π5 π6

I I π2 π3 π4 π5 π6

π2 π2 I π4 π3 π6 π5

π3 π3 π5 I π6 π2 π4

π4 π4 π6 π2 π5 I π3

π5 π5 π3 π6 I π4 π2

π6 π6 π4 π5 π2 π3 I
Observe como o teorema do rearranjo é obedecido pela tabela acima.

3.2.3.2 NOTAÇÃO DE CICLOS

Como o número total de operações de permutação possíveis em um conjunto de n objetos é
igual a n!, a ordem do grupo Sn cresce muito rapidamente com n. A notação de ciclos dos ope-
radores π ∈ Sn simplifica a identificação das operações possíveis e também facilita a construção
de seus subgrupos.

TRANSPOSIÇÕES. Uma transposição é uma permutação que atua somente sobre dois obje-
tos do conjunto χ, com a qual estes objetos têm suas posições trocadas no ordenamento original
de χ, mantendo os demais objetos fixos.

Dado o conjunto χ de n objetos, a transposição (mk) (m, k 6 n) troca a posição do m-ésimo
objeto pela posição do k-ésimo objeto, e vice-versa. Esta notação simplifica a representação do
operador de permutação quando este realiza somente uma transposição. Ou seja,

se π =

(
1 2 · · ·m · · · k · · · n
1 2 · · · k · · ·m · · · n

)
, pode-se escrever π = (mk) .

A composição de transposições entre (mk) e (r`) (com m, k, r, ` 6 n) pode ser representada por
(mk) ◦ (r`) ou, simplesmente, (mk) (r`), sempre mantendo a convenção direita → esquerda na
ordem das permutações. É possível verificar que o grupo Sn pode ser completamente gerado
através de composições das n− 1 transposições (12), (13), . . . , (1n).

Se uma permutação consistir em um número par de transposições, ela é denominada uma
permutação par. Se consistir em um número ímpar, é chamada de permutação ímpar. A compo-
sição de duas permutações pares ou ímpares resulta em uma permutação par, ao passo que a
composição de uma permutação par com uma permutação ímpar resulta em uma permutação
ímpar.

Exemplo 3.3. Os elementos de S3 definidos no exemplo 3.2 podem ser construídos pelas trans-
posições (12) e (13) da seguinte maneira:

π1 = (12) (12) π2 = (12) (13) (12) π3 = (12)

π4 = (12) (13) π5 = (13) (12) π6 = (13) .

Portanto, π1 = I, π4 e π5 são permutações pares, enquanto que π2, π3 e π6 são permutações
ímpares.
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CICLOS. Dados o conjunto de n objetos χ = {χ1, . . . , χn} e o grupo simétrico Sn, composto por
todas as permutações de χ. Uma particular permutação aplicada a χ é denominada um ciclo
se esta atua sobre um subconjunto σ ⊆ χ, permutando as posições dos elementos de σ de uma
maneira cíclica, mantendo os demais elementos de χ \ σ fixos. O conjunto σ é denominado a
órbita do ciclo.

Dado o grupo Sn, de ordem n!, um determinado elemento π ∈ Sn pode ser representado
genericamente, na notaçao de Cauchy, por

π =

(
1 2 · · · i · · · n
p1 p2 · · · pi · · · pn

)
.

Define-se agora a operação π (i) = pi, a qual indica que a i-ésima posição no ordenamento de
χ passa a ser ocupada pelo objeto que estava na posição pi. Ou seja, π (1) = p1, π (2) = p2, . . . ,
π (n) = pn.

Um ciclo de extensão k (ou ciclo-k) é uma permutação π ∈ Sn para a qual existe um elemento
x ∈ χ tal que os únicos elementos movidos pela permutação são x, π (x), π2 (x), . . . , πk (x) = x.

Como exemplo, observa-se que a permutação ψ ∈ S5 dada por

ψ =

(
1 2 3 4 5
4 2 1 3 5

)
,

contém um ciclo de extensão 3, uma vez que, dado χ = {1, 2, 3, 4, 5},

χ
ψχ7−→ {4, 2, 1, 3, 5} ψ

2χ7−→ {3, 2, 4, 1, 5} ψ
3χ7−→ {1, 2, 3, 4, 5} .

Ou seja,

ψ (1) = 4, ψ2 (1) = ψ (4) = 3, ψ3 (1) = ψ (3) = 1

ψ (3) = 1, ψ2 (3) = ψ (1) = 4, ψ3 (3) = ψ (4) = 3

ψ (4) = 3, ψ2 (4) = ψ (3) = 1, ψ3 (4) = ψ (1) = 4.

Observa-se que somente os objetos 1, 3 e 4 são permutados por ψ e de uma maneira cíclica,
sendo os objetos 2 e 5 mantidos fixos.

Para escrever um operador π na notação de ciclos, o procedimento é o seguinte:

1. Selecione um objeto qualquer x ∈ χ, abra parênteses e escreva: (x

2. Trace então a órbita de x, i. e., escreva os valores das aplicações sucessivas de π:
(
xπ (x) π2 (x) . . .

3. Repita o procedimento até obter novamente x; feche então o parênteses sem repetir o valor.
Para um ciclo-k resulta então:

(
xπ (x) . . . πk−1 (x)

)
.

4. Reinicie o procedimento com um elemento y ∈ χ que não esteja na órbita de x; ou seja:(
xπ (x) . . . πk−1 (x)

) (
y . . .

5. Repita até que todos os elementos de χ resultem escritos em ciclos.

Empregando este procedimento, o operador ψ acima é denotado, na notação de ciclos, por
ψ = (143) = (431) = (314).

O ordenamento dos termos no operador pode ser alterado de forma cíclica.
Na notação de ciclos, a ação πχ corresponde à troca cíclica nas posições dos objetos em χ de

acordo com a ordem indicada por π, no sentido direita 7−→ esquerda; ou seja,

π =
(
p1 99p2

��
· · ·

��
pn

�� )
.

Por exemplo, a ação de ψ = (143) resulta em

ψχ =
(

1 ==4
��

3
�� )

{1, 2, 3, 4, 5} = {4, 2, 1, 3, 5} .

Um ciclo deve ter uma extensão k > 2, pois k = 1 significa que o objeto não é trocado de
lugar. Entretanto, para a permutação ψ acima, pode-se acrescentar os símbolos (2) e (5), ψ =
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(143) (2) (5), os quais indicam que estes objetos permanecem fixos. Um cíclo de extensão 2 é uma
transposição, como definida anteriormente.

Dois ciclos são disjuntos se estes movem subconjuntos disjuntos de elementos de χ. Como
dois ciclos disjuntos comutam, todos os elementos de Sn podem ser escritos como composições
de ciclos disjuntos.

Por exemplo, para o ciclo ψ ∈ S5 definido acima,

ψ = (143) (2) (5) = (2) (5) (143) = (2) (143) (5) = (143) ,

sendo que a última notação omite os objetos que permanecem fixos. O elemento identidade de
Sn pode ser representado por I = (1) (2) · · · (n) ou simplesmente por I = (), mas a extensão da
identidade é k = 1.

Como qualquer permutação arbitrária, um ciclo de extensão maior que 2 sempre pode ser de-
composto em uma composição de ciclos menores de diversas formas. Sendo ζ = (i1i2i3 . . . ik−1ik) ∈
Sn um ciclo de extensão k (2 < k 6 n, ij = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k), as seguintes propriedades são
válidas:

• A ordem do ciclo é a sua extensão; isto é, ζk = I.

• O ordenamento das posições em ζ pode ser alterada de forma cíclica k − 1 vezes:

ζ = (i1i2i3 . . . ik−1ik) = (i2i3 . . . ik−1iki1) = · · · = (iki1i2i3 . . . ik−1)︸ ︷︷ ︸
k termos

.

• O ciclo ζ é igual à composição de dois ciclos, os quais possuem em comum a posição ij. Um
ciclo contém as posições 1 até j, enquanto que o outro ciclo parte de j e contém as posições
restantes. A composição de ciclos menores é então realizada na ordem inversa:

ζ = (i1 . . . ij . . . ik) = (ij . . . ik) (i1 . . . ij) .

• Um ciclo de extensão k > 2 sempre pode ser expresso como a composição de transposições
que possuem como posição em comum i1 ou ik. Ou seja, o ciclo ζ pode ser decomposto:

ζ = (i1i2i3 . . . ik) =


(i1i2) (i1i3) · · · (i1ik)

ou
(i1ik) (i2ik) · · · (ik−1ik) .

• Dada a permutação ζ, a permutação inversa ζ−1, tal que ζ ◦ ζ−1 = ζ−1 ◦ ζ = I, é

ζ−1 = (ikik−1 . . . i2i1) .

• A paridade do ciclo é obtida diretamente de sua extensão. Se Pζ é a paridade da permutação
ζ, então

Pζ = (−1)
k−1

=

{
+1, permutação par
−1, permutação ímpar.

O elemento identidade é sempre uma permutação par.

• A ordem de qualquer permutação é igual à sua extensão, pois se x ∈ χ é um elemento
movido pela permutação π de extensão k, então a sequência x, π (x) , π2 (x) , . . . , πk (x) = x
implica que πk = I.

Exemplo 3.4. Os elementos de S3 dados no exemplo 3.2 podem ser representados na notação
de ciclos por:

π1 = (1) (2) (3) = () π2 = (1) (23) = (23) π3 = (3) (12) = (12)

π4 = (123) = (12) (13) π5 = (132) = (13) (12) π6 = (2) (13) = (13) .

Exercício 3.5. Considere as seguintes permutações contidas em S6:

θ =

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 1 4 3

)
φ =

(
1 2 3 4 5 6
4 5 3 6 2 1

)
.

Expresse estes elementos na notação por ciclos, bem como as composições θ ◦ φ e φ ◦ θ.
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3.3 SUBGRUPOS, CLASSES LATERAIS E DE CONJUGA-
ÇÃO

Nesta seção serão discutidos alguns teoremas de subdivisões de um grupo finito genérico e
suas consequências. Contudo, as definições apresentadas e suas consequências podem também
ser aplicadas a grupos infinitos, o que será feito em seções posteriores.

3.3.1 SUBGRUPOS

A principal subdivisão possível de um grupo é um subgrupo do mesmo.

Definição 3.10 (Subgrupo). Dado um grupo G = {G; ∗}, um subgrupo H de G é formado a partir
de um subconjunto H ⊆ G que forma um grupo sob o mesmo produto de grupo ∗. Isto é, o
conjunto H deve satisfazer os axiomas de grupo (definição 3.1). Nestas condições o subgrupo
H = {H; ∗} é denotado por H ⊆ G. O grupo G é denominado o sobregrupo de H.

Um subgrupo H é denominado próprio se H ⊂ G. Por outro lado, qualquer grupo G possui
dois subgrupos triviais ou impróprios: H = {I; ∗} ou H = G.

Dado o grupo G = {G; ∗} e um subgrupo H ⊆ G, algumas propriedades simples de subgrupos
podem ser destacadas:

• Se I ∈ G é o elemento identidade, então, necessariamente, I ∈ H.

• Se G é Abeliano, então H também o é. A recíproca não é verdadeira.

• Dado qualquer elemento a ∈ G de ordem n = |a|, o período de a (definição 3.8) forma o
subgrupo cíclico

〈a〉 ⊆ G : 〈a〉 =
{
a, a2, . . . , an = I; ∗

}
.

• O subconjunto de elementos de G que pertencem a todos os subgrupos de G forma um sub-
grupo por si mesmo, embora este conjunto possa ser composto somente pela identidade.

Com relação aos subgrupos cíclicos próprios formados a partir dos períodos de determinados
elementos do grupo, uma nova definição é importante, a qual explicita o número mínimo de
geradores capazes de reproduzir o sobregrupo.

Dado um grupo G = {G; ∗} e o elemento a1 ∈ G que gera o subgrupo cíclico próprio 〈a1〉 ⊆ G.
Se 〈a1〉 ⊂ G, então deve existir outro elemento a2 ∈ G (a2 6= I), mas a2 /∈ 〈a1〉, tal que 〈a2〉 ⊂ G. Se
〈a1〉 ∪ 〈a2〉 6= G, então deve existir a3 ∈ G (a3 6= I) tal que a3 /∈ 〈a1〉 ∪ 〈a2〉, o qual gera o subgrupo
próprio 〈a3〉 ⊂ G. E assim por diante, até que existam m subgrupos próprios 〈ai〉 (j = 1, . . . ,m)
tais que 〈a1〉 ∪ 〈a2〉 ∪ · · · ∪ 〈am〉 = G.

EXEMPLOS DE SUBGRUPOS

Serão apresentados alguns exemplos de subgrupos obtidos a partir dos exemplos de grupos
apresentados até o momento.

Grupo de permutações Pnm. Dado o grupo simétrico Sn um subgrupo próprio Pnm ⊂ Sn é de-
nominado um grupo de permutações de m objetos se m < n ou seja, a ordem de Pnm deve
ser menor que a ordem de Sn.

Grupo alternante An. Dado o grupo simétrico Sn, para n > 2, sempre existirá um subgrupo
próprio denominado alternante, o que é composto pelas permutações pares de Sn. A ordem
de An é |An| = n!/2. Como I ∈ G é sempre uma permutação par, o conjunto das permutações
ímpares não forma um subgrupo de Sn.

Exemplo 3.5 (Subgrupos de S3). Dados os elementos de S3 identificados no exemplo 3.2, suas
paridades foram obtidas no exemplo 3.3. Portanto,

A3 =
{
π4, π5 = π2

4 , I = π3
4

}
.

No exercício 3.4 foi construída a tabela de multiplicação de S3. A partir desta, pode-se obter
os grupos de permutações 〈π2〉 = {π2,I}, 〈π3〉 = {π3, I} e 〈π6〉 = {π6, I}.

Portanto, o grupo S3 é de grau 4 e sua base é o conjunto {π2, π3, π4, π6}.
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Exercício 3.6. Mostre que o conjunto:

e = () , a = (12) , b = (34) , c = a ◦ b = (12) (34)

forma um subgrupo de permutação de S4.

3.3.2 CLASSES LATERAIS E O TEOREMA DE LAGRANGE

Uma classe lateral10 é um outro subconjunto importante de um grupo. Porém, de forma
distinta a um subgrupo, os elementos de uma classe lateral não necessariamente satisfazem os
axiomas de grupo. Contudo, a identificação das classes laterais de um grupo fornece informa-
ções importantes quanto aos subgrupos do mesmo.

Grupos de ordens 1 – 3 não possuem subgrupos próprios. Isto somente ocorre para grupos
de ordem maior ou igual a 4. Dado um grupo de ordem g, a existência ou não de subgrupos
próprios é determinada pelo teorema de Lagrange, o qual será exposto a seguir, após a definição
das classes laterais.

Dado um grupo G = {G; ∗} de ordem g e com elemento identidade I, que contém pelo menos
um subgrupo próprio H = {H; ∗} (H ⊂ G), de ordem h (h < g). Denota-se o conjunto H por

H = {H1, H2, . . . ,Hh} , sendo que Hj = I para algum j = 1, . . . , h.

Seja o elemento a tal que a ∈ G, mas a /∈ H. Formam-se então dois novos conjuntos através das
multiplicações de a por todos os elementos de H. Estas multiplicações podem ser realizadas pela
esquerda ou pela direita; desta forma, os novos conjuntos serão respectivamente representados
por

aH .
= {a ∗H1, a ∗H2, . . . , a ∗Hh}

Ha .
= {H1 ∗ a,H2 ∗ a, . . . ,Hh ∗ a} .

Deve ser enfatizado aqui que, em geral, a ∗ Hj 6= Hj ∗ a. Definem-se então as seguintes classes
laterais.

Definição 3.11 (Classes laterais). Dado um grupo G = {G; ∗} de ordem g, que contém pelo
menos um subgrupo próprio H = {H; ∗} (H ⊂ G), de ordem h (h < g). Seja o elemento a tal que
a ∈ G, mas a /∈ H. Então,

aH = {a ∗Hj : j = 1, . . . , h} é uma classe lateral à esquerda de H em G
Ha = {Hj ∗ a : j = 1, . . . , h} é uma classe lateral à direita de H em G.

A importância na formação das classes laterais reside no seguinte teorema.

Teorema 3.2 (Teorema de Lagrange). Seja G = {G; ∗} um grupo finito de ordem g. Seja H =
{H; ∗} um subgrupo de G de ordem h. Então, a ordem de H é um divisor da ordem de G, ou seja,

g

h
= m, onde m ∈ N \ {0} ,

onde m é denominado o índice do subgrupo H sob o grupo G.

Demonstração. Dados o grupo G = {G; ∗} de ordem g e com elemento identidade I, e um subgrupo
H = {H; ∗} de ordem h. Se H é um subgrupo impróprio, então h = 1 ou h = g e o teorema é
trivialmente satisfeito.

Se H é um subgrupo próprio de G, então existe pelo menos um elemento a1 ∈ G tal que a1 /∈ H.
Forma-se então a classe lateral a1H, por exemplo. Se H∪a1H 6= G, ou seja, se H e o coset a1H não
contêm todos os elementos de G, então existe pelo menos um outro elemento a2 ∈ G mas tal que
a2 /∈ H e a2 /∈ a1H. Forma-se então um segundo coset a2H = {a2H1, . . . , a2Hh}, cujos elementos
não estão contidos nem em H nem em a1H. Verifica-se então se H ∪ a1H ∪ a2H = G. Se isto não
for satisfeito, o processo é continuado até que se forme um conjunto de classes laterais {ajH}
(j = 1, . . . , k, k > 1) tais que

H ∪ a1H ∪ a2H ∪ · · · ∪ akH = G.
10Em inglês: coset. Este termo será usado como designação compacta de classe lateral.
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A operação acima em teoria de grupos é escrita como

H+ a1H+ a2H+ · · ·+ akH = G,

onde, neste contexto, a operação “+” corresponde à união de conjuntos. Da mesma forma,

H+Ha1 +Ha2 + · · ·+Hak = G.

Como H e todas as classes laterais {ajH} contêm um número de elementos igual a h, então

(k + 1)h = g =⇒ g

h
= m ∈ N \ {0} .

A partir do teorema de Lagrange, o seguinte corolário pode ser obtido.

Corolário 3.1 (Lagrange). Seja G = {G; ∗} um grupo finito de ordem g. Seja a ∈ G um elemento
de ordem n. Então,

g

n
= m ∈ N \ {0} , para todo a ∈ G.

Exercício 3.7. Verifique o teorema de Lagrange para o grupo S3, usando o subgrupo A3, e mostre
como S3 é formado pela união de A3 com suas classes laterais.
Resolução. Como |S3| = 3! = 6, os únicos subgrupos possíveis têm ordens 1, 2, 3 e 6. Os
elementos de S3 foram identificados no exemplo 3.2, enquanto que os elementos de A3 foram
obtidos no exemplo 3.5. Os elementos que não pertencem a A3 são π2, π3 e π6. A tabela de
multiplicações de S3 foi deduzida no exercício 3.4. Formam-se então os cosets:

π2A3 = {π2, π3, π6} , π3A3 = {π3, π6, π2} , π6A3 = {π6, π2, π3} .

Ou seja,
S3 = A3 + π2A3 = A3 + π3A3 = A3 + π6A3.

Nota-se que os três cosets são o mesmo, pois A3 ∪ π2A3 = S3. Portanto, os subgrupos de S3 são:

{I} , 〈π2〉 , 〈π3〉 , 〈π6〉 , A3, S3.

O exercício a seguir mostra como o teorema de Lagrange pode ser usado para se determinar
a tabela de multiplicação de um grupo finito.

Exercício 3.8. Obtenha as tabelas de multiplicação dos possíveis grupos de ordem 6 a partir do
teorema de Lagrange.
Resolução. Como g = 6, segue do corolário 3.1 que a ordem de qualquer um de seus elementos
é um divisor de g, ou seja, 1, 2, 3 ou 6. A primeira estrutura possível consiste em um grupo
cíclico cujo gerador é o elemento a, ou seja, G = 〈a〉 =

{
a, a2, a3, . . . , a5, a6 = I

}
.

Para verificarmos outras estruturas, assume-se que não há nenhum elemento de ordem 6.
Suponha então que o elemento a seja agora de ordem 3. Neste caso, G possui o subgrupo
〈a〉 =

{
a, a2, I

}
. Necessariamente então G deve conter um outro elemento b /∈ 〈a〉, com o qual

pode-se construir a classe lateral b 〈a〉 =
{
b, ba, ba2

}
. Ou seja, G =

{
I, a, a2, b, ba, ba2

}
. Agora, a

ordem de b pode ser 2 ou 3. Se |b| = 3, o elemento b2 deve ser um dos listados anteriormente,
exceto I. Além disso, as possibilidades b2 = b, ba ou ba2 implicam em b = I, a ou a2, ou que
contradiz a hipótese de que b /∈ 〈a〉. Por outro lado, a possibilidade b2 = a implica ba = I e
b2 = a2 implica ba2 = I, o que também contradiz a hipótese. Portanto, necessariamente, |b| 6= 3,
implicando que |b| = 2. Estas conclusões já permitem a obtenção dos termos em azul na tabela
de multiplicação abaixo. Agora, pelo teorema do rearranjo, ab = ba ou ba2. A hipótese ab = ba

leva a: (ab)
2

= (ab) (ab) = (ab) (ba) = a2, (ab)
3

= a2 (ab) = b, (ab)
4

= a, (ab)
5

= ba2 e (ab)
6

= I, o que
contraria a hipótese de que G não é cíclico. Portanto, ab = ba2, o que leva aos demais termos (em
vermelho) da tabela de multiplicação.

Verifica-se facilmente que a estrutura deste grupo é idêntica à estrutura do S3; ou seja, este
grupo é isomórfico11 ao S3.

I a a2 b ba ba2

a a2 I ba2 b ba
a2 I a ba ba2 b
b ba ba2 I a a2

ba ba2 b a2 I a
ba2 b ba a a2 I

11Ver seção 3.6.
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O teorema de Lagrange também pode ser empregado para a decomposição de grupos infinitos,
como mostra o exemplo a seguir para um grupo discreto.

Exemplo 3.6. Seja G = {Z; +} e H ⊂ G tal que

H = {4n : n ∈ Z; +} = {. . . ,−8,−4, 0, 4, 8, . . . ; +} .

Então, pode-se construir os cosets

(1 +H) = {. . . ,−7,−3, 1, 5, 9, . . . } = {4n+ 1 : n ∈ Z} ,
(2 +H) = {. . . ,−6,−2, 2, 6, 10, . . . } = {4n+ 2 : n ∈ Z} ,
(3 +H) = {. . . ,−5,−1, 3, 7, 11, . . . } = {4n+ 3 : n ∈ Z} ,

de tal forma que
G = H+ (1 +H) + (2 +H) + (3 +H) ,

pois (4 +H) = {4n+ 4 : n ∈ Z} = H. Portanto, H possui índice 4 em G.

3.3.3 CLASSES DE CONJUGAÇÃO

Nas seções anteriores verificou-se como um grupo pode ser subdividido em subgrupos ou em
classes laterais. Verificou-se também que há mais de uma maneira de se dividir um grupo, de
forma consistente com o teorema de Lagrange. Como resultado, um determinado elemento do
grupo pode resultar em diferentes conjuntos, dependendo de qual subgrupo é usado para se
construir as classes laterais.

Deve existir então uma maneira de se particionar um grupo qualquer de tal forma que os
subconjuntos resultantes sejam compostos por elementos que possuam algum tipo de “afini-
dade” entre si. Uma maneira de se realizar este particionamento ordenado do grupo é através
das classes de conjugação.

Definição 3.12 (Relação de equivalência). Uma dada relação binária “∼” sobre um conjunto
S é denominada uma relação de equivalência sobre S se e somente se, para quaisquer elementos
a, b, c ∈ S, as seguintes propriedades são satisfeitas:

1. Reflexividade: a ∼ a.

2. Simetria: Se a ∼ b então b ∼ a.

3. Transitividade: Se a ∼ b e b ∼ c, então a ∼ c.

Uma particular relação de equivalência pode ser empregada para particionar um grupo em
classes, tais que um determinado elemento do grupo pertence a somente uma classe e todos os
membros dessa classe são equivalentes entre si.

Existem várias notações distintas para uma relação de equivalência. Dado o conjunto S e o
elementos a, b ∈ S, se estes elementos são equivalentes entre si com respeito a uma dada relação
de equivalência R, isto pode ser representado por a ∼ b ou a ≡ b, se não houver ambiguidade
quanto à relação de equivalência, ou, em caso contrário, como a ∼R b, a ≡R b ou ainda aRb.

Alguns exemplos de relações de equivalência:

• ∼: “É igual a” sobre o conjunto R.

• ∼: “Têm o mesmo aniversário” sobre um conjunto de pessoas.

• ∼: “É congruente a” sobre o conjunto de todos os triângulos.

• ∼: “Têm a mesma imagem da função” sobre o conjunto dos elementos do domínio da
função.

• ∼: “Têm o mesmo cosseno” sobre o conjunto de todos os ângulos.

Percebe-se então que dado um conjunto S qualquer, nem sempre é possível determinar uma
relação de equivalência entre todos os seus elementos. Da mesma forma, se dois elemento de S
são equivalentes, os demais elementos não necessariamente são equivalentes aos dois primeiros.
Portanto, faz-se necessária a definição de uma classe de equivalência, a seguir.
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Definição 3.13 (Classe de equivalência). Dado um conjunto S e o elemento a ∈ S, a classe de
equivalência de a frente a relação de equivalência R é definida como o conjunto [a]R tal que

1. [a]R = {b ∈ S | a ∼R b}.

2. Todo elemento a ∈ S pertence a exatamente uma classe.

Quando não há ambiguidade, a classe de equivalência do elemento a pode ser denotada
simplesmente por [a] ou Ca.

A propriedade (2) na definição de classe de equivalência é, na verdade, uma consequência
da definição da mesma. Para demonstrar isso, seja a ∈ S e [a] a sua classe de equivalência.
Claramente, a ∈ [a] por reflexividade. Supõe-se agora que exista um outro elemento b ∈ S,
formando a classe [b], mas tal que a ∼ b. Se c ∈ S é tal que c ∈ [b], então b ∼ c. Porém, por
transitividade, a ∼ c, o que significa que c ∈ [a]. De forma inversa, pela lei de reflexividade b ∼ a;
então, se c ∈ [a], isto implica que c ∈ [b]. Ou seja, necessariamente [a] = [b].

A partir da definição de classe de equivalência, o seguinte corolário pode ser demonstrado:

Corolário 3.2. Dados o conjunto S e os elementos a, b ∈ S, com as classes de equivalência [a]R e
[b]R frente a relação de equivalência R. Então ou [a]R = [b]R ou [a]R

⋂
[b]R = ∅ e a coleção de todas

as classes Ci é uma partição de S, ou seja, todo elemento de S pertence a uma e somente uma
classe de equivalência.

Demonstração. Supõe-se inicialmente que [a]R e [b]R são subconjuntos distintos, mas com pelo
menos um elemento c em comum. Então, a ∼ c e b ∼ c e pelas leis de simetria e transitividade
a ∼ b. Contudo, isto implica que [a]R = [b]R, o que contradiz a hipótese de que os conjuntos são
distintos. Portanto, [a]R

⋂
[b]R 6= ∅.

Por outro lado, dadas as classes [a]R e [b]R, qualquer outro elemento c ∈ S ou está em uma
das classes já definidas ou constitui uma nova classe. Este processo pode ser seguido até que as
coleção de todas as classes de equivalência exaurem S, i. e., todo elemento de S está em alguma
classe.

A partição mencionada no corolário 3.2 possui um nome próprio, de acordo com a definição
abaixo.

Definição 3.14 (Espaço fator). Dado o conjunto S, a sua partição dada pela união de todas as
suas classes de equivalência frente a relação R, denotada por S/R,

S/R
.
= {[a]R | a ∈ S} ,

é denominada o espaço fator, ou o espaço quociente ou ainda o conjunto quociente de S.

Até este momento, o tipo de relação de equivalência é geral. Para a teoria de grupo em par-
ticular, uma relação de equivalência importante é aquela que define uma classe de conjugação,
através de relações de conjugação entre seus elementos.

Definição 3.15 (Conjugação). Dado um grupo G = {G; ∗}, dois elementos a, b ∈ G são ditos
conjugados se existe um elemento c ∈ G tal que12

c−1 ∗ a ∗ c = b.

Diz-se também que b é o equivalente de a, ou que b é o transformado de a por c.
A importância dos elementos conjugados em um grupo está no fato de que estes pertencem

a uma classe de equivalência, de acordo com as definições 3.12 e 3.13. Ou seja, se a, b ∈ G são
conjugados entre si, pode-se dizer que a ∼ b.

Para verificar que a condição de conjugação realmente consiste em uma relação de equiva-
lência, é necessário que satisfaça os axiomas da definição 3.12, a saber:

1. Reflexividade: a ∼ a, pois dado o elemento identidade I ∈ G, I−1aI = IaI = a.

2. Simetria: se a ∼ b, então existe c ∈ G tal que b = c−1ac. Portanto, existe c−1 ∈ G tal que(
c−1
)−1

b
(
c−1
)

=
((
c−1
)−1

c−1
)
a
(
cc−1

)
= a.

Ou seja, a ∼ b implica em b ∼ a.

12Alguns textos definem a operação de conjugação como b = c ∗ a ∗ c−1, a qual é equivalente.
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3. Transitividade: se a ∼ b e b ∼ c, então existem d, e ∈ G tais que b = d−1ad e c = e−1be.
Portanto,

c = e−1
(
d−1ad

)
e =

(
e−1d−1

)
a (de) = (de)

−1
a (de) ,

de acordo com a propriedade (3.2) do inverso do produto. Como necessariamente de, (de)−1 ∈
G, isto implica em c ∼ a.

Estes resultados estabelecem que a conjugação entre dois elementos do grupo é uma relação
de equivalência. Em consequência, estes elementos pertencem a mesma classe de equivalência,
agora denominada classe de conjugação.

Definição 3.16 (Classe de conjugação). Dado o grupo G = {G; ∗} e o elemento a ∈ G, o conjunto

[a] ≡ Ca =
{
b−1 ∗ a ∗ b, ∀b ∈ G

}
forma uma classe de equivalência, denominada classe de conjugação de a.

Algumas consequências importantes desta definição devem ser mencionadas:

• O elemento a ∈ G pertence à sua própria classe de conjugação, pois escolhendo b = a,
a−1 ∗ a ∗ a = a; ou seja, a ∈ [a].

• Se a, b ∈ G são tais que a ∼ b, então [a] = [b]. Isto é uma consequência direta do corolário
3.2.

• Se a, b ∈ G são tais que a � b, então [a] 6= [b]. Também uma consequência do corolário 3.2.

• Se o elemento a é tal que am = I, então todos os elementos de Ca têm a mesma ordem.

• Se [I] é uma classe de conjugação contendo o elemento identidade I ∈ G, então, para todo
a ∈ G,

a−1 ∗ I ∗ a = I.

Ou seja, [I] = {I}; a classe de conjugação de I contém somente este elemento.

• Se a ∈ G está em uma classe por si próprio, então a conjugação c = b−1 ∗ a ∗ b para todo
b ∈ G deve necessariamente implicar que c = a. Mas, como

a =
(
b ∗ b−1

)
∗ a ∗

(
b ∗ b−1

)
= b ∗

(
b−1 ∗ a ∗ b

)
∗ b−1 = b ∗ c ∗ b−1 = b ∗ a ∗ b−1,

conclui-se que a ∗ b = b ∗ a para todo b ∈ G. Portanto, a comutação de a com todos os
elementos de G é uma condição necessária e suficiente para que [a] = {a}. Isto ocorre com
I ∈ G, mas ocorre também em um grupo Abeliano; ou seja, cada elemento deste grupo
forma uma classe por si próprio.

Teorema 3.3 (Centro do grupo). Seja o grupo G = {G; ∗}. Dado o conjunto S ⊆ G, composto pelos
elementos de G que formam classes por si próprios, este conjunto forma um subgrupo Abeliano de
G, denominado o centro do grupo.

Demonstração. Para todo grupo G, existe pelo menos um elemento em S que forma uma classe
por si próprio: o elemento identidade. Portanto, I ∈ S. Se este é o único elemento em S, então o
subgrupo é Abeliano.

Se houver pelo menos um outro elemento de G que forma uma classe em si próprio, então
S possui pelo menos dois elementos. Assim, se s1, s2 ∈ S, então s1b = bs1 e s2b = bs2, para todo
b ∈ G. Portanto,

1. Clausura: (s1s2) b = s1 (bs2) = b (s1s2); ou seja, s1s2 ∈ S.

2. Elemento inverso: Se s1b = bs1, então s−1
1 (s1b) s

−1
1 = s−1

1 (bs1) s−1
1 implica em bs−1

1 = s−1
1 b; ou

seja, s−1
1 ∈ S.

3. Grupo Abeliano: s1s2 = s1bb
−1s2 = bs1s2b

−1 = bs2s1b
−1 = s2s1.
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3.3.4 SUBGRUPOS INVARIANTES E GRUPO FATOR

A partir das definições e propriedades das classes de conjugações, é possível construir-se
uma classe importantes de subgrupos. As definições a seguir pertencem a essa classe.

Definição 3.17 (Subgrupo conjugado). Dados um grupo G = {G; ∗} e um subgrupo H ⊆ G. A
partir de qualquer elemento a ∈ G, pode-se formar o conjunto

a−1Ha .
=
{
a−1 ∗ h ∗ a, ∀h ∈ H

}
,

o qual é também um subgrupo de G, denominado subgrupo conjugado de H em G.

Tomando diversos elementos distintos de G, é possível formar-se vários subgrupos conjuga-
dos distintos. Dentre os possíveis subgrupos conjugados, pode existir um tipo especial para o
qual a−1Ha = H, para todo a ∈ G. Este é denominado um subgrupo invariante.

Definição 3.18 (Subgrupo invariante). Dados um grupo G = {G; ∗}, um subgrupo H ⊆ G e o
conjunto {h1, h2} ⊆ H. Se, para todo a ∈ G, ocorrer que a−1 ∗h1 ∗a = h2, ou, de forma equivalente,
se h1 ∗ a = a ∗ h2, então o subgrupo H é denominado um subgrupo invariante (ou auto-conjugado,
ou ainda divisor normal) em G.

Pode-se representar um subgrupo invariante na forma de classes laterais como

aH = Ha, (∀a ∈ G) .

Esta notação permite uma definição equivalente para um subgrupo invariante como aquele para
o qual as classes laterais à esquerda e à direita são as mesmas, para qualquer a ∈ G.

Consequências e propriedades importantes desta definição:

• Qualquer grupo G contém dois subgrupos invariantes triviais ou impróprios: H = G e
H = {I}.

• Se h ∈ H, então todos os elementos do conjunto
{
a−1 ∗ h ∗ a, ∀a ∈ G

}
também estão em H.

Ou seja, um subgrupo H ⊆ G é invariante se e somente se ele contiver os elementos de G
em classes completas; isto é, H deve conter todos ou nenhum elemento de uma ou mais
classes de G.

• Dado o grupo G = {G; ∗} e um subgrupo invariante H ⊆ G, o produto de duas classes
laterais de H também é uma classe lateral, pois, dados {a, b} ∈ G,

(aH) (bH) = a (Hb)H = a (bH)H = (ab) (HH) = (ab)H.

Foi introduzida aqui a operação de multiplicação de cosets, definida de tal forma que

(aH) (bH)
.
= {(a ∗ h1) ∗ (b ∗ h2) , ∀h1, h2 ∈ H} .

• Igualmente, o produto de H por uma classe lateral resulta na própria classe lateral,

H (aH) = (aH)H = a (HH) = aH.

• Da mesma forma, o produto de uma classe lateral pela sua “classe inversa” resulta no
subgrupo invariante; isto é, dado a ∈ G e o coset aH, deve existir o elemento inverso a−1 ∈ G,
cujo coset é a−1H (o coset inverso). Então,(

a−1H
)

(aH) = a−1 (Ha)H = a−1 (aH)H =
(
a−1a

)
(HH) = H.

Nota-se também que o subgrupo normal H pode ser considerado o elemento identidade
frente a operação de multiplicação de cosets.

Outras definições importantes são apresentadas a seguir.

Definição 3.19 (Grupo simples ou semisimples). Um dado grupo G é denominado:

Simples: caso não possua nenhum subgrupo invariante próprio.

Semisimples: caso nenhum de seus subgrupos invariantes próprios seja Abeliano.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 05/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 3. Teoria de Grupos Abstratos 103

Apresenta-se finalmente o importante teorema a seguir.

Teorema 3.4 (Grupo fator). Dados o grupo G = {G; ∗} e um subgrupo invarianteH ⊆ G, o conjunto
formado por H e por todas as suas classes laterais forma um grupo, denominado grupo fator ou
grupo quociente, frente a operação de multiplicação de cosets. O grupo fator é representado por
G/H e sua ordem, se |G| for finita, é a razão |G| / |H|.

Exercício 3.9. Dado o grupo S3, obtenha suas classes de conjugação, seus grupos invariantes
e seus grupos fatores.
Resolução. O grupo S3 foi definido no exemplo 3.2 e sua tabela de multiplicação foi obtida no
exercício 3.4.

Classes: a primeira classe trivial é [π1] ≡ [I] = {I}. Para [π2]:

Iπ2I = π2 π−1
2 π2π2 = π2 π−1

3 π2π3 = π6

π−1
4 π2π4 = π6 π−1

5 π2π5 = π3 π−1
6 π2π6 = π3.

Portanto, [π2] = [π3] = [π6] = {π2, π3, π6}. Para [π4]:

Iπ4I = π4 π−1
2 π4π2 = π5 π−1

3 π4π3 = π4

π−1
4 π4π4 = π4 π−1

5 π4π5 = π4 π−1
6 π4π6 = π5.

Portanto, [π4] = [π5] = {π4, π5}. O grupo S3 é formado por 3 classes de conjugação distintas.
Subgrupos invariantes: no exemplo 3.5 foi mostrado que os subgrupos próprios de S3 são:

A3, 〈π2〉, 〈π3〉 e 〈π6〉. Cada subgrupo será testado agora quanto a sua invariância. Para A3:

IA3I = A3 π−1
2 A3π2 = π−1

2

{
I
π4
π5

}
π2 =

{
I
π5
π4

}
= A3 π−1

3 A3π3 =
{
I
π5
π4

}
π−1

4 A3π4 =
{
I
π4
π5

}
π−1

5 A3π5 =
{
I
π4
π5

}
π−1

6 A3π6 =
{
I
π5
π4

}
.

Portanto, o subgrupo A3 é invariante. Para 〈π2〉:

I 〈π2〉 I = 〈π2〉 π−1
2 〈π2〉π2 = π−1

2

{
I
π2

}
π2 = 〈π2〉 π−1

3 〈π2〉π3 =
{
I
π6

}
6= 〈π2〉 .

Portanto, 〈π2〉 não é invariante. O mesmo pode ser verificado para 〈π3〉 e 〈π6〉. O único grupo
normal é A3.

Grupo fator: no exercício 3.7 foi demonstrado que há somente uma única classe lateral de A3:
π2A3. Portanto, o grupo fator é

S3/A3
.
= {A3, π2A3} ,

sendo que, neste grupo, I = A3. Observa-se também que |S3/A3| = |S3| / |A3| = 2.

3.4 GRUPOS DE SIMETRIA

Simetria, tanto para as ciências naturais (física, química, biologia, etc) quanto para a mate-
mática possui significado semelhante, embora o conceito seja aplicado a diferentes objetos ou
estruturas.

Para a matemática, o termo simetria está relacionado à invariância das estruturas matemá-
ticas abstratas. Por esta razão, simetria não ocorre somente em geometria ou topologia, mas
ocorre também na álgebra e na análise, como no estudo de equações diferenciais, por exemplo.

Para a física, o termo simetria está relacionado às características de um sistema físico que
são preservadas, de acordo com algum tipo de observação, após a aplicação de algum tipo de
transformação sobre o mesmo. Em outras palavras, a simetria de um sistema físico é uma
característica física (estrutural) e/ou matemática do mesmo (observada ou intrínseca) que é
mantida invariante frente à transformação aplicada (passiva ou ativa) sobre o mesmo. Algumas
das transformações que podem ser aplicadas sobre um sistema físico são também discutidas
nas seções 6.2 e 6.6, no contexto da álgebra e análise tensoriais.

Observa-se que as transformações mencionadas são tais que a estrutura ou propriedades
do objeto (físico ou matemático) permanecem invariantes frente a aplicação destas transforma-
ções. Assim, como cada transformação deste tipo essencialmente leva o sistema para si mesmo
(processo denominado também de automorfismo), duas transformações distintas e consecutivas
terão a mesma consequência.
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Assim, o conjunto de todas as transformações aplicadas ao objeto que satisfazem a condi-
ção de automorfismo formam um grupo, denominado grupo de simetria ou, em outros textos,
de grupo de transformações. A validade da última designação baseia-se no fato de que, como
cada transformação sobre o objeto que não seja isomórfica irá alterar o mesmo, dificilmente o
conjunto de tais transformações anisomórficas irá constituir um grupo.

Como o conceito de simetria em física aplica-se tanto à estrutura material do mesmo quanto
às suas propriedades matemáticas, um grupo de simetria em particular pode ser tanto finito
quanto infinito (discreto ou contínuo). Exemplos de grupos de simetria contínuos já foram
apresentados na seção 3.1.2, dentre os quais pode-se mencionar os grupos O (n), SO (n), U (n),
SU (n) e o grupo de Lorentz.

O grupo de Lorentz em particular; na verdade, o grupo de Lorentz homogêneo, é composto por
todas as transformações de Lorentz13 descritas por matrizes 4×4, as quais são determinadas por
3 parâmetros não compactos. O grupo também é composto por todas as rotações no R3 em torno
da origem, as quais formam o grupo SO (3), compacto de dimensão 3. Estas transformações
mantêm invariante a métrica do espaço-tempo de Minkowski e mantêm também a origem fixa.
Portanto, o grupo de Lorentz é um grupo de simetria contínuo, não compacto e não Abeliano,
de dimensão 6. A simetria neste caso (ou isometria) consiste no conjunto de tranformações que
mantém invariante uma propriedade matemática do sistema: a métrica do espaço-tempo.

O grupo homogêneo de Lorentz é um subgrupo do grupo de Poincaré (ou grupo de Lorentz ino-
mogêneo), o qual contém também o conjunto de todas as translações espaciais e deslocamentos
temporais que mantêm a métrica do espaço-tempo invariante. O grupo de Poincaré é um grupo
de simetria contínuo, não compacto e não Abeliano, com 06 + 04 = 10 dimensões.

Os exemplos de grupos de simetria até aqui apresentados destacam grupos contínuos e
grande parte das transformações isométricas que mantêm invariantes propriedades matemá-
ticas do sistema físico formam grupos contínuos.

Considerando tranformações isométricas na estrutura material do sistema físico, os grupos
de simetria que surgem são de interesse principalmente nas áreas de física molecular e do es-
tado sólido. Já para a química, o interesse primordial está nas simetrias de moléculas. Estas
propriedades fundamentais são importantes para a dinâmica das reações químicas, para a es-
pectroscopia e estrutura dos níveis de energia das moléculas.

Já para a física do estado sólido, as propriedades de simetria das redes cristalinas têm in-
fluência na estrutura eletrônica dos cristais, nos espectros de difração, nas suas propriedades
elétricas e magnéticas, entre outras. Um cristal consiste no ordenamento regular de átomos em
três dimensões. Uma rede cristalina é composta por uma rede de Bravais e uma base. A rede
de Bravais é simplesmente um arranjo regular de pontos discretos em 3 dimensões de tal forma
que a rede é vista exatamente da mesma forma, independente do ponto de observação. Já a
base da rede cristalina consiste em um conjunto de 3 vetores primitivos que geram e varrem a
rede de Bravais; ou seja, que descrevem a posição de cada átomo da rede cristalina com o uso de
até 3 índices inteiros. As figuras 3.3 e 3.4 mostram dois exemplos de redes cristalinas cúbicas
(simples e de corpo centrado) e os vetores primitivos usualmente empregados na localização de
todos os pontos da rede.

Assumindo-se que os efeitos de superfície são negligenciáveis em um cristal, as transforma-
ções que preservam as posições relativas entre os pontos discretos do cristal podem ser de 3
tipos:

1. Rotações por um dado ângulo em torno de algum eixo.

2. Reflexão especular em um plano e inversões.

3. Translações espaciais.

As duas primeiras mantêm pelo menos um ponto do cristal fixo, ao passo que a terceira implica
em deslocamentos ao longo da rede cristalina.

A descrição algébrica das transformações de simetria aplicadas sobre objetos físicos e/ou
matemáticos é implementada pela noção de ação de grupo. Os elementos que caracterizam o
objeto são identificados e descritos por um conjunto e as simetrias desse objeto são descritas
pelo grupo de simetria do conjunto. Este grupo é um grupo de permutações se o conjunto
for finito e não constituir um espaço vetorial ou um grupo de transformações, se o conjunto
forma um espaço vetorial, em cuja situação a ação de grupo atua como transformações lineares

13Em inglês: boost.
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Figura 3.3: Uma rede de Bravais cúbica simples. Os
três vetores primitivos a1, a2 e a3 são mutuamente
perpendiculares e têm a mesma magnitude.

Figura 3.4: Célula unitária de uma rede de Bravais
cúbica de corpo centrado (bcc). Os vetores unitários
são dados por a1 = ax̂, a2 = aŷ e a3 = a (x̂+ ŷ + ẑ) /2.

no conjunto.14 Um exemplo de ações de grupo ocorre quando se considera as operações de
isometria de um triângulo equilátero, sendo o triângulo descrito por um conjunto de pontos que
identificam seus vértices. O grupo de simetria resultante é obtido no exercício 3.10.

Definição 3.20 (Ação de grupo). Sejam G = {G; ∗} um grupo e C um conjunto. Uma ação (pela
esquerda) de grupo ϕ de G sobre C é o mapeamento

ϕ : G × C 7−→ C, (g, c) 7→ ϕ (g, c) ,

para todo g ∈ G e todo c ∈ C, que satisfaz os axiomas

Identidade. Sendo I o elemento identidade de G, ϕ (I, c) = c, para todo c ∈ C.

Compatibilidade. Para todo g, h ∈ G e c ∈ C, ϕ (g ∗ h, c) = ϕ (g, ϕ (h, c)).

São definidos também os seguintes tipos de ações de grupo.

Transitiva. Se C não for o conjunto vazio (C 6= ∅) e se para todo c, d ∈ C existir um elemento
g ∈ G tal que ϕ (g, c) = d.

Fiel ou efetiva. Se para todos g, h ∈ G distintos (g 6= h) existe um elemento c ∈ C tal que ϕ (g, c) 6=
ϕ (h, c). Alternativamente, se para todo g ∈ G tal que g 6= I existe um elemento c ∈ C tal que
ϕ (g, c) 6= c.

Intuitivamente, para uma ação de grupo fiel, diferentes elementos de G induzem diferentes
permutações dos elementos de C.

Livre ou semiregular. Se, dados g, h ∈ G, a existência de um elemento c ∈ C onde ϕ (g, c) =
ϕ (h, c) implica g = h. De forma equivalente, se g ∈ G e existir um elemento c ∈ C para o qual
ϕ (g, c) = c, então, necessariamente, g = I.

Regular ou transitivo simples. Se ϕ for tanto transitivo quanto livre. Isto equivale a dizer que
para quaisquer c, d ∈ C existe um e somente um g ∈ G tal que ϕ (g, c) = d.

n-Transitiva. Se C possuir pelo menos n elementos e existirem subconjuntos {c1, . . . , cn} e
{d1, . . . , dn} para os quais existe um elemento g ∈ G tal que ϕ (g, ck) = dk (k = 1, . . . , n).

Primitiva. Se as ações de todos os elementos de G sobre C forem transitivas e a subtração de
todos os pares c, d ∈ C resultantes das ações de grupo resultar no conjunto vazio, i. e., se a
ação de grupo não preservar nenhuma partição de C em subconjuntos não vazios.

14Espaços vetoriais e transformações lineares operando no mesmo são apresentados na seção 4.1.
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Logicamente livre. Se G for um grupo topológico e não existir nenhuma vizinhança U de I tal
que a restrição da ação em U seja livre. Isto é, se ϕ (g, c) = c para algum c ∈ C e algum
g ∈ U , então g = I.

Irredutível. Se C for um módulo sobre um anel R,15 a ação de G é R-linear e não existir nenhum
submódulo próprio invariante.

Após esta longa introdução, discute-se agora alguns dos grupos de simetria mais importantes
para a física. Globalmente, os grupos de simetria podem ser divididos em dois tipos, descritos a
seguir.

Grupo de simetria pontual. Um grupo pontual é um grupo de simetrias geométricas (isome-
trias) que mantêm pelo menos um ponto fixo. As transformações isométricas consistem
usualmente em rotações em torno de um eixo, reflexões especulares e inversões, tais que
todos os eixos de rotação e todos os planos de reflexão devem se interceptar em pelo menos
um ponto.

Os grupos O (n) e U (n) são grupos de simetria pontuais. Da mesma forma, o grupo ho-
mogêneo de Lorentz também, uma vez que as transformações consideradas neste são os
boosts e rotações no espaço. Grupos pontuais finitos de interesse para a cristalografia são
considerados a seguir.

Grupo de simetria espacial. Grupo de simetria formado a partir de translações espaciais. Para
que um sistema físico possua simetria espacial, este deve ter a mesma estrutura, para
qualquer deslocamento realizado por um observador. Para que isso seja possível, é neces-
sário que o sistema tenha uma extensão infinita ou que as propriedades físicas observadas
da rede não sejam afetadas pela sua superfície.

O grupo inomogêneo de Lorentz é uma grupo de simetria espacial, uma vez que a métrica
do espaço-tempo (o qual é infinito) não é afetado por translações espaciais e deslocamentos
temporais. Redes de Bravais também irão apresentar simetria espacial se estas puderem
ser consideradas infinitas.

Os grupos finitos de simetria que são de interesse para a física do estado sólido e para a
química serão consideradas em mais detalhes a seguir.

3.4.1 GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS PONTUAIS

Como já mencionado, este é o grupo formado pelas transformações isométricas que mantêm
um ponto central fixo e movem as pontos e faces restantes do cristal, de tal forma que este
assume, após a transformação, uma configuração indistinguível da inicial, de forma consistente
com a simetria translacional da rede cristalina.

Existem ao todo 32 grupos pontuais que preservam a simetria translacional de redes crista-
linas em um espaço de 3 dimensões. Este número em particular é fornecido pelo teorema da
restrição cristalográfica, o qual afirma que as simetrias rotacionais de um cristal somente
podem ser de segunda, terceira, quarta e sexta ordens. Redes com outras ordens de simetria
(como de 5ª ordem, por exemplo) são denominados quasecristais.

Se a origem do sistema de coordenadas for posicionada sobre um dos pontos fixos das trans-
formações, então o grupo pontual é composto pelas seguintes operações:

1. Rotações por um dado ângulo em torno de um eixo que passa pela origem.

2. Reflexões especulares em planos que passam pela origem.

3. Inversão espacial.

Cabe aqui mencionar que estas operações não são totalmente independentes entre si. Qualquer
uma das operações acima pode ser expressa por uma combinação adequada das duas restantes.
Assim, uma inversão espacial pode ser considerada como uma rotação por π radiano, seguida
por uma reflexão no plano perpendicular ao eixo de rotação.

Uma rotação seguida por uma reflexão ou inversão é denominada uma rotação imprópria,
a qual muda a quiralidade do cristal. Assim, as rotações acima mencionadas, as quais não

15Ver seção 3.7.2.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 05/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 3. Teoria de Grupos Abstratos 107

mudam a quiralidade do sistema, são também denominadas rotações próprias. Pode-se verificar
facilmente que o produto de duas rotações próprias ou duas impróprias sempre resulta em
um rotação própria, ao passo que o produto de uma rotação própria por uma imprópria, em
qualquer ordem, é sempre uma rotação imprópria. As implicações ao sistema físico oriundas de
rotações próprias ou impróprias (ativas ou passivas) são discutidas em maior detalhe na seção
6.6, no contexto de campos tensoriais.

É também conveniente observar aqui que os seguintes pares de operações consecutivas co-
mutam entre si: (a) uma inversão com qualquer outra operação, (b) duas rotações em torno
do mesmo eixo, (c) duas rotações por π radianos em torno de eixos perpendiculares, (d) uma
rotação e uma reflexão em um plano normal ao eixo de rotação, (e) uma rotação por π radia-
nos e uma reflexão em um plano que passa pelo eixo de rotação, e (f) duas reflexões em planos
perpendiculares.

Alguns exemplos de grupos pontuais serão apresentados a seguir. Será feita também uma
breve descrição dos 32 grupos pontuais, juntamente com a nomenclatura e notações adotadas.
Com respeito às notações, atualmente há dois sistemas empregados: a notação Schoenflies,
comumente empregada em espectroscopia, e a notação internacional, ou Hermann-Mauguin,
empregada em cristalografia. Os grupos discutidos serão sempre identificados pela notação de
Schoenflies, mas a notação internacional equivalente será também mencionada.

Empregando a notação de Schoenflies, os grupos cristalográficos pontuais são os seguintes:

Cn: grupo cíclico composto pelas rotações próprias de um polígono regular de n lados. Este
polígono será levado em coincidência consigo mesmo por meio de uma rotação em um
ângulo ψ = 2π/n em torno de um eixo normal ao plano do polígono e que passa através
de seu ponto central. Este eixo de rotação é denominado eixo de rotação de ordem n.
A operação de rotação do polígono através deste eixo pelo ângulo ψ será denotada por Cn.
Aplicações sucessivas deste operador ao polígono são denotadas por C2

n, C3
n, etc., isto é,

rotações através de 2ψ = 4π/n, 3ψ, etc. Claramente, a n-ésima aplicação do operador Cn irá
levar o polígono à sua configuração original e isto corresponde então à operação identidade,
denotada aqui por Cnn = E.16 O conjunto destas rotações forma o grupo cíclico Cn (notação
de Scheonflies) ou n (notação internacional):

Cn =
{
E,Cn, C

2
n, . . . , C

n−1
n

}
.

Este grupo é ampliado por produtos diretos de rotações com reflexões, criando-se os gru-
pos:

Cnh: criado pela adição de uma reflexão especular em um plano perpendicular (horizon-
tal) ao eixo de rotação. A operação de reflexão neste plano será identificada por σh.
Claramente, σ2

h = E, constituindo assim o grupo cíclico

C1h = {E, σh} . (3.7)

Cnv: criado pela adição de reflexões especulares em n planos paralelos (verticais) ao eixo de
rotação, separados por um ângulo ψ entre si. Esta operação será identificada por σv.
Claramente, σ2

v = E; assim, cada operador σv constitui um grupo cíclico {E, σv}.

S2n: (de Spiegel, espelho em alemão) denota o grupo que contém somente um eixo rotação
imprópria (rotação-reflexão) de ordem 2n.

Dn: (de diedral, ou frente-verso) indica que o grupo possui um eixo de rotação de ordem n mais
n eixos de rotação de ordem 2 perpendiculares ao primeiro. Por exemplo, o grupo D2 possui
um eixo de rotação principal de ordem 2 mais dois outros eixos de ordem 2, ortogonais ao
primeiro; assim, o grupo D2 possui três eixos de rotação de ordem 2 mutuamente ortogo-
nais. Este grupo é ampliado por:

Dnh: com a adição de uma reflexão especular em um plano perpendicular ao eixo de ordem
n.

Dnd: com a adição de reflexões especulares em planos paralelos ao eixo de ordem n.

16E: do alemão Einheit (identidade).
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T : (de tetraedro) indica o grupo que possui a simetria de um tetraedro. Este poliedro possui ao
todo 12 eixos de rotação que geram os seus elementos de simetria. Este grupo pode ser
ampliado por:

T d: inclui 6 rotações impróprias e 6 planos de reflexão, de forma que o grupo possui ao
todo 24 elementos.

T h: inclui uma inversão, o que gera ao todo 24 elementos também.

O: (de octaedro) indica o grupo que possui a simetria de um octaedro (ou cubo). Possui ao todo
24 elementos. Ampliado por:

Od: inclui rotações impróprias, o que eleva o número total de elementos para 48.

Como já mencionado, de acordo com o teorema da restrição cristalográfica, somente são
possíveis eixos de ordens n = 1, 2, 3, 4 ou 6 para redes cristalinas no R3, os quais são os valores
possíveis para o índice n dos grupos Cn, Cnh, Cnv, Dn, Dnh, Dnd e S2n. É importante mencionar
também que C1v = C1h, D1 = C2, D1h = C2v, D1d = C2h e que os grupos D4d, D6d, S8 e S12 são
proibidos.

Os 27 grupos de rotações, juntamente com T , Td, Th, O e Oh constituem os 32 grupos crista-
lográficos pontuais. Os exercícios a seguir ilustram a formação de alguns destes grupos.

Exercício 3.10. Construa o grupo pontual de simetrias de um triângulo equilátero.
Resolução: a figura 3.5 ilustra um triângulo equilátero (n = 3), com seus vértices e linhas medi-
anas identificadas. O eixo de rotação de ordem 3 atravessa o baricentro em O e é perpendicular
ao plano do triângulo. As linhas medianas correspondem às intersecções dos planos verticais
(paralelos ao eixo de rotação) com o triângulo. Os números 1 − 6 permanecem sempre fixos,
enquanto que os pontos a, b, e c identificam os vértices do triângulo, os quais se movem com
o mesmo a cada operação de simetria. As ações dos operadores são denotadas pelas coinci-
dências entre as letras (móveis) e os números (imóveis). Definem-se os seguintes operadores de
transformações de simetria:

Rotações próprias: O operador de rotação própria C3 corresponde a uma rotação por ψ = 2π/3
radianos ou 120◦ graus no sentido horário, por convenção. Ou seja, se {abc} corres-
ponde à ordem inicial dos vértices, no sentido horário,

C3 {abc} → {cab} C2
3 {abc} → {bca} E ≡ C3

3 {abc} → {abc} .

Ou seja,
C3 =

{
E,C3, C

2
3

}
.

A ação de C3 sobre o triângulo está ilustrada na figura 3.5b.

Reflexões nas medianas: Este polígono não possui reflexões no plano perpendicular ao eixo de
rotação, mas existem 3 operações de reflexão σv que podem ser definidas, uma para
a reflexão em torno de cada mediana, ou seja, σv16 (reflexão em torno da linha 1−6),
σv24 (em torno da linha 2− 4) e σv35 (em torno de 3− 5). Neste caso,

σv16 {abc} → {acb} σv24 {abc} → {cba} σv35 {abc} → {bac} ,

bc

1

23

4 5

6

(a)

a

b

c

1

23

4 5

6

(b)

a cb

1

23

4 5

6

(c)

a

Figura 3.5: Triângulo equilátero: vértices e medianas para a determinação do grupo de simetrias. (a) Configu-
ração original. (b) Ação do operador C3. (c) Ação do operador σv16.
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sendo que estes operadores têm ordem igual a 2. A ação de σv16 está ilustrada na
figura 3.5c.

Rotações nas medianas: Ao invés de reflexões, podem ser definidas também as 3 operações de
rotação por um ângulo de π radianos (ordem 2) em torno de eixos que passam pelas
medianas:

C2,16 {abc} → {acb} C2,24 {abc} → {cba} C2,35 {abc} → {bac} .

Desta forma, o grupo pontual de simetrias de um triângulo equilátero é dado por:

Grupo C3v: (notação internacional: grupo 3m) composto por

C3v = C3 + (reflexões) =
{
E,C3, C

2
3 , σv16, σv24, σv35

}
.

Grupo D3: (notação internacional: grupo 32) composto por

D3 =
{
E,C3, C

2
3 , C2,16, C2,24, C2,35

}
.

Nota-se que o grupo cíclico C3 é sempre um subgrupo invariante de C3v ou D3.

Exercício 3.11. Construa as tabelas de multiplicações dos grupos pontuais de um triângulo e
destaque o isomorfismo existente entre o grupo C3v e os grupos D3 e S3 (ver também exercício
3.14).
Resolução: realizando-se todas as multiplicações entre os membros do grupo C3v obtém-se a
tabela 3.1. Este grupo é formado por um subgrupo próprio de ordem 3: C3 e pelas rotações
impróprias {σv16, σv24, σv35}. Pode-se realizar então os mapeamentos entre os elementos de C3v,
D3 e S3 ilustrados na tabela 3.2. Nota-se também o isomorfismo entre os grupos invariantes:
C3 7→ A3.

Tabela 3.1: Tabela de multiplicações do grupo C3v.
E C3 C2

3 σv16 σv24 σv35

C3 C2
3 E σv35 σv16 σv24

C2
3 E C3 σv24 σv35 σv16

σv16 σv24 σv35 E C3 C2
3

σv24 σv35 σv16 C2
3 E C3

σv35 σv16 σv24 C3 C2
3 E

Tabela 3.2: Tabela de isomorfismos entre os grupos
C3v, D3 e S3.

C3v D3 S3

E E I
C3 C3 π5

C2
3 C2

3 π4

σv16 C2,16 π2

σv24 C2,24 π6

σv35 C2,35 π3

Exercício 3.12. Construa o grupo pontual de simetrias de um quadrado e obtenha sua tabela
de multiplicações.
Resolução: a figura 3.6 ilustra o quadrado (n = 4), identificando seus vértices e os planos de
reflexão. O eixo de rotação de ordem 4 atravessa o ponto O e é perpendicular ao plano do qua-
drado. Os números 1, 2, ..., 8 permanecem sempre fixos, enquanto que os pontos do quadrado

Figura 3.6: Os eixos e planos de simetria de um qua-
drado.
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marcados por a, b, ..., h movem-se com o mesmo frente as transformações de simetria. Assim,
os pontos a, b, c e d marcam os vértices do quadrado, enquanto que e, f, g e h marcam os pontos
médios de suas arestas. As ações das transformações serão denotadas pelas coindidências entre
as letras (móveis) e os números (fixos). Os operadores de simetria são:

Rotações próprias: O operador C4 consiste em uma rotação horária em torno de O por um ângulo
de ψ = 2π/4 = π/2 radianos (90◦ graus). Identificando cada rotação própria pela
variação dos vértices do quadrado, o grupo de rotações C4, de ordem 4, é formado
pelos operadores:

E {abcd} → {abcd} C4 {abcd} → {dabc}
C2

4 {abcd} → {cdab} C3
4 {abcd} → {bcda} .

Ou seja,
C4 =

{
E,C4, C

2
4 , C

3
4

}
.

Reflexões nas medianas e diagonais: As reflexões nas linhas medianas são executadas pelos
operadores σv57, definido como a reflexão especular em torno da linha 5 − 7, e σv68,
gera a reflexão em torno da linha 6− 8. Já as reflexões nas diagonais são realizadas
pelos operadores σv13 e σv24. Desta forma,

σv57 {abcd} → {dcba} σv68 {abcd} → {badc}
σv13 {abcd} → {adcb} σv24 {abcd} → {cbad} .

Todos estes operadores têm ordem 2.

Portanto, o grupo de todas as operações de simetria de um quadrado é

C4v = C4 + (reflexões) =
{
E,C4, C

2
4 , C

3
4 , σv57, σv68, σv13, σv24

}
,

o qual é de ordem 8.
A tabela de multiplicações do grupo C4v é facilmente obtida:

E C4 C2
4 C3

4 σv57 σv68 σv13 σv24

C4 C2
4 C3

4 E σv13 σv24 σv68 σv57

C2
4 C3

4 E C4 σv68 σv57 σv24 σv13

C3
4 E C4 C2

4 σv24 σv13 σv57 σv68

σv57 σv24 σv68 σv13 E C2
4 C3

4 C4

σv68 σv13 σv57 σv24 C2
4 E C4 C3

4

σv13 σv57 σv24 σv68 C4 C3
4 E C2

4

σv24 σv68 σv13 σv57 C3
4 C4 C2

4 E

3.4.2 PROJEÇÕES ESTEREOGRÁFICAS

A conexão entre as posições dos átomos em uma rede cristalina no R3 com os polígonos regu-
lares permitidos pelo teorema da restrição cristalográfica é realizada através de projeções desses
átomos em certos planos, projeções essas que formarão os polígonos estudados. Projeções em
planos também são empregados para as faces do cristal.

Uma das projeções mais empregadas em cristalografia é a projeção estereográfica. Como esta
é obtida para uma estrutura no R3 está exemplificado na figura 3.7. Nesta, três átomos em
particular de uma molécula ou um cristal encontram-se sobre a superfície de uma esfera, nos
pontos P , P ′′ e P ′′′, todos situados no hemisfério superior da mesma. No painel (a) observa-se
que a partir de cada átomo é traçada uma reta que parte da superfície da esfera até o polo da
esfera situado no hemisfério oposto. A intersecção da linha que parte de P até o polo S com
o plano equatorial da esfera, representado pela reta AB, será a projeção estereográfica deste
átomo. Para o átomo em P , a sua projeção, portanto, estará no ponto P ′ do plano equatorial.
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(a)
(b)

Figura 3.7: (a) Projeção estereográfica dos átomos em P , P ′′ e P ′′′ na superfície da esfera sobre o plano
equatorial. (b) Projeções sobre o plano equatorial dos átomos.

Realizando-se a mesma projeção para os demais átomos em P ′′ e P ′′′, a projeção estereo-
gráfica desta parte da molécula ou do cristal sobre o plano equatorial é visualizada na figura
3.7b. Observa-se que as projeções, representadas por círculos aberto, compõe os vértices de um
triângulo equilátero.

Projeções estereográficas existem para os 32 grupos cristalográficos pontuais. A figura 3.8
mostra estas projeções.

3.4.3 GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS ESPACIAIS

Considera-se inicialmente uma rede linear composta por N pontos de rede com uma cons-
tante de rede a. Definindo a coordenada medida ao longo da rede linear por x, esta é invariante
sob translações por múltiplos de a ao longo da coordenada x.

Idealmente, N → ∞, mas para se tratar redes finitas (embora com N grande), empregam-
se condições de contorno periódicas, ou seja, x + Na = x. Definindo T1 como o operador que
realiza a translação ao longo de x pela distância a, a operação de translação Tn denota então a
translação pela distância na. Ou seja, se

T1x = x+ a, então Tnx = (T1)
n
x = x+ na.

Devido às condições de contorno periódicas,

TNx = (T1)
N
x = x+Na = x.

Portanto, o conjunto
T = {T1, T2, . . . , Tn, . . . , TN−1, TN = E}

claramente define um grupo cíclico de ordem N . Este grupo será denominado grupo de transla-
ção.

Os operadores isométricos de translação de uma rede de Bravais no R3 também constituem
um grupo. Dada a rede gerada pelos vetores primitivos a1, a2 e a3 e sujeita às condições de
contorno periódicas

r +N1a1 = r, r +N2a2 = r, r +N3a3 = r,

onde r é a posição em algum ponto da rede cristalina e {N1, N2, N3} é o número de celas em cada
direção.

Define-se o operador de translação T (n1, n2, n3) dentro da rede cristalina como

T (n1, n2, n3) r = r + n1a1 + n2a2 + n3a3 ≡ r + t (n1, n2, n3) ,

onde 1 6 ni 6 Ni. Observa-se que a aplicação sucessiva de dois operadores de translação é
equivalente a uma outra translação, i. e.,

T (m1,m2,m3)T (n1, n2, n3) r = T (m1,m2,m3) [r + n1a1 + n2a2 + n3a3]
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112 3.4. Grupos de simetria

Figura 3.8: Projeções estereográficas para os grupos pontuais. O símbolo “+” significa acima do plano, “O”
abaixo do plano e “⊕” no plano.
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= r + (n1 +m1) a1 + (n2 +m2) a2 + (n3 +m3) a3 = T (m1 + n1, n2 +m2, n3 +m3) r.

Dessa forma, observa-se que o conjunto de operadores de translação forma um grupo de
ordem N1N2N3 no qual o elemento identidade é E = T (0, 0, 0) ≡ T (N1, N2, N3) e onde o elemento
inverso de T (n1, n2, n3) é T (N1 − n1, N2 − n2, N3 − n3). Observa-se também que as operações de
translação comutam e, portanto, o grupo é Abeliano, porém não é cíclico.

O tipo de simetria translacional recém descrita forma um grupo cristalográfico espacial e
muitas redes cristalinas reais seguem o mesmo. De fato, cristais simples são invariantes tanto
frente às operações de simetria pontual quanto frente a translações. Contudo, cristais mais
complexos demandam outros tipos de simetrias. Pode ocorrer que o cristal seja invariante frente
uma operação pontual seguida de uma translação, mas não é isométrico frente a apenas uma
das operações. A complexidade apresentada pelas redes cristalinas reais tem como consequência
que existem ao todo 230 grupos cristalográficos conhecidos.

3.5 PRODUTO DIRETO DE GRUPOS

Trata-se de um artifício que permite descrever um grupo em termos de seus subgrupos pró-
prios invariantes, mas serve também para combinar grupos distintos e então formar um grupo
superior, denominado de grupo do produto direto. Neste segundo caso, um grupo do produto di-
reto resulta, por exemplo, quando o conjunto completo de operações de simetria do sistema em
consideração (físico ou matemático) pode ser dividido em dois ou mais subconjuntos (formando
grupos) tais que os operadores de um subconjunto comutam com os operadores do outro.

Um exemplo já foi apresentado na seção 3.4.1. Em um grupo cristalográfico pontual, um
operador de inversão espacial comuta com qualquer operador de rotação própria, por exemplo.
Por isso, um determinado cristal que possui um eixo de rotação de ordem n tem o seu grupo de
isometrias Cn ampliado pelo produto direto com o grupo {E, J}, sendo J o operador de inversão
espacial. Um outro exemplo consiste no grupo formado pelos operadores que comutam com o
hamiltoniano de um determinado sistema eletrônico. Se a interação spin-órbita for desconside-
rada em primeira aproximação, então os operadores que atuam sobre a parte orbital da função
de onda são independentes dos operadores que atuam sobre os spins (dos elétrons ou dos nú-
cleos). Neste caso, o grupo dos operadores de momentum angular é composto pelo produto dos
operadores orbitais pelos de spin.

O produto direto de subgrupos será definido inicialmente.

Definição 3.21. Um grupo G = {G; ∗} de ordem |G| é dito ser o produto direto de seus subgrupos
próprios H1,H2, . . . ,Hn, respectivamente de ordens |H1| , |H2| , . . . , |Hn|, se:

1. Os subgrupos não possuem nenhum elemento em comum, exceto a identidade.

2. Os elementos dos diferentes subgrupos comutam.

3. Todo elemento g ∈ G for exprimível de uma única maneira através dos produtos

g = h1 ∗ h2 · · · ∗ hn = h2 ∗ h1 · · · ∗ hn = . . . ,

onde h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, . . . , hn ∈ Hn.

Os subgrupos H1,H2, . . . ,Hn são denominados os fatores diretos de G. Simbolicamente, escreve-
se o produto direto como

G = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗ Hn,

sendo que este produto direto gera o grupo G de ordem |G| = |H1| |H2| · · · |Hn|.

Como consequência da definição acima, os subgrupos em questão são os subgrupos próprios
invariantes de G. Para exemplificar, supõe-se que G possua dois subgrupos próprios invariantes:
H1 de ordem |H1| e H2 de ordem |H2|, i. e.,

H1 =
{
h11 = I, h12, . . . , h1|H1|

}
, H2 =

{
h21 = I, h22, . . . , h2|H2|

}
.

Então, o produto direto G = H1 ⊗H2 gera o conjunto composto pelas multiplicações de todos os
elementos de H1 por todos os elementos de H2:
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G =
{
I, I ∗ h22, . . . , I ∗ h2|H2|, h12 ∗ I, h12 ∗ h22, . . . , h12 ∗ h2|H2|, . . . ,

h1|H1| ∗ I, h1|H1| ∗ h22, . . . , h1|H1| ∗ h2|H2|
}
.

Como os subgrupo são invariantes, ocorre que h12 ∗ h22 = h22 ∗ h12, por exemplo, e, por isso,
cada elemento de G é obtido somente uma vez: g1 = I, g2 = h22, . . . , gi = h12 ∗ h22, . . . , g|G| =
h1|H1| ∗ h2|H2| = h2|H2| ∗ h1|H1|, onde |G| = |H1| |H2|.

Exemplo 3.7. Dado o grupo cíclico 〈a〉, de ordem 6, onde a ∈ 〈a〉 | a6 = I, os seus fatores diretos
são

A =
{
I, a2, a4

}
, B =

{
I, a3

}
.

Então,
〈a〉 = A⊗ B =

{
I, a3, a2, a2a3 = a5, a4, a4a3 = a

}
.

Exemplo 3.8. Dentro do grupo C4v de isometrias pontuais de um quadrado, discutido no exer-
cício 3.12, os subgrupos cíclicos {E, σv57} e {E, σv68} formam por produto direto o subgrupo

{E, σv57} ⊗ {E, σv68} =
{
E,C2

4 , σv57, σv68

}
.

Se a estrutura completa de um grupo G não for conhecida, mas se dois ou mais (supostos)
subgrupos invariantes de G o são, pelo fato de compartilharem o mesmo produto de grupo, a
mesma identidade e de satisfazerem as condições da definição 3.21, então um novo subgrupo
de G (ou talvez o próprio) pode ser construído pelo produto direto dos subgrupos menores.

Também é possível partir-se de dois grupos distintos, G e G′, tais que os elementos do primeiro
são independentes do segundo, e então construir o grupo G ⊗ G′ superior, denominado grupo do
produto direto. Isto é realizado pela formação de todos os pares

(a, a′) ∈ G ⊗ G′, tais que a ∈ G e a′ ∈ G′.

O produto de pares em G ⊗ G′ é definido por

(a, a′) (b, b′) = (ab, a′b′) .

Como ab ∈ G e a′b′ ∈ G′, então (ab, a′b′) ∈ G ⊗ G′, de acordo com a exigência de clausura.
Se I ∈ G e I ′ ∈ G′ são as respectivas identidades, então os pares (a, I ′) formam um subgrupo

Γ ⊂ G ⊗ G′ isomórfico a G,17 enquanto que os pares (I, a′) formam um subgrupo Γ′ ∈ G ⊗ G′
isomórfico a G′.

Exemplo 3.9 (Grupo de isometrias pontuais de uma cunha). Considere todas as operações de
simetria de uma cunha cujas faces são triângulos equiláteros, mas que possui também uma
certa espessura. Neste caso, além das operações de isometrias contidas no grupo D3, o qual é
isomorfo ao grupo C3v,18 surge uma transformação isométrica adicional constituída pela reflexão
em torno do plano perpendicular ao eixo de ordem 3, denotada pelo símbolo σh. Este operador é
o gerador do grupo de ordem 2

C1h = {E, σh} .
Pode-se observar facilmente que qualquer rotação (própria ou imprópria) do triângulo seguida

pela reflexão operada por σh terá o mesmo resultado que a ordem inversa de aplicação dos
operadores. Neste caso, o grupo do produto direto D3⊗C1h possui ordem 12 e este forma o grupo
D3h, cujos elementos são

D3h = D3 ⊗ C1h =
{
E,C3, C

2
3 , σv16, σv24, σv35, σh, C3σh, C

2
3σh, σv16σh, σv24σh, σv35σh

}
.

3.6 MAPEAMENTOS ENTRE GRUPOS

Até este momento, os grupos abstratos e suas propriedades foram estudados de forma indi-
vidual. Contudo, é possível estabelecer-se relações entre diferentes grupos que permitem gene-
ralizar o estudo das propriedades comuns entre os mesmos. Estas relações são estabelecidas a
partir de mapeamentos entre os grupos, realizados de tal forma que existe um homomorfismo ou
isomorfismo entre os mesmos. Alguns desses conceitos serão agora discutidos.

17A definição de isomorfia será apresentada na seção 3.6.
18Ver exercícios 3.10 e 3.11.
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Figura 3.9: Representação do mapeamento entre os
conjunto domínio (X) e contradomínio (Y ) da função
f (x). O subconjunto amarelo de Y representa a ima-
gem da função.

3.6.1 FUNÇÕES E MAPEAMENTOS

Um mapeamento entre grupos consiste em alguma relação entre um elemento de um dado
grupo G e um elemento de um outro grupo G′. A forma como esta relação pode ser estabelecida
é bastante ampla, e possui uma grande semelhança com o conceito de função em análise ma-
temática. Por esta razão, será feita inicialmente a definição formal deste conceito, para depois
discutir-se o mapeamento entre grupos.

Definição 3.22 (Função). Uma função é uma relação binária entre dois conjuntos, sendo um
conjunto de entrada, denominado o domínio e um conjunto de saída, denominado o contrado-
mínio. Se o conjunto domínio de uma função denominada f é identificado por X e o conjunto
contradomínio é identificado por Y , então a relação binária entre os conjuntos é representada
por

f : X 7→ Y ou X
f−→ Y,

sendo dito que f é a função de X em Y .
A operação realizada por f sobre o elemento x ∈ X é usualmente representada por f (x),

quando então x é denominado o argumento de f . Quando a função f estabelece a relação
binária entre o argumento x e o elemento y ∈ Y , y é denominado o valor de f em x, e essa relação
é usualmente representada por y = f (x).

Para que a relação binária f : X 7→ Y seja uma função, é necessário que:

1. f seja unívoca: se y = f (x) e z = f (x), então z = y.

2. f seja total: para todo x ∈ X existe um y ∈ Y tal que y = f (x).

Para cada x ∈ X relacionado com y ∈ Y | y = f (x) é estabelecido um par ordenado (x, y).
Sendo {x1, x2, . . . , xn} ⊆ X o conjunto de argumentos operados por f e {y1, y2, . . . , yn} ⊆ Y , com
y1 = f (x1), etc, o conjunto de valores de f , o conjunto de pares ordenados

C = X × Y = {(x1, y1) , (x2, y2) , . . . (xn, yn)}

é denominado o produto Cartesiano de X e Y .19 Se {y1, y2, . . . , yn} ⊂ Y , este conjunto é usual-
mente denominado a imagem da função.

A figura 3.9 ilustra o mapeamento entre conjuntos realizado pela função f : X 7→ Y . Existem
diversos tipos de funções, dependendo da regra que associa os elementos de X aos elementos
de Y e da amplitude da ação de f sobre X. Alguns desses tipos serão citados:

Função injetora ou injetiva. Quando cada y ∈ Y está associado a apenas um x ∈ X, i. e., se
para todo x1, x2 ∈ X tais que x1 6= x2, com os valores y1 = f (x1) e y2 = f (x2), então y1 6= y2.

Função sobrejetora ou sobrejetiva. Quando todos os elementos do contradomínio estão asso-
ciados a algum elemento do domínio, i. e., o conjunto imagem se torna igual ao contrado-
mínio inteiro.

Função bijetora ou bijetiva. Quando a função é ao mesmo tempo sobrejetora e injetora, i. e.,
cada elemento do domínio está associado a um único elemento do contradomínio e vice-
versa.

19Ver definição 3.27.
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Mapeamento. Uma função f : X 7→ Y é denominada um mapeamento se o conjunto {x1, x2, . . . , xn}
de elementos de X operados por f é o conjunto X inteiro. Um mapeamento pode ainda ser
dividido em:

Mapeamento de X em Y . Quando a imagem do mapeamento está contida no contrado-
mínio, i. e., {y1, y2, . . . , yn} ⊂ Y . Este mapeamento pode ser representado por f : X → Y .

Mapeamento de X sobre Y . Quando o conjunto de valores de f é igual ao contradomínio

inteiro. Este mapeamento pode ser representado por f : X
sobre−−−→ Y .

As definições recém apresentadas sobre funções e mapeamentos podem ser agora implementa-
das para o mapeamento entre dois grupos.

3.6.2 MAPEAMENTO ENTRE GRUPOS E HOMOMORFISMO

A definição e tipos de funções apresentados acima serão agora generalizados na definição
de mapeamento entre grupos. Dentre todos os mapeamentos possíveis, os mais importantes
são aqueles que estabelecem um homomorfismo entre dois grupos. Assim, nesta seção esses
conceitos serão apresentados e discutidos.

Definição 3.23 (Mapeamento entre grupos). Dados os grupos G = {G; ∗} e G′ = {G′; •}, o
mapeamento Φ de G em G′, representado por

Φ : G 7−→ G′,

consiste em uma relação binária entre cada elemento g ∈ G com um elemento g′ ∈ G′, o qual é
denominado o valor de Φ em g. Esta relação pode ser representada por g′ = Φ (g).

Exemplo 3.10. Dados os grupos:

• GL (n,R): grupo geral linear composto pelas matrizes n× n reais inversíveis, frente à multi-
plicação matricial.

• (R∗;×): grupo formado pelo conjunto dos números reais, exceto o 0, frente ao produto
algébrico.

Pode-se definir o mapeamento
Φ : GL (n,R) 7−→ (R∗;×)

tal que para cada matriz A ∈ GL (n,R) corresponde o elemento ∆ ∈ (R∗;×) determinado por

∆ = Φ (A) ≡ det (A) .

Diz-se então que cada matriz A é mapeada ao seu determinante ∆.

A partir da definição básica de mapeamento entre grupos, alguns tipos importantes de ma-
peamentos podem então ser definidos:

Homomorfismo. Dados os grupos G = {G; ∗} e G′ = {G′; •}, o mapeamento Φ : G 7−→ G′ será
denominado um homomorfismo do grupo G para o grupo G′ se cada elemento g ∈ G for
mapeado a um único elemento g′ = Φ (g) ∈ G′ de tal forma que

Φ (g1 ∗ g2) = Φ (g1) • Φ (g2) ,

sendo {g1, g2} ⊂ G e {g′1 = Φ (g1) , g′2 = Φ (g2)} ⊂ G′. O elemento g′ = Φ (g) ∈ G′ é denominado a
imagem ou o mapa do elemento g de G sob o homomorfismo.

Monomorfismo. Dados os grupos G = {G; ∗} e G′ = {G′; •}, o mapeamento Φ : G 7−→ G′ será
denominado um monomorfismo do grupo G para o grupo G′ se:

1. O mapeamento for homomórfico.

2. O mapeamento for injetivo, i. e., para todos g1, g2 ∈ G tais que g1 6= g2, se g′1 = Φ (g1) e
g′2 = Φ (g2), com g′1, g

′
2 ∈ G′, então g′1 6= g′2.
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Epimorfismo. Dados os grupos G = {G; ∗} e G′ = {G′; •}, o mapeamento Φ : G 7−→ G′ será
denominado um epimorfismo do grupo G para o grupo G′ se:

1. O mapeamento for homomórfico.
2. O mapeamento for sobrejetivo, i. e., todos os elementos de G′ forem mapeados a partir

de algum elemento de G.

Isomorfismo. Dados os grupos G = {G; ∗}, de ordem |G|, e G′ = {G′; •}, de ordem |G′|, o mapea-
mento Φ : G 7−→ G′ será denominado um isomorfismo se:

1. Existir um homomorfismo do grupo G para o grupo G′.
2. Os grupos tiverem a mesma ordem; i. e., |G′| = |G|.
3. Existir uma correspondência bijetora entre cada elemento g ∈ G com cada elemento

g′ ∈ G′, i. e., se G =
{
g1, g2, . . . , g|G|

}
e G′ =

{
g′1, g

′
2, . . . , g

′
|G|

}
, então

g1 ↔ g′1, g2 ↔ g′2, . . . , g|G| ↔ g′|G|.

Os grupos G e G′ são ditos então isomórficos, escrevendo-se G ∼= G′.

Endomorfismo. Dado o grupo G = {G; ∗}, o mapeamento Φ : G 7−→ G é denominado um endo-
morfismo de G.

Automorfismo. Dado o grupo G = {G; ∗}, o mapeamento Φ : G 7−→ G é denominado um auto-
morfismo de G se:

1. O mapeamento for endomórfico.
2. O mapeamento for isomórfico.

Exercício 3.13. Mostre que o mapeamento definido no exemplo 3.10 é um tipo de homomor-
fismo e classifique o mesmo.
Resolução: Dadas as matrizes A1,A2 ∈ GL (n,R) e os números reais ∆1,∆2 ∈ (R∗,×) tais que
∆1 = det (A1) e ∆2 = det (A2). O mapeamento Φ : GL (n,R) 7−→ (R∗;×) | Φ (A) = det (A) é um
homomorfismo porque

det (A1A2) = det (A1) det (A2) = ∆1∆2.

Além disso, o mapeamento será um epimorfismo porque, uma vez que o grupo GL (n,R) é de
dimensão n2, sempre haverá uma combinação de parâmetros da matriz A cujo determinante
será mapeado a qualquer número real ∆. Por outro lado, o mapeamento não é isomórfico porque
a um dado ∆ sempre haverá mais de uma matriz A mapeada ao mesmo.

Alguns exemplos de homomorfismo:

• No exercício 3.11 já foi demonstrado o isomorfismo entre os grupos C3v, D3 e S3.

• Φ : C4 7−→ Z4, com E ↔ 1, C4 ↔ i, C2
4 ↔ −1 e C3

4 ↔ −i. Observa-se o isomorfismo claramente
nas tabelas de multiplicação:

C4
E C4 C2

4 C3
4

C4 C2
4 C3

4 E
C2

4 C3
4 E C4

C3
4 E C4 C2

4

Z4

1 i −1 −i
i −1 −i 1
−1 −i 1 i
−i 1 i −1

• Dados o grupo (Z; +) e o grupo cíclico Z/3 = {0, 1, 2; + (mod 3)}, o mapeamento Φ : (Z; +) 7−→
Z/3, onde para todo n ∈ Z, Φ (n) = n (mod 3) forma um epimorfismo.

• Dados H ⊂ GL (2,R), formado pelo conjunto

H =

{(
a b
0 1

)∣∣∣∣a > 0, b ∈ R
}
,

para qualquer u ∈ C, define-se fu : H 7−→ (C \ {0} ;×) tal que

fu

[(
a b
0 1

)]
= au.

Novamente este mapeamento consiste em um epimorfismo.
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Algumas observações e consequências diretas das definições do homomorfismo Φ : G 7−→ G′
acima:

• Se n elementos de G forem mapeados ao mesmo elemento de G′, diz-se que ocorre um
mapeamento ou homomorfismo n-para-1 de G para G′. Claramente, se n = 1 para todo
g ∈ G, o mapeamento se reduz a um isomorfismo.

• Se I ∈ G e I ′ ∈ G′ forem os respectivos elementos identidade, então, para todo g ∈ G e
g′ = Φ (g) ∈ G′,

g′ = Φ (I ∗ g) = Φ (I) • Φ (g) = Φ (I) • g′ =⇒ I 7−→ I ′. (3.8a)

Ou seja, o elemento identidade em G é sempre mapeado ao elemento identidade I ′ em G′.

• Se g, g−1 ∈ G forem tais que g∗g−1 = I e g′, (g′)−1 ∈ G′ forem tais que g′•(g′)−1
= I ′ e g′ = Φ (g),

então
I ′ = Φ

(
g ∗ g−1

)
= Φ (g) • Φ

(
g−1

)
= g′ • Φ

(
g−1

)
=⇒ (g′)

−1
= Φ

(
g−1

)
. (3.8b)

Ou seja, o elemento inverso em G é mapeado ao respectivo elemento inverso em G′.

• Se o elemento g ∈ G for de ordem n (finita), i. e., gn = I, então

I ′ = Φ (gn) = Φ (g) • Φ
(
gn−1

)
= g′ • Φ

(
gn−1

)
= · · · = g′ • g′ • · · · • g′︸ ︷︷ ︸

n vezes

.

Ou seja,
(g′)

n
= I ′. (3.8c)

O teorema a seguir está relacionado com a propriedade (3.8c).

Teorema 3.5 (Ordem da imagem sob o homomorfismo). Sejam os grupos G = {G; ∗; I} e G′ =
{G′; •; I ′}. Seja o mapeamento Φ : G −→ G′, o qual forma um homomorfismo de G em G′. Seja g ∈ G
um elemento de ordem finita. Então, ord (Φ (g)) divide ord (g).

Demonstração. Seja g′ = Φ (g); sejam n,m ∈ Z tais que n = ord (g) e m = ord (g′). Então, elevando-
se ambos os lados da identidade (g′)

m
= I ′ a uma potência inteira positiva k resulta (g′)

km
= I ′,

o que implica, pela propriedade (3.8c), que

km = n =⇒ n

m
= k = 1, 2, . . . .

Se o mapeamento for monomórfico, então, necessariamente, m = n; caso contrário, é possível
que m < n. A ordem da imagem do homomorfismo também é um divisor da ordem do grupo do
domínio. A demonstração disto é dada pelo primeiro teorema do isomorfismo abaixo.

Mais algumas definições e consequências importantes:

Definição 3.24 (Núcleo e imagem do homomorfismo). Dado o homomorfismo Φ : G 7−→ G′, o
núcleo20 de Φ é o conjunto de elementos de G que são mapeados ao elemento identidade de G′.
Este conjunto é representado por

ker (Φ) = {g ∈ G | Φ (g) = I ′} .

A imagem de Φ é o conjunto de imagens dos elementos de G em G′, i. e.,

Im (Φ) ≡ Φ (G) = {Φ (g) , ∀g ∈ G} .

A importância das definições acima está nos seguintes teoremas:

Teorema 3.6 (Primeiro teorema do isomorfismo). Dados os grupos G = {G; ∗} e G′ = {G′; •},
se o mapeamento Φ : G 7−→ G′ forma um homomorfismo de G em G′, então:

1. O núcleo do homomorfismo forma um subgrupo invariante de G.

2. A imagem do homomorfismo forma um subgrupo de G′.
20Em alemão: Kernel.
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3. A imagem do homomorfismo é isomórfica ao grupo fator G/ ker (Φ).

Demonstração. Será demonstrada aqui somente a primeira afirmação do teorema. Primeiro,
demonstra-se que ker (Φ) forma um subgrupo. Dados g1, g2 ∈ ker (Φ), observa-se que

Φ (g1 ∗ g2) = Φ (g1) • Φ (g2) = I ′,

portanto, g1 ∗ g2 ∈ ker (Φ) e a condição de clausura é satisfeita. Dado agora g1 ∈ ker (Φ) e g−1
1 ∈ G.

Então,
I ′ = Φ

(
g1 ∗ g−1

1

)
= Φ (g1) • Φ

(
g−1

1

)
;

ou seja, se g1 ∈ ker (Φ), então necessariamente g−1
1 ∈ ker (Φ), e os axiomas de grupo são satisfeitos.

Para demonstrar agora que ker (Φ) é invariante, é necessário que para todo g ∈ G, g−1 ker (Φ) g =
ker (Φ). Então, para todo gk ∈ ker (Φ),

Φ
(
g−1 ∗ gk ∗ g

)
= Φ

(
g−1

)
• Φ (gk) • Φ (g) = Φ

(
g−1

)
• I ′ • Φ (g)

= Φ
(
g−1

)
• Φ (g) = Φ

(
g−1 ∗ g

)
= I ′.

Portanto, para qualquer g ∈ G, g−1 ∗ gk ∗ g ∈ ker (Φ) e o grupo é invariante.

Teorema 3.7 (Segundo teorema do isomorfismo). Dado o grupo G, seja H ⊆ G um subgrupo de
G e N um subgrupo invariante de G, então:

1. O produto HN é um subgrupo de G.

2. A intersecção H
⋂
N é um subgrupo invariante de H.

3. Os grupos fatores (HN ) /N e H/ (H
⋂
N ) são isomórficos.

Teorema 3.8 (Terceiro teorema do isomorfismo). Dado o grupo G com subgrupos invariantes
N e K tais que

K ⊆ N ⊆ G,

então:

1. O fator N/K é um subgrupo normal do grupo fator G/K.

2. O grupo fator (G/K) / (N/K) é isomórfico a G/N .

Finalmente, o teorema a seguir afirma a singular importância do grupo simétrico Sn dentro
da classe dos grupos finitos.

Teorema 3.9 (Teorema de Cayley21). Todo grupo G é isomórfico a um subgrupo do grupo simé-
trico Sym (G) atuando sobre G.

A demonstração deste teorema pode ser realizada tanto para grupos finitos quanto para
qualquer outro tipo de grupo.

Demonstração. (grupos finitos) Dado o grupo G = {G; ∗} de ordem n, onde G = {a1, a2, . . . , an}.
Dado o elemento b ∈ G, o produto

bG = {b ∗ a1, b ∗ a2, . . . , b ∗ an}

contém todos os elementos de G, porém arranjados em uma ordem distinta da original, de acordo
com o teorema 3.1. Dado agora o grupo Sn, existe sempre um elemento πb ∈ Sn, cuja ação em G
irá permutar o elementos do conjunto na mesma ordem de bG, ou seja,

πbG = bG =⇒ πb =

(
1 2 . . . n

πb (ba1) πb (ba2) . . . πb (ban)

)
,

onde πb (bai) = 1, 2, . . . , n é a operação que fornece a posição original do elemento ai e cujo orde-
namento em πb indica a nova posição. Realiza-se então a associação b −→ πb.

21Em homenagem ao matemático britânico Arthur Cayley (1821 – 1895).

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 05/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



120 3.6. Mapeamentos entre grupos

Toma-se agora um outro elemento c ∈ G, a partir do qual é gerado o conjunto cG. O novo
ordenamento dos elementos de G é descrito agora por um outro operador πc ∈ Sn, dado por

πc =

(
1 2 . . . n

πc (ca1) πc (ca2) . . . πc (can)

)
.

Realiza-se então a associação c −→ πc. Procede-se desta forma para todos ai ∈ G (i = 1, . . . , n),
criando-se o subconjunto Pnn ⊆ Sn, composto por todas as permutações πai ←− ai. Em particu-
lar, como c ∗ b ∗ ai ∈ G, deve existir um elemento πcb ∈ Pnn que descreve a permutação levada a
cabo por (c ∗ b)G, ou seja, se

πcb =

(
1 2 . . . n

πc (cba1) πc (cba2) . . . πc (cban)

)
=⇒ c ∗ b −→ πcb.

Para provar que existe um isomorfismo entre G e algum subgrupo de Sn, é necessário mostrar
que o conjunto Pnn forma um subgrupo de Sn e que sua tabela de multiplicações é idêntica à
tabela de G, ou seja, assim como d = c ∗ b, é necessário que πc ◦ πb = πcb.

Para tanto, observa-se que no operador πc, por exemplo, a ordem numérica na primeira linha
é irrelevante, uma vez que as posições na segunda linha serão sempre referentes às posições na
primeira. Então, pode-se escrever

πc =

(
πb (ba1) πb (ba2) . . . πb (ban)

πc (c (ba1)) πc (c (ba2)) . . . πc (c (ban))

)
.

Ou seja,

πc ◦ πb =

(
πb (ba1) πb (ba2) . . . πb (ban)

πc (c (ba1)) πc (c (ba2)) . . . πc (c (ban))

)
◦
(

1 2 . . . n
πb (ba1) πb (ba2) . . . πb (ban)

)
=

(
1 2 . . . n

πc (c (ba1)) πc (c (ba2)) . . . πc (c (ban))

)
= πcb.

A associação I ∈ G com I ∈ Sn também é respeitada, uma vez que π1 = I faz necessariamente
parte de Pnn. Além disso, como a−1

i ∈ G, também é necessariamente feita a associação a−1
i −→

πa−1i
∈ Pnn. Finalmente, como |Pnn| = n, o mapeamento é sobrejetivo e injetivo, ou seja, existe

um isomorfismo entre G e Pnn.

Exercício 3.14. Use o teorema de Cayley para demonstrar o isomorfismo entre os grupos C3v e
S3.
Resolução: Representando o triângulo equilátero da figura 3.5a pela sequência de vértices {abc},
temos a seguinte associação entre os elementos de C3v e de S3, sendo estes dados na notação
cíclica do exemplo 3.4:

C3 {abc} = {cab} −→ π5 {abc} = (132) {abc} = {cab} =⇒ C3 7−→ π5

C2
3 {abc} = {bca} −→ π4 {abc} = (123) {abc} = {bca} =⇒ C2

3 7−→ π4

σv16 {abc} = {acb} −→ π2 {abc} = (23) {abc} = {acb} =⇒ σv16 7−→ π2

σv24 {abc} = {cba} −→ π6 {abc} = (13) {abc} = {cba} =⇒ σv24 7−→ π6

σv35 {abc} = {bac} −→ π3 {abc} = (12) {abc} = {bac} =⇒ σv35 7−→ π3.

Assim, as tabelas de multiplicação ficam idênticas e o isomorfismo demonstrado, se uma das
tabelas de multiplicação for alterada adequadamente, como por exemplo:

S3

I π2 π3 π4 π5 π6

π2 I π4 π3 π6 π5

π3 π5 I π6 π2 π4

π4 π6 π2 π5 I π3

π5 π3 π6 I π4 π2

π6 π4 π5 π2 π3 I

C3v
E σv16 σv35 C2

3 C3 σv24

σv16 E C2
3 σv35 σv24 C3

σv35 C3 E σv24 σv16 C2
3

C2
3 σv24 σv16 C3 E σv35

C3 σv35 σv24 E C2
3 σv16

σv24 C2
3 C3 σv16 σv35 E
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3.7 ESTRUTURAS ALGÉBRICAS

Nesta seção será feita uma descrição sucinta de algumas Estruturas Algébricas, entre as
quais os grupos estão contidos. A principal razão para tanto está na necessidade de definição
formal de uma álgebra, onde serão discutidos os grupos e a álgebra de Lie.

Uma estrutura algébrica é composta por um conjunto de objetos, os quais se interrelaci-
onam através de uma ou mais operações finitárias definidas sobre o conjunto. As definições
dessas operações finitárias e de outros conceitos envolvendo relações entre objetos contidos em
conjuntos serão apresentadas antes de se definir as estruturas propriamente ditas.

Definição 3.25 (Operação finitária). Uma operação finitária é uma operação (ou ação ou pro-
cedimento) aplicada sobre um número finito de objetos, produzindo um resultado.

Se a operação é realizada sobre um número infinito de objetos, está é denominada operação
infinitária. Dentre as operações finitárias, as mais comuns são:

• Operações 1-árias ou unárias: operações executadas sobre um único objeto.

• Operações 2-árias ou binárias: operações executadas entre dois objetos. Adição e multipli-
cação são os exemplos mais comuns de operações binárias.

Definição 3.26 (Estrutura algébrica). Seja C um conjunto de objetos e F uma coleção de
operações sobre C e elementos especiais. A dupla 〈C,F 〉 é denominada uma estrutura algébrica
sobre C.

Muitas vezes, por simplicidade e quando não houver ambiguidade, representa-se a estrutura
〈C,F 〉 simplesmente por C. Na sua maior generalidade possível, estruturas algébricas podem
envolver um número arbitrário de conjuntos e uma vasta coleção de operações entre os mesmos.
De interesse à física, serão definidas somente estruturas envolvendo, no máximo, dois conjuntos
e com, no máximo, duas operações definidas sobre os mesmos.

Definição 3.27 (Produto Cartesiano de conjuntos). Dados m conjuntos C1, . . . , Cn, o seu pro-
duto Cartesiano é o conjunto

Cn ≡ C1 × · · · × Cn
.
= {(c1, . . . , cn) | ck ∈ Ck,∀1 6 k 6 n} .

O objeto (c1, . . . , cn) é denominado uma n-upla ordenada. Se n = 2, a 2-upla é também denomi-
nada de par ordenado.

Definição 3.28 (Comutatividade, associatividade e distributividade de operações biná-
rias). Dado o conjunto C, denota-se por C2 ou C × C o produto Cartesiano de todas as duplas
ordenadas formadas em C e por χ : C2 −→ C a função que executa a operação binária entre os
elementos de um par ordenado e com resultado aplicado sobre C. Dados a, b, c ∈ C, a operação
binária entre quaisquer pares destes é denotada por aχb. Definem-se então as seguintes leis de
operações binárias:

Lei da associatividade: Uma operação binária χ : C2 −→ C é dita associativa se

aχ (bχc) = (aχb)χc.

Lei da comutatividade: Uma operação binária χ : C2 −→ C é dita comutativa ou Abeliana se

aχb = bχa.

Lei da distributividade: Dadas duas operações binárias χ1, χ2 : C2 −→ C, a operação χ1 é dita
distributiva em relação a χ2 se:

aχ1 (bχ2c) = (aχ1b)χ2 (aχ1c) .

Exemplo 3.11. A estrutura algébrica mais conhecida é 〈R,+,×〉, a qual usa as operações de
adição (“+”) e multiplicação (“×”) usuais. De acordo com a definição acima, dados a, b, c ∈ R:

• Adição é associativa: a+ (b+ c) = (a+ b) + c.
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• Multiplicação é associativa: a× (b× c) = (a× b)× c.

• Adição é comutativa: a+ b = b+ a.

• Multiplicação é comutativa: a× b = b× a.

• Multiplicação é distributiva em relação a adição: a× (b+ c) = (a× b) + (a× c).

• Adição não é distributiva em relação a multiplicação: a + (b× c) 6= (a+ b) × (a+ c) = a +
(b× c) + a× [a+ b+ c− 1].

Dentre as diversas estruturas algébricas já definidas, as de interesse podem ser agrupadas
da maneira apresentada a seguir.

3.7.1 ESTRUTURAS COMPOSTAS POR UM CONJUNTO COM OPERA-
ÇÕES

Consistem nas estruturas com um único conjunto 〈C,F 〉. Dentre estas, destacam-se:

3.7.1.1 ESTRUTURAS DO TIPO GRUPO

Estruturas que contêm uma única operação binária.

Magma ou grupóide. Dado o conjunto C e a operação binária • : C2 → C, a estrutura 〈C, •〉 será
um grupóide se os seus elementos satisfizerem:

Condição de clausura: ∀a, b ∈ C, a • b ∈ C.

Semigrupo. Dado o conjunto C e a operação binária •, denominada produto, a estrutura 〈C, •〉
será um semigrupo se os seus elementos satisfizerem:

Condição de associatividade: ∀a, c, b ∈ C, a • (b • c) = (a • b) • c.

Nota-se aqui que a condição de clausura está ausente.

Subsemigrupo. Um subsemigrupo de 〈C, •〉 é um subconjunto não vazio D ⊆ C o qual
satisfaz a condição de clausura sob o produto do semigrupo, i. e., ∀a, b ∈ D, a • b ∈ D.

Um subsemigrupo pode ser considerado um grupóide com a condição de associatividade.

Monóide. Dado o conjunto C e a operação binária •, denominada produto, a estrutura 〈C, •〉
será um monóide se os seus elementos satisfizerem:

Condição de associatividade: ∀a, c, b ∈ C, a • (b • c) = (a • b) • c.
Elemento identidade: ∃I ∈ C tal que ∀a ∈ C, a • I = I • a = a.

Um monóide consiste em um semigrupo com elemento identidade.

Submonóide. Um submonóide de 〈C, •〉 é um subconjunto não vazio D ⊆ C o qual satisfaz
a condição de clausura sob o produto do monóide, i. e., ∀a, b ∈ D, a • b ∈ D, e contém a
identidade, i. e., I ∈ D.

Grupo. Dado o conjunto C e a operação binária • : C2 → C, denominada produto, a estrutura
〈C, •〉 será um grupo se satisfizer os axiomas de grupo da definição 3.1.

Percebe-se nas definições acima que, partindo de um magma, cada estrutura posterior pode
ser considerada, sob certas condições, uma extensão das estruturas anteriores. O diagrama na
figura 3.10 representa esta evolução condicional. Cada estrutura ao final de uma seta “herda”
as propriedades da estrutura anterior. A inversão no sentido das setas depende da adição de
condições adicionais sobre a estrutura; por exemplo, todo grupo é um monóide, mas nem todo
monóide é um grupo. É necessário também mencionar que nesta seção somente foram definidas
as estruturas do lado direito do diagrama. As estruturas do lado esquerdo estão adicionalmente
condicionadas à satisfação do axioma da divisão 3.2.
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Figura 3.10: Diagrama representando a evolução na
complexidade das estruturas algébricas do tipo grupo.
A complexidade aumenta nos sentidos das setas. Es-
truturas no lado esquerdo do diagrama são equivalen-
tes às estruturas do lado direito, porém com a inclusão
do axioma da divisão.

3.7.1.2 ESTRUTURAS DO TIPO ANEL

Estruturas contendo duas operações binárias, denominadas adição e produto, sendo que o
produto é distributivo em relação a adição.

Semianel. Dado o conjunto R e as operações binárias ⊕, denominada adição e •, denominada
produto, a estrutura 〈R,⊕, •, 0, I〉 será um semianel se, dados a, b, c ∈ R estes satisfizerem:

1. Frente a adição. O semianel é um monóide comutativo, i. e.:

(a) Associatividade: a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c.
(b) Comutatividade: a⊕ b = b⊕ a.
(c) Elemento identidade: ∃0 ∈ R tal que a⊕ 0 = 0⊕ a = a.

2. Frente ao produto. O semianel é um monóide, i. e.:

(a) Associatividade: a • (b • c) = (a • b) • c.
(b) Elemento identidade: ∃I ∈ R tal que a • I = I • a = a.

3. Distributividade. O produto é distributivo frente a adição tanto pela esquerda quanto
pela direita:

(a) Distributividade pela esquerda: a • (b⊕ c) = (a • b)⊕ (a • c).
(b) Distributividade pela direita: (a⊕ b) • c = (a • c)⊕ (b • c).

Uma operação que respeita distributividade por ambos os lados é também denominada
biaditiva.

4. Produto por 0: a • 0 = 0 • a = 0.

Semianel comutativo. Consiste em um semianel o qual é comutativo frente ao produto.

Quase anel. Dado o conjunto R e as operações binárias ⊕, denominada adição e •, denominada
produto, a estrutura 〈R,⊕, •, 0〉 será um quase anel se, dados a, b, c ∈ R estes satisfizerem:

1. Frente a adição. O quase anel forma um grupo, sendo 0 ∈ R o elemento identidade.

2. Frente a multiplicação. O quase anel forma um semigrupo.

3. Distributividade. O produto é distributivo frente a adição pela direita: (a⊕ b) • c =
(a • c)⊕ (b • c).

Anel não associativo. Dado o conjunto R e as operações binárias ⊕, denominada adição e •,
denominada produto, a estrutura 〈R,⊕, •, 0〉 será um anel não associativo se, dados a, b, c ∈ R
estes satisfizerem:

1. Frente a adição. O anel forma um grupo Abeliano, sendo 0 ∈ R o elemento identidade
e, para todo a ∈ R, o elemento −a ∈ R é a sua inversa aditiva: a⊕ (−a) = −a⊕ a = 0.

2. Distributividade. O produto é biaditivo frente a adição.
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Anel de Lie. Um anel de Lie é um anel não associativo composto por um conjunto L com
a operação de adição, denotada por ” + ”, e a operação de colchete (ou colchete de Lie),
denotada por “[ , ]”. A estrutura 〈L,+, [ , ] , 0〉 será um anel de Lie se, dados x, y, z ∈ L
estes satisfizerem as seguintes condições:

1. Frente ao colchete de Lie. Os elementos do anel devem satisfazer:

(a) Anticomutatividade: [x, y] = − [y, x]. Por consequência, [x, x] = 0.
(b) Identidade de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

2. Distributividade. O colchete de Lie é biaditivo em relação a adição:

[x+ y, z] = [x, y] + [y, z] e [x, y + z] = [x, y] + [x, z] .

É importante mencionar aqui que anéis de Lie não são grupos de Lie frente a adição.

Anel. Dado o conjunto R e as operações binárias ⊕, denominada adição e •, denominada pro-
duto, a estrutura 〈R,⊕, •, 0, I〉 será um anel se, dados a, b, c ∈ R estes satisfizerem os axiomas
de anel:

1. Frente a adição. O anel forma um grupo Abeliano, sendo 0 ∈ R o elemento identidade
e, para todo a ∈ R, o elemento −a ∈ R é a sua inversa aditiva: a⊕ (−a) = −a⊕ a = 0.

2. Frente ao produto. O anel forma um monóide, sendo I ∈ R o elemento identidade.

3. Distributividade. O produto é distributivo frente a adição tanto pela esquerda quanto
pela direita.

Anel comutativo. Consiste em um anel o qual é comutativo frente ao produto.

Corpo. Dado o conjunto K e as operações binárias ⊕, denominada adição e •, denominada
produto, a estrutura K

.
= 〈K,⊕, •, 0, I〉 será um corpo22 se, dados a, b, c ∈ K estes satisfizerem:

1. Condições de clausura: a⊕ b ∈ K e a • b ∈ K.

2. Condições de associatividade: a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c e a • (b • c) = (a • b) • c.
3. Condições de comutatividade: a⊕ b = b⊕ a e a • b = b • a.
4. Elementos identidades: ∃0 ∈ K tal que a⊕0 = 0⊕a = a e ∃I ∈ K tal que a•I = I •a = a.

5. Elementos inversos: para todo a ∈ K existe −a ∈ K tal que a⊕ (−a) = −a⊕ a = 0. Para
todo a ∈ K \ {0}, existe a−1 ∈ K \ {0} tal que a • a−1 = a−1 • a = I.

6. Distributividade: O produto é distributivo em relação a adição: a • (b⊕ c) = (a • b) ⊕
(a • c).

Um corpo, portanto, consiste em dois grupos Abelianos frente a cada operação algébrica,
com o embargo de que o elemento I possui inversa frente a adição, mas o elemento 0 não
possui inversa frente ao produto.

Dentre as estruturas recém apresentadas, é interessante destacar aquelas que tipificam as
definições básicas da teoria de conjuntos; quais sejam:

• O semianel comutativo 〈N,+,×, 0, 1〉.

• O anel comutativo 〈Z,+,×, 0, 1〉.

• Os corpos: Q
.
= 〈Q,+,×, 0, 1〉 dos números racionais e I

.
= 〈I,+,×, 0, 1〉 dos números irracio-

nais.

• O corpo real. O corpo23 R
.
= 〈R,+,×, 0, 1〉, formado pelos grupos Abelianos {R; +} e {R∗;×},

onde “+” e “×” são as operações de adição e multiplicação algébricas, respectivamente.

• O corpo complexo. O corpo C
.
= 〈C,+,×, 0, 1〉, formado pelos grupos Abelianos {C; +} e

{C∗;×}, onde “+” e “×” são as operações de adição e multiplicação algébricas de números
complexos,24 respectivamente. Cabe mencionar aqui que o corpo R está contido no corpo
C, em cuja situação é denominado um subcorpo.

22O termo corpo empregado em português segue os termos em alemão Körper e em francês corps. Textos em inglês
normalmente usam o termo field.

23Note a diferença tipográfica entre o corpo R e o conjunto R.
24Ver seção 2.2.
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3.7.2 ESTRUTURAS DO TIPO MÓDULO

Consistem em sistemas de duas estruturas 〈C1,F1〉 e 〈C2,F2〉, muitas das quais definidas na
seção anterior. Tratam-se de sistemas compostos por duas estruturas, cada uma envolvendo,
no mínimo, duas operações binárias.

Dentre as estruturas compostas por dois conjuntos e por duas operações binárias, destacam-
se as seguintes.

Grupo com operadores. A estrutura 〈G,Ω〉 é denominada um grupo com operadores ou Ω-grupo.
Esta estrutura é composta por um grupo G = (G; •) e um conjunto Ω cujos elementos
operam sobre os elementos do grupo de uma determinada maneira. O Ω-grupo é definido
com a ação de Ω sobre G: Ω × G → G : (ω, g) 7→ gω, sendo ω ∈ Ω e g ∈ G, de tal forma que a
operação é distributiva em relação ao produto de grupo:

(g • h)
ω

= gω • hω, onde h ∈ G.

Para todo ω ∈ Ω, o mapeamento g 7→ gω consiste em um endomorfismo de G. Portanto,
o Ω-grupo pode ser visualizado como um grupo G com uma família indexada (uω)ω∈Ω de
endomorfismos de G.

Uma ação de G sobre G é um caso particular de um Ω-grupo quando Ω = G. Por exemplo,
a ação esquerda de grupo é o endomorfismo G × G → G tal que para todos g1, g2 ∈ G,
(g1, g2) 7→ g1 • g2. Escrevendo simbolicamente esta ação como g1G, observa-se que esta se
trata simplesmente de uma classe lateral esquerda do grupo.

Espaço vetorial. Devido a sua importância, espaços vetoriais são discutidos em mais detalhes
no capítulo 4.

Módulo. Um módulo sobre um anel consiste em uma generalização da noção de um espaço
vetorial sobre um corpo, apresentado acima, sendo que os escalares são elementos de um
anel, ao invés de um corpo. Além disso, os produtos por escalares ocorrem em ambos os
lados.

Dado um grupo Abeliano M = 〈M,+,0〉 frente a operação de adição “+” e com elemento
identidade 0 ∈ M. Dado também o anel A .

= 〈A,⊕, •, 0, I〉 e, finalmente, dada a operação
. : A × M → M, denominada produto, a estrutura 〈M, A, .〉 pode ser definida de duas
maneiras:

A-Módulo à esquerda. O A-módulo à esquerda M
.
= 〈M, A, .〉 é tal que o produto satisfaz

as condições:

1. Clausura no grupo. Para todo a ∈ A e para todo m ∈M, a.m ∈M.

2. Associatividade. Para cada a, b ∈ A e m ∈M, a. (b.m) = (a • b) .m.

3. Produto pela unidade de A. Para todo m ∈M, I.m = m.

4. Distributividade. Para a, b ∈ A e m,n ∈M,

a. (m+ n) = a.m+ a.n

(a⊕ b) .m = a.m+ b.m.

A-Módulo à direita. O A-módulo à direita MR
.
= 〈M, A, .R〉 possui produto (.R ≡ .) que sa-

tisfaz:

1. Clausura no grupo. Para todo a ∈ A e para todo m ∈M, m.a ∈M.

2. Associatividade. Para cada a, b ∈ A e m ∈M, (m.a) .b = m. (a • b).
3. Produto pela unidade de A. Para todo m ∈M, m.I = m.

4. Distributividade. Para a, b ∈ A e m,n ∈M,

(m+ n) .a = m.a+ n.a

m. (a⊕ b) = m.a+m.b.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 05/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



126 3.7. Estruturas algébricas

3.7.3 ESTRUTURAS DO TIPO ÁLGEBRA

Sistemas compostos definidos sobre duas estruturas: um espaço vetorial e um corpo ou
um anel e um A-módulo, equipados com uma operação adicional, o que totaliza no mínimo 5
operações binárias: duas operações no espaço vetorial/anel, duas no corpo/A-módulo e uma
envolvendo elementos de ambas as estruturas.

Álgebra sobre um corpo. Trata-se de um espaço vetorial equipado com um mapa bilinear.

Seja A = 〈A,K,+, .〉 um espaço vetorial sobre o corpo K
.
= 〈K,⊕, •, 0, I〉. Define-se a operação

binária × : A ×A 7−→ A , denominada produto de vetores. Então A será denominada uma
álgebra sobre K se, para todo x, y, z ∈ A e para todo a, b ∈ K, as seguintes condições forem
satisfeitas:

• Distributividade pela esquerda: (x+ y)× z = x× z + y× z.

• Distributividade pela direita: x× (y + z) = x× y + x× z.

• Compatibilidade com escalares: (a.x)× (b.y) = (a • b) . (x× y).

Álgebra sobre um anel comutativo. Esta álgebra generaliza o conceito de uma álgebra sobre
um corpo, ao substituir este último por um anel comutativo.

Seja A
.
= 〈A,⊕, •, 0, I〉 um anel comutativo e M o A-módulo definido sobre A. Uma álgebra

sobre um anel comutativo, ou A-álgebra, é obtida a partir da definição da operação binária
[ , ] : M ×M →M , denominada A-produto, o qual satisfaz a condição:

• Bilinearidade: para todo x, y, z ∈M e a, b ∈ A,

[a.x+ b.y, z] = a. [x, y] + b. [y, z]

[x, a.y + b.z] = a. [x, y] + b. [x, z] .

Álgebra associativa. Dada uma A-álgebra, esta é dita associativa se o A-produto for asso-
ciativo, i. e., para todo x, y, z ∈M ,

[x, [y, z]] = [[x, y] , z] .

Álgebra não associativa. Quando o A-produto não for associativo. Neste caso, o resultado
de [x, [y, z]] pode ser definido de diferentes maneiras, o que gera álgebras especiais,
como a álgebra de Lie.

Cabe mencionar que a classificação de álgebras entre associativas ou não associativas
também é aplicável para álgebras sobre corpos.

Álgebra de Lie. Estas álgebras são não associativas, sendo que o produto da álgebra satisfaz a
identidade de Jacobi. A sua importância reside no contexto de teoria de grupos contínuos
(grupos de Lie) porque estão associadas às operações de isosimetria de um sistema físico.
As álgebras de Lie surgem a partir dos geradores de grupos de Lie, geradores estes que são
transformações infinitesimais. Esta álgebra será definida a partir de um espaço vetorial
sobre um corpo, mas pode ser também generalizada no contexto de A-álgebras.

Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g .
= 〈g,K,+, .〉 sobre o corpo K

.
= 〈K,⊕, •, 0, I〉 com a

operação [ , ] : g× g→ g, denominada colchete de Lie, a qual, para todos x, y, z ∈ g e a, b ∈ K,
satisfaz os axiomas:

• Bilinearidade: [a.x+ b.y, z] = a. [x, z] + b. [y, z] , [z, a.x+ b.y] = a. [z, x] + b. [z, y].

• Anticomutatividade: [x, y] = − [y, x]. Por consequência, [x, x] = 0.

• Identidade de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

A álgebra de Lie será discutida novamente na seção 5.10.5.
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4
ESPAÇOS VETORIAIS

O
CONCEITO DE ESPAÇO VETORIAL possui importância singular para a física-matemática,
pois todas as áreas da matemática aplicada, da física contemporânea e engenharia
fazem uso de suas propriedades. Suas propriedades fornecem os fundamentos para
o tratamento de sistemas de equações lineares, séries de Taylor e Fourier, na solução
de equações diferenciais parciais, entre outras técnicas comumente empregadas em

matemática aplicada. Espaços vetoriais fornecem também um ferramental abstrato e livre de
coordenadas para o estudo das propriedades de objetos geométricos e físicos tais como tensores,
a teoria quântica, a estrutura cristalina da matéria e a própria estrutura do espaço-tempo. Isso
tudo é possível devido à possibilidade de se estender o conceito de um espaço vetorial, a partir de
uma estrutura puramente algébrica e abstrata, para uma estrutura mais elevada, a qual contém
elementos de análise matemática, geometria e topologia.

Historicamente, as primeiras concepções que levaram ao conceito de um espaço vetorial po-
dem ser traçadas para o início do século XVII, quando foi desenvolvida a teoria da geometria
afim com a introdução das coordenadas em espaços de duas ou três dimensões. Por volta do
ano 1636, os matemáticos franceses René Descartes (1596 – 1650) e Pierre de Fermat (1607
– 1665) fundaram a disciplina da geometria analítica através do mapeamento das soluções de
equação de duas variáveis a pontos sobre uma superfície. O desenvolvimento histórico que cul-
minou com o conceito moderno de um espaço vetorial como uma estrutura algébrica (ver seção
3.7) ocorreu ao longo dos séculos XVIII – XX, contando com as contribuições de diversos ma-
temáticos importantes, tais como Jean-Robert Argand (1768 – 1822), Bernard Bolzano (1781 –
1848), August Ferdinand Möbius (1790 – 1868), C. V. Mourey (1791? – 1830?), Giusto Bellavitis
(1803 – 1880), William Rowan Hamilton (1805 – 1865), Hermann Günther Grassmann (1809 –
1877), Arthur Cayley (1821 – 1895), Edmond Laguerre (1834 – 1886), Giuseppe Peano (1858 –
1932), David Hilbert (1862 – 1943), Henri Léon Lebesgue (1875 – 1941) e Stefan Banach (1892 –
1945). Atualmente, a teoria das estruturas algébricas continua sendo desenvolvida como parte
da teoria das categorias, criada por Samuel Eilenberg (1913 – 1998) e Saunders Mac Lane (1909
– 2005).

Neste capítulo serão apresentadas algumas das propriedades básicas de espaços vetoriais.
Os principais objetivos deste capítulo são:

• Caracterizar um espaço vetorial como uma estrutura algébrica abstrata, hierarquicamente
superior aos grupos discutidos no capítulo 3. A categorização de um espaço vetorial como
uma estrutura algébrica foi realizada na seção 3.7.

• Prover conceitos e propriedades fundamentais que serão empregados posteriormente nos
capítulos que tratam da teoria de representações de grupos (capítulo 5) e de tensores (ca-
pítulo 6).

Para atingir estes objetivos, na seção 4.12 o capítulo também abandona temporariamente a
discussão de uma estrutura puramente algébrica para introduzir elementos de espaços métricos
e topologia, os quais possibilitarão a definição de espaços vetoriais métricos ou topológicos,
fundamentais para as teorias modernas da física.

4.1 ESPAÇO VETORIAL

O conceito de espaço vetorial é normalmente definido na disciplina de álgebra linear; porém,
nesta seção o mesmo conceito será apresentado como um tipo de estrutura algébrica.
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Definição 4.1 (Espaço vetorial). Um espaço vetorial sobre um corpo K, também denominado
um espaço-K, e denotado por V

.
= 〈V,K,+, .〉, consiste em um conjunto V de elementos denomi-

nados vetores e dotado de uma operação + : V 2 → V , denominada soma vetorial. O espaço é
composto também por um corpo K

.
= 〈K,⊕, •, 0, I〉, cujos elementos são denominados escalares,

e, finalmente, de uma operação . : K × V → V , denominada produto por escalar. Os conjuntos
de vetores e escalares satisfazem as seguintes propriedades frente as operações definidas:

Frente a soma vetorial. A estrutura V = 〈V,+,0〉 forma um grupo Abeliano, sendo que o ele-
mento identidade 0 é denominado vetor nulo.

Frente ao produto por escalar. Dado o corpo K, para cada α ∈ K e u ∈ V , existe um vetor
denotado por α.u ∈ V , denominado produto de u por α, o qual satisfaz as condições:

1. Associatividade. Para cada α, β ∈ K, α. (β.u) = (α • β) .u.

2. Produto pela unidade de K. Para todo u ∈ V , I.u = u.

3. Distributividade. Para cada α, β ∈ K e u, v ∈ V , o produto por escalares segue diferen-
tes regras frente as operações “+” e “⊕”:

(a) Distributivo pela esquerda em relação a soma vetorial: α. (u+ v) = α.u+ α.v

(b) Distributividade mista pela direita em relação a “⊕” e “+”: (α⊕ β) .u = α.u+ β.u.

Em física, espaços vetoriais são usualmente definidos sobre corpos reais ou complexos,
quando então são também denominados espaços vetoriais reais ou espaços vetoriais comple-
xos, respectivamente. Algumas propriedades dos espaços vetoriais são discutidas na seções a
seguir.

4.2 SUBESPAÇOS VETORIAIS E SUBESPAÇOS COMPLE-
MENTARES

Um subespaço vetorial é um conjunto de vetores contidos no espaço vetorial, os quais satis-
fazem as condições de clausura frente a adição vetorial e produto por escalar.

Definição 4.2 (Subespaço vetorial). Seja V um espaço vetorial. Dado um subconjunto W ⊆ V ,
este é denominado um subespaço vetorial de V se satisfizer os axiomas de espaço vetorial.
Adicionalmente, para todos os vetores u, v ∈ W e todos os escalares α, β ∈ K, a adição vetorial e
o produto por escalar estão contidos no subespaço: α.u+ β.v ∈ W .

Em particular, o subespaço W ⊆ V sempre irá conter o vetor nulo. Dados dois subespaços
U ,W ⊆ V , a sua intersecção U ∩ W também é subespaço de V , pois se u, v ∈ U ∩ W , então
necessariamente α.u+ β.v ∈ U ∩W também.

4.2.1 SUBESPAÇO SOMA

Sejam os subespaços U ,W ⊆ V . Embora a sua intersecção U ∩W também seja um subespaço
de V , o mesmo não pode ser dito de sua união; U ∪W em geral não é subespaço de V . Contudo,
é sempre possível definir-se o subespaço soma:

Definição 4.3 (Subespaço soma). Dados os subespaços U ,W ⊆ V , o conjunto

U + W
.
= {u+ w, tais que u ∈ U e w ∈ W }

é subespaço soma de V , pois se u = u1 + w1 ∈ U + W e w = u2 + w2 ∈ U + W , então

α.u+ β.w = α. (u1 + w1) + β. (u2 + w2) = (α.u1 + β.u2) + (α.w1 + β.w2) ∈ U + W .

4.2.2 SUBESPAÇOS COMPLEMENTARES

A definição do subespaço soma U + W serve para determinar se U e W são também subes-
paços complementares.
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Definição 4.4 (Subespaços complementares e soma direta de subespaços). Sejam os su-
bespaços U ,W ⊆ V . Estes são ditos subespaços complementares se todo vetor v ∈ V possuir
uma decomposição única v = u+ w, sendo que u ∈ U e w ∈ W .

Caso U ,W ⊆ V sejam subespaços complementares, então V é dito ser a soma direta destes
subespaços. Esta operação é representada por

V = U ⊕W .

O teorema a seguir estabelece as condições necessárias e suficientes para a determinação de
subespaços complementares.

Teorema 4.1. Sejam os subespaços U ,W ⊆ V , sendo 0 o vetor nulo. Estes são subespaços
complementares de V se e somente se:

1. V = U + W ;

2. U ∩W = {0}.

Um outro tipo importante de subespaço vetorial, um subespaço invariante, será apresentado
na seção 4.6, após a definição de base de um espaço vetorial.

4.3 BASES DE UM ESPAÇO VETORIAL

Uma base de um espaço vetorial é um conjunto de vetores que reproduz todo o espaço a
partir de combinações lineares entre os vetores do conjunto. Serão apresentadas uma série de
definições para a construção do conceito de base e obtenção de suas propriedades.

Definição 4.5 (Varredura linear). Seja C
.
= {vi} ⊂ V um subconjunto do espaço vetorial V

sobre o corpo K. A varredura linear1 de C, denotada por span (C), é definida como o conjunto de
todas as combinações lineares possíveis em C; ou seja,

span (C)
.
=

{∑
i

αi.vi,∀αi ∈ K

}
.

Teorema 4.2 (Subespaço gerado por um conjunto). Seja C
.
= {vi} ⊂ V um subconjunto do

espaço vetorial V sobre o corpo K. Então,

1. span (C) é um subespaço de V .

2. Se U ⊂ V é um subespaço tal que C ⊂ U , então span (C) ⊂ U .

Definição 4.6 (Espaço vetorial finito ou infinito e dimensão do espaço). Um espaço vetorial
V é dito ser de dimensão finita se este pode ser gerado a partir de um conjunto finito de vetores
Cn = {v1, . . . , vn} ⊂ V , sendo n ∈ N:

V = span (Cn) .

Caso não exista um conjunto finito Cn capaz de gerar V , então este é dito ser de dimensão
infinita.

Quando V tem dimensão finita, sua dimensão dim V é definida como o menor número natural
n tal que V = span (Cn).

Será definida agora uma noção fundamental para a teoria de espaços vetoriais: a indepen-
dência (ou dependência) linear entre vetores.

Definição 4.7 (Vetores linearmente independentes). Seja V um espaço vetorial sobre o corpo
K. O conjunto de vetores C .

= {vi}, onde i = 1, 2, . . . e vi ∈ V , é dito ser linearmente independente
(identificado também por “LI”) se todos os subconjuntos finitos {vj} ⊆ C (j = 1, 2, . . . , k) forem
tais que

k∑
j=1

αj .vj = 0⇐⇒ αj = 0, para todo j = 1, . . . , k,

sendo que
{
αj
}
⊂ K.

Um conjunto de vetores é dito ser linearmente dependente se este não for LI.
1Do inglês: linear span.
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Com as definições acima, torna-se agora possível definir-se a base de um espaço vetorial.

Definição 4.8 (Base de um espaço vetorial). Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Um
subconjunto B ⊂ V é denominado uma base de V se:

1. B for linearmente independente;

2. V = span (B); ou seja, se V for gerado por B.

Teorema 4.3. Todo espaço vetorial possui uma base.

Observa-se que o teorema acima é válido tanto para espaços finitos quanto para infinitos. Os
teoremas a seguir são válidos para espaços finitos.

Teorema 4.4. Seja V um espaço vetorial finito de dimensão n. Um subconjunto B = {e1, . . . , en}
gera V se e somente se B for linearmente independente.

Corolário 4.1. Seja V um espaço vetorial finito. Se o subconjunto B = {e1, . . . , en} é uma base de
V , então dim V = n. Ou seja, a dimensão do espaço vetorial é idêntica à cardinalidade da base.

Teorema 4.5 (Redução de base). Seja V um espaço vetorial finito de dimensão n. Se existe um
subconjunto C = {v1, . . . , vm} ⊂ V com m > n tal que V = span (C), então ou C é uma base de V ou
um número m− n de vetores de C pode ser removido para formar uma base de V .
(Enunciado alternativo) Seja V um espaço vetorial finito de dimensão n. Seja B = {e1, . . . , en}
uma base de V . Qualquer conjunto de vetores C = {v1, . . . , vm} ⊂ V com m > n é linearmente
dependente.

Teorema 4.6. Seja V um espaço vetorial finito. Sejam B = {e1, . . . , en} ⊂ V e B′ = {e′1, . . . , e′m} ⊂ V
bases de V . Então m = n.

Demonstração. De acordo com o teorema 4.5, as inegualdades n 6 m e n > m devem ser ambas
satisfeitas. Então, n = m.

O importante teorema a seguir relaciona conjuntos LI com uma base de um espaço de di-
mensão finita.

Teorema 4.7 (Extensão de base). Seja V um espaço vetorial finito de dimensão n. Seja A =
{v1, v2, . . . , vm} ⊆ V um subconjunto de vetores linearmente independentes de V , sendo que m 6
n = dim V . Então existe uma base B = {e1, e2, . . . , en} de V tal que

e1 = v1, e2 = v2, . . . em = vm.

Em outras palavras, qualquer conjunto LI de V pode ser estendido para formar uma base
de V . Apresenta-se agora um outro importante teorema, o qual versa sobre a decomposição de
vetores.

Teorema 4.8 (Decomposição de vetores). Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Se o
conjunto B = {e1, e2, . . . } é uma base de V , então cada vetor v ∈ V pode ser decomposto de
maneira unívoca pela combinação linear

v =
∑
i

vi.ei, (vi ∈ K) .

Os escalares {vi} são denominados os componentes do vetor v com respeito à base B.

Os componentes de um vetor v ∈ V sobre uma base B com frequência são organizados na
forma de uma matriz coluna, de tal forma que operações vetoriais possam ser realizadas por
intermédio da álgebra vetorial. Este assunto é discutido na seção 4.9.4.

4.3.1 TRANSFORMAÇÃO DE BASE

Se para um dado espaço vetorial V existirem pelos menos duas bases distintas (B e B′ por
exemplo), então é sempre possível decompor-se um vetor da base B por uma combinação linear
dos vetores da base B′ e vice-versa. Este processo é denominado a transformação de base
B 
 B′.
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Seja um espaço vetorial finito V de dimensão n, o qual possui duas bases B = {e1, . . . , en} e
B′ = {e′1, . . . , e′n}. De acordo com o teorema 4.8, cada vetor da base B é decomposto de forma
unívoca pelos vetores da base B′ na forma

ei =

n∑
j=1

Aji.e
′
j , (Aij ∈ K, i = 1, . . . , n) , (4.1)

sendo Aji o j-ésimo componente do vetor ei com respeito à base B′.
Seja agora um vetor v ∈ V qualquer. Novamente, de acordo com o 4.8, este pode ser decom-

posto pelas duas bases como

v =

n∑
i=1

vi.ei =

n∑
i=1

v′i.e
′
i,

sendo vi e v′i os componentes de v em respeito às bases B e B′, respectivamente. Mas, empregando-
se a decomposição dos vetores em B em B′ obtida acima, pode-se escrever

v =

n∑
j=1

n∑
i=1

(vi •Aji) .e′j =

n∑
j=1

v′j .e
′
j ,

de onde se identifica a lei de transformação das componentes de v como

v′i =

n∑
j=1

Aij • vj , (i = 1, . . . , n) . (4.2)

A transformação das coordenadas de um vetor pode ser representada na forma matricial.
Esta representação é realizada na seção 4.9.4.1

No capítulo 6 será realizada uma longa discussão a respeito de transformações de bases em
espaços Euclideanos ou Riemannianos.

4.4 MAPEAMENTOS ENTRE ESPAÇOS VETORIAIS

Um mapeamento entre espaços vetoriais ou sobre um espaço vetorial é uma função que toma
um vetor de um espaço e o mapeia sobre outro vetor, em um espaço distinto ou sobre o mesmo
espaço, ou ainda sobre um escalar. Alguns tipos de mapeamentos praticados sobre ou entre
espaços vetoriais são mencionados agora.

Definição 4.9 (Mapeamento entre espaços vetoriais). Sejam V e W dois espaços vetoriais
sobre o mesmo corpo K. Uma função T : V 7−→ W é denominada um mapeamento de V sobre W
se para todo v ∈ V existe um e somente um w ∈ W tal que

T (v) = w.

O vetor w = T (u) é denominado o valor de T em v. O conjunto V ⊆ V que contém os vetores
sobre o qual o mapeamento T atua é denominado o domínio de T , representado por Dom (T ). O
conjunto W ⊆ W = {w |T (v) = w,∀v ∈ V } é denominado a imagem de V sob T , representada por
Img (T ).

Um mapa linear, também denominado aplicação linear, mapeamento linear ou transformação
linear, é um mapeamento entre dois espaços vetoriais tal que as operações de soma vetorial e
produto por escalar são preservadas.

Definição 4.10 (Mapa linear). Sejam V e W dois espaços vetoriais sobre o mesmo corpo K.
Uma função L : V 7−→ W é denominada um mapa linear se para todo u, v ∈ V e para todo α ∈ K

as seguintes propriedades são satisfeitas:

1. Aditividade: L (u+ v) = L (u) + L (v).

2. Homogeneidade de grau 1: L (α.u) = α.L (u).

O conjunto de todos os mapas lineares L : V 7−→ W é representado por L (V ,W ).
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Alguns casos particulares de um mapa linear são:

Operador linear. Quando domínio e imagem coincidem (W =V ), o mapa linear também é de-
nominado operador linear. Um operador linear obviamente obedece as propriedades de
aditividade e homogeneidade de um mapa linear. Adicionalmente, se u = 0 ∈ V é o vetor
nulo de V , então

L (0) = 0.

O conjunto de todos os operadores lineares L : V 7−→ V é representado por L (V ).

Forma linear. Quando o mapa linear é a função f : V 7−→ K, i. e., do espaço vetorial sobre
o seu corpo escalar, este é denominado uma forma linear ou um funcional linear. Uma
propriedade importante é que o mapeamento do funcional sobre o corpo é sempre ou trivial
ou é sobrejetivo.

A partir da definição de um operador linear e do teorema sobre decomposição de vetores, é
possível identificar a ação de um determinado operador linear atuando sobre um espaço vetorial
com uma matriz que irá conter os seus componentes. Esta representação é realizada na seção
4.9.4.2.

Um mapa bilinear, também denominado operador bilinear, é uma função que combina ele-
mentos de dois espaços vetoriais para resultar em um elemento de um terceiro espaço vetorial
que é linear em cada um dos argumentos.

Definição 4.11 (Mapa bilinear). Sejam V , W e X três espaços vetoriais sobre o mesmo corpo
K. Um mapa bilinear B é definido como a função B : V × W → X tal que para todo v ∈ V e
w ∈ W :

1. O mapeamento v 7→ B (v, w) é um mapa linear de V a X .

2. O mapeamento w 7→ B (v, w) é um mapa linear de W a X .

Em outras palavras, mantendo o primeiro argumento do mapa fixo e permitindo o segundo
variar, o resultado é um mapa linear, e vice-versa.

Forma bilinear. Definido no caso em que a imagem do mapeamento (X ) é o corpo base K. Dado
o espaço vetorial V sobre o corpo K, o mapa bilienar B : V × V 7→ K é denominado uma
forma bilinear, tal que, dados u, v, w ∈ V e α ∈ K:

1. B (u+ v, w) = B (u,w) +B (v, w)

2. B (u, v + w) = B (u, v) +B (u,w)

3. B (α.u, v) = B (u, α.v) = α •B (u, v).

Desta definição são definidos os produto interno, produto escalar e forma quadrática.

Forma sesquilinear. Trata-se de uma forma bilinear sobre um espaço vetorial complexo, a qual
é linear em um dos argumentos, mas antilinear no outro. Existe uma liberdade em definir
qual argumento é antilinear. Neste texto, o primeiro argumento terá tal propriedade. Seja
V um espaço linear complexo. Uma forma sesquilinear sobre V é um mapa ϕ : V ×V 7−→ C

tal que, para todos x, y, z ∈ V e α, β ∈ C, as seguintes propriedades são satisfeitas:

1. ϕ (x+ y, z) = ϕ (x, z) + ϕ (y, z).

2. ϕ (α.x, β.y) = α∗βϕ (x, y), sendo α∗ ∈ C o complexo conjugado de α.

Definição 4.12 (Mapa multilinear). Trata-se de uma generalização de um mapa bilinear. Se-
jam V1,V2, . . . ,Vn (n > 1) e W espaços vetoriais, todos sobre o mesmo corpo K. Um mapa multi-
linear f é a função

f : V1 × V2 × · · · × Vn 7−→ W ,

tal que para todo vi ∈ Vi e para um dado w ∈ W ,

vi 7→ w = f (v1, . . . , vi, . . . , vn)

é um mapa linear de Vi a W .

Claramente, mapas lineares ou bilineares são casos particulares de mapas multilineares.
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Forma multilinear. Ocorre quando a imagem do mapa multilinear é o corpo substrato aos es-
paços vetoriais. Ou seja, uma forma multilinear é a função

f : V1 × V2 × · · · × Vn 7−→ K,

a qual é separadamente linear em cada um de seus argumentos. Ou seja, que satisfaça:

• α.f (v1, . . . , vi, . . . , vn) = f (v1, . . . , α.vi, . . . , vn), para todos α ∈ K e vi ∈ Vi e para todo
i = 1, . . . , n.

• f (v1, . . . , vi, . . . , vn) + f (v1, . . . , v
′
i, . . . , vn) = f (v1, . . . , vi + v′i, . . . , vn), para todos vi, v′i ∈ Vi e

para todo i = 1, . . . , n.

Algumas definições e teoremas acerca de mapeamentos entre ou sobre espaços vetoriais são
apresentados a seguir.

Definição 4.13 (Composição de mapeamentos). Dados os espaços vetoriais V , W e Z , todos
sobre o corpo K e os mapeamentos S : V 7−→ W e T : W 7−→ Z , a composição de T com S é o
mapeamento T ◦ S : V 7−→ Z dado por

(T ◦ S) (u) = T (S (u)) ,

para todo u ∈ V .

A operação de composição ◦ não é, em geral, comutativa, i. e., T ◦S 6= S◦T ; porém é associativa
e distributiva, como o teorema a seguir assegura.

Teorema 4.9. Sejam V1, V2 ,V3 e V4 espaços vetoriais sobre K. Sejam S1, S2 : V1 7−→ V2, T1, T2 :
V2 7−→ V3 e U1 : V3 7−→ V4 mapeamentos. Finalmente, seja α ∈ K. Então, as seguintes propriedades
são satisfeitas:

1. Associatividade: U1 ◦ (T1 ◦ S1) = (U1 ◦ T1) ◦ S1.

2. Distributividade:

(a) (T1 + T2) ◦ S1 = T1 ◦ S1 + T2 ◦ S1;
(b) T1 ◦ (S1 + S2) = T1 ◦ S1 + T1 ◦ S2, se T1 é linear;
(c) (αT1) ◦ S1 = α (T1 ◦ S1);
(d) T1 ◦ (αS1) = α (T1 ◦ S1), se T1 é linear;

Teorema 4.10 (Composição de mapeamentos lineares). Sejam V1, V2 e V3 espaços vetoriais
sobre K. Se L1 : V1 7−→ V2 e L2 : V2 7−→ V3 são mapas lineares, então a composição L2 ◦L1 : V1 7−→
V3 também é linear.

As definições e o teorema a seguir estão relacionados com o mapeamento inverso de um
dado mapeamento. A noção de um mapeamentos e operadores inversos está ligada à definição
de matrizes inversas e possibilita a obtenção de diversas outras propriedades importantes a
respeito de operadores lineares atuando sobre espaços vetoriais.

Definição 4.14 (Mapeamento identidade). Seja V um espaço vetorial e IV : V 7−→ V o opera-
dor linear tal que para todo v ∈ V , IV (v) = v. A função IV é então denominada o mapeamento
identidade ou o operador identidade.

Definição 4.15 (Mapeamento invertível). Sejam V e W espaços vetoriais, cujos vetores nulos
são, respectivamente, 0V e 0W . Seja T : V 7−→ W um operador. O mapa T é dito invertível se
existe um outro mapeamento S : W 7−→ V tal que S ◦ T = IV e T ◦ S = IW . Neste caso, S é
denominado o mapeamento inverso de T , sendo representado por S = T−1.

Teorema 4.11. Se T : V 7−→ W é um mapa invertível, então, para todos v ∈ V e w ∈ W ,

Img
(
T−1

)
= Dom (T ) = V ⊆ V e Dom

(
T−1

)
= Img (T ) = W ⊆ W ,

e
T (v) = w ⇐⇒ T−1 (w) = v.

Teorema 4.12. Se S : V 7−→ W e T : W 7−→ Z são mapeamentos invertíveis, então

(T ◦ S)
−1

= S−1 ◦ T−1.

Teorema 4.13. Se L : V 7−→ W é um operador linear invertível, então o seu inverso L−1 : W 7−→ V
também é linear.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 05/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



136 4.5. Espaço vetorial dual

4.5 ESPAÇO VETORIAL DUAL

Qualquer espaço vetorial possui um correspondente espaço dual, o qual consiste no conjunto
de todos os funcionais lineares do primeiro, conjunto este que constitui um outro espaço vetorial.

Dado o espaço vetorial V sobre o corpo K, o conjunto de todos os seus funcionais lineares, i.
e., todos os mapas lineares do tipo ϕ : V 7−→ K, representado por Hom (V ,K) ou L (V ,K), forma
um novo espaço vetorial sobre K com o mesmo produto por escalar, denominado espaço vetorial
dual a V ou, simplesmente, espaço dual, quando as seguintes propriedades são satisfeitas. Para
todos x ∈ V , ϕ,ψ ∈ Hom (V ,K) e α ∈ K:

1. Aditividade: (ϕ+ ψ) (x) = ϕ (x) + ψ (x) .

2. Homogeneidade: (α.ϕ) (x) = α. (ϕ (x)) .

O espaço dual a V pode ser representado por V ∗ ou V ′ quando o corpo K fica subentendido.
Um dado elemento de V ∗ é também denominado de covetor ou forma-um ou 1-forma.

O produto Cartesiano entre o espaço V e seu dual V ∗, resultando no mapeamento [ · , · ] :
V ∗ × V 7−→ K, é um exemplo de uma forma bilinear. Um determinado par ordenado do domínio
deste mapeamento, obtido a partir de ϕ ∈ V ∗ e x ∈ V , pode ser representado por [ϕ, x]

.
= ϕ (x) e

ser denominado um bracket.
Existem dois tipos de espaços duais: o espaço dual algébrico e o espaço dual contínuo. O

primeiro tipo é a definição acima apresentada, válida para qualquer espaço dual. O segundo
tipo surge quando se consideram somente funcionais lineares contínuos.

4.6 SUBESPAÇOS INVARIANTES

O conceito de subespaços invariantes é fundamental para a teoria de representação de gru-
pos, discutida no capítulo 5. A definição de um subespaço invariante depende dos operadores
lineares que atuam sobre o espaço vetorial.

Definição 4.16 (Subespaço invariante). Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Seja
L : V 7−→ V um operador linear sobre V . Um subespaço U ⊆ V é denominado um subespaço
invariante sob o operador L se

L (U ) = {L (u) , ∀u ∈ U } ⊆ U .

Ou seja, a ação do operador linear L sobre qualquer vetor do subespaço gera um outro vetor
que também pertence ao mesmo subespaço. O exemplo 4.1 ilustra a importância dos subespaços
vetoriais invariantes.

A partir das definições de espaço vetorial e dos mapeamentos e formas aplicados aos vetores,
foram caracterizados diversos tipos particulares de espaços vetoriais, alguns dos quais serão
descritos a seguir.

4.7 ESPAÇO VETORIAL NORMADO

Um espaço vetorial normado, ou simplesmente espaço normado, ou ainda espaço normali-
zado, é um espaço vetorial sobre o corpo dos complexos2 no qual os vetores possuem uma norma
definida. Um espaço vetorial normado é a estrutura 〈V , ‖ · ‖〉, onde V é um espaço vetorial e ‖ · ‖
é uma norma definida sobre V .

Uma norma é uma função que opera sobre os vetores de um espaço e que, como resul-
tado, atribui aos mesmos uma quantidade real estritamente positiva que pode ser interpretada,
quando o espaço vetorial é também um espaço métrico, como sendo a medida geométrica do
comprimento ou da extensão dos mesmos. A exceção é o vetor nulo, o qual possui norma tam-
bém nula.

Definição (Norma). Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Uma norma sobre V é uma
função ‖ · ‖ : V 7→ R, tal que para todos x, y ∈ V e α ∈ R, as seguintes propriedades são
satisfeitas:

2Ou sobre qualquer um de seus subcorpos.
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1. Positividade: ‖x‖ > 0, sendo que se ‖x‖ = 0, então x é o vetor nulo.

2. Homogeneidade absoluta ou escalabilidade absoluta: ‖α.x‖ = |α| ‖x‖.

3. Inegualdade triangular ou subaditividade: ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

4.8 ESPAÇO COM PRODUTO INTERNO

Trata-se de um espaço vetorial sobre os corpos dos reais ou complexos ou qualquer um de
seus subcorpos, para o qual é definido um produto interno.

Definição 4.17 (Produto interno). Dado um espaço vetorial V sobre um corpo K (= R ou C),
um produto interno sobre o espaço V é a forma bilinear

〈 · , · 〉 : V × V 7−→ K,

que associa cada par de vetores (u, v) ∈ V × V com um escalar 〈u, v〉 ∈ K.
Para todos u, v, w ∈ V e α ∈ K, os seguintes axiomas do produto interno são satisfeitos:

(EPI1) Conjugação complexa: 〈u, v〉 = 〈v, u〉∗.

(EPI2) Linearidade: 〈u, α.v〉 = α • 〈u, v〉.

(EPI3) Distributividade: 〈u+ v, w〉 = (u,w) + 〈v, w〉.

Desta forma, definem-se os espaços vetoriais em questão.

Definição 4.18 (Espaço vetorial com produto interno). Seja um espaço vetorial V sobre um
corpo K, o qual é dotado de um produto interno 〈 , 〉V : V × V 7−→ K. A dupla (V , 〈 , 〉V ) forma
um espaço vetorial com produto interno.

Pode-se demonstrar como consequência das definições 4.17 e 4.18 que as seguintes proprie-
dades são também válidas, para quaisquer u, v, w ∈ 〈V , 〈 , 〉V 〉 e α ∈ K:

1. 〈0, u〉 = 〈u,0〉 = 0.

2. 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉.

3. 〈α.u, v〉 = α∗ 〈u, v〉.

4. Se 〈u, v〉 = 〈u,w〉 para todo u ∈ V , então v = w.

Os conjuntos dos escalares em espaços com produto interno fazem parte dos corpos K = R

(reais) ou C (complexos). Neste caso, estes espaços são consecutivamente denominados espaço
real ou complexo com produto interno. Nestes casos, uma propriedade adicional é imposta, de-
pendendo da natureza do espaço vetorial.

A definição do produto interno entre dois vetores de um espaço vetorial permite também
introduzir-se a noção de ortogonalidade entre os vetores.

Definição 4.19 (Vetores ortogonais). Seja V um espaço vetorial com produto interno. Dois
vetores x, y ∈ V são ditos ser ortogonais ou perpendiculares se

〈x, y〉 = 0.

Neste caso, emprega-se a notação x ⊥ y.

Até este momento, o conceito de vetores ortogonais ou perpendiculares não possui neces-
sariamente nenhum caráter geométrico, uma vez que a definição 4.19 é puramente algébrica.
A concepção geométrica entre dois vetores perpendiculares é válida quando o espaço vetorial
também é um espaço métrico. Este tipo de espaço será discutido mais adiante.
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4.8.1 ESPAÇO REAL COM PRODUTO INTERNO

Neste caso, o corpo é real (K = R) e uma propriedade adicional é imposta, a qual distingue
dois tipos de espaços reais.

Espaços pseudo-Euclideanos. Tratam-se de espaços reais com produto interno, os quais obe-
decem a propriedade adicional:

(EPI4) Se 〈x, y〉 = 0 para todo y ∈ V , então x = 0.

Vetores de um espaço pseudo-Euclideano não podem possuir norma, mas possuem magni-
tude.

Magnitude. Sejam V um espaço real pseudo-Euclideano e x ∈ V . A magnitude de x é
definida por 〈x, x〉.

Um vetor x de um espaço pseudo-Euclideano que não seja o vetor nulo (i. e., a identidade
aditiva do conjunto dos vetores) pode possuir uma magnitude nula ou negativa. Caso
〈x, x〉 = 0, mas x 6= 0, este é dito auto-ortogonal.3

Espaços Euclideanos ou positivo-definidos. Tratam-se de espaços reais com produto interno
aos quais é imposta uma condição adicional mais restritiva que (EPI4):(
EPI′4

)
Positividade: 〈x, x〉 > 0, sendo que 〈x, x〉 = 0 se e somente se x = 0.

A condição
(
EPI′4

)
implica na condição (EPI4), pois se existisse um vetor x 6= 0 tal que

〈x, y〉 = 0 para todo y ∈ V , então, fazendo y = x teríamos 〈x, x〉 = 0, o que viola
(
EPI′4

)
.

4.8.2 ESPAÇO COMPLEXO COM PRODUTO INTERNO

Neste caso, o corpo é complexo (K = C) e a condição adicional normalmente imposta é a
positividade

(
EPI′4

)
.

Uma observação também é necessária em relação à definição 4.17 de linearidade (EPI2).
Esta foi aqui definida em relação ao segundo argumento, seguindo a convenção estabelecida na
física pela descrição formal da mecânica quântica. Textos matemáticos usualmente definem a
linearidade no primeiro argumento. Esta distinção é necessária porque o produto interno sobre
o corpo C é uma forma sesquilinear, como consequência da conjugação complexa.

4.8.3 NORMA DE UM VETOR INDUZIDA PELO PRODUTO INTERNO

Em espaços (reais ou complexos) nos quais a condição de positividade
(
EPI′4

)
é obedecida,

pode-se definir a norma de um vetor x, a qual é induzida pelo produto interno, por∥∥x∥∥ .
=
√
〈x, x〉 > 0.

Verifica-se que esta definição satisfaz as condições de norma de um vetor.
Neste caso, o espaço vetorial com produto interno também é um espaço normado. Os seguin-

tes teoremas são válidos nesses espaços.

Teorema 4.14 (Inegualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V um espaço vetorial normado com
produto interno. Para qualquer par de vetores x, y ∈ V ,

|〈x, y〉| 6 ‖x‖ ‖y‖ . (4.3)

Corolário 4.2. A igualdade em (4.3) somente irá ocorrer se os vetores x e y forem proporcionais
entre si, isto é,

〈x, y〉 = ‖x‖ ‖y‖ ⇐⇒ y = αx, para algum α ∈ K (R ou C) .

Da definição de ortogonalidade 4.19 segue imediatamente a generalização do teorema de
Pitágoras:

3Ver definição 4.19 de vetores ortogonais.
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Teorema 4.15 (Teorema de Pitágoras). Seja V um espaço vetorial normado com produto in-
terno. Se os vetores x, y ∈ V são ortogonais, então

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 .

Demonstração. Basta empregar as definições:

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 .

Dados dois vetores pertencentes a um espaço normado com produto interno: x e y, com y 6= 0.
O vetor x sempre pode ser decomposto em duas partes: uma paralela a y e uma perpendicular.
Este processo é denominado a decomposição ortogonal do vetor x ao longo de y.

Inicialmente escreve-se x = x‖ + x⊥, sendo x‖ = αy, para algum α ∈ K a ser determinado, a
componente de x paralela a y e x⊥ a componente perpendicular. Como x⊥ deve ser ortogonal a
y,

x⊥ = x− x‖ = x− αy =⇒ 0 = 〈x⊥, y〉 = 〈x− αy, y〉 = 〈x, y〉 − α ‖y‖2 .

Portanto, α = 〈x, y〉 / ‖y‖2 e o vetor x fica decomposto então por

x =
〈x, y〉
‖y‖2

y +

(
x− 〈x, y〉

‖y‖2
y

)
.

4.8.4 BASES ORTONORMAIS EM ESPAÇOS NORMADOS COM PRO-
DUTO INTERNO

Espaços nos quais a propriedade de positividade
(
EPI′4

)
é obedecida são adicionalmente be-

neficiados por possuirem bases ortonormais. Bases ortonormais têm diversas propriedades es-
peciais que levam a simplificações úteis em cálculos envolvendo a álgebra de vetores. Essas
bases fazem uso constante do conceito de vetores ortogonais (definição 4.19).

Definição 4.20 (Conjunto ortogonal/ortonormal). Seja V um espaço vetorial com produto
interno. Seja C = {x1, . . . , xn} ⊂ V um conjunto de vetores não nulos. O conjunto C é dito ser
ortogonal se

〈xi, xj〉 = 0,

ou seja, se xi ⊥ xj para todos 1 6 i 6= j 6 n.
O mesmo conjunto C é dito ser ortonormal se

〈xi, xj〉 = δij , para todos i, j = 1, . . . , n,

onde δij = 1 (se i = j) ou δij = 0 (se i 6= j) é denominada a delta de Kronecker.4

Teorema 4.16 (Independência linear de um conjunto ortogonal). Seja V um espaço vetorial
com produto interno. Se C = {x1, . . . , xn} ⊂ V , com n 6 dim V , é um conjunto ortogonal de vetores,
então C é linearmente independente.

Demonstração. Dado o conjunto C de vetores, suponha que exista um conjunto de escalares
{α1, . . . , αn} ⊂ K tal que

x
.
=

n∑
i=1

αixi = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0.

Então,

〈x, x〉 =

n∑
i,j=1

α∗iαj 〈xi, xj〉 =

n∑
i=1

|αi|2 〈xi, xi〉+

n∑
i,j=1
(i6=j)

α∗iαj��
��:0

〈xi, xj〉 =

n∑
i=1

|αi|2 〈xi, xi〉 = 0.

Como 〈xi, xi〉 > 0 para xi ∈ C e |αi|2 > 0 para todo αi ∈ K, a igualdade acima somente será
satisfeita se αi = 0 (i = 1, . . . , n).

4Ver também seção 6.1.2.
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Teorema 4.17 (Base ortonormal). Seja V um espaço vetorial normado com produto interno de
dimensão n. Se B = {b1, . . . , bn} ⊂ V é um conjunto ortonormal de vetores, então B é uma base de
V , denominada base ortonormal.

Demonstração. Para que B seja uma base é necessário (definição 4.8) que: (i) B seja LI e que (ii)
V seja gerado por B. A condição (i) é satisfeita por B ser um conjunto ortogonal e pelo teorema
4.16. A condição (ii) é satisfeita porque a cardinalidade de B é igual a dim V e pelos teoremas da
seção 4.3. Portanto, B é base de V .

O conceito de ortogonalidade de vetores também serve para definir um subespaço comple-
mentar ortogonal.

Definição 4.21 (Complemento ortogonal). Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com
produto interno 〈·, ·〉 e C ⊂ V um subconjunto de V . O complemento ortogonal de C, denotado
por C⊥, é o conjunto

C⊥
.
= {v ∈ V | 〈u, v〉 = 0 para todo u ∈ C} .

Observa-se que, de acordo com o teorema 4.2, tanto C quanto C⊥ formam subespaços de V

por varredura. Da mesma maneira, {0}⊥ = V e V ⊥ = {0}. Adicionalmente, se C1 ⊂ C2 ⊂ V ,
então C⊥2 ⊂ C⊥1 .

Com a definição de subespaço complementar ortogonal, resulta o seguinte importante teo-
rema.

Teorema 4.18. Se C ⊂ V é subespaço de um espaço vetorial com produto interno de dimensão
finita, então

V = C ⊕ C⊥.

Demonstração. De acordo com o teorema 4.1, para que C e C⊥ sejam subespaços complemen-
tares de V , é necessário que (i) V = C + C⊥ e (ii) C ∩ C⊥ = {0}.

Para mostrar que a condição (i) é satisfeita, seja n = dim (C ) e B = {e1, . . . , en} uma base
ortonormal de C . Então, para todo v ∈ V , pode-se escrever

v =

 n∑
j=1

〈v, ej〉 ej


︸ ︷︷ ︸

u

+ v −

 n∑
j=1

〈v, ej〉 ej


︸ ︷︷ ︸

w

.

Claramente u ∈ C . Mas, em sendo w = v − u,

〈w, ej〉 = 〈v, ej〉 − 〈u, ej〉 = 0, (j = 1, . . . , n) .

Ou seja, w ∈ C⊥, implicando que todo v ∈ V pode ser escrito como v = u+ w.
Para provar a condição (ii), seja agora v ∈ C ∩ C⊥. Isto implica que v deve ser ortogonal a

todos os vetores em C , inclusive a si próprio. Portanto, necessariamente, v = 0, implicando em
C ∩ C⊥ = {0}.

4.8.5 OPERADORES LINEARES EM ESPAÇOS COM PRODUTO IN-
TERNO

A definição de um produto interno para o espaço vetorial possibilita a definição e subsequente
obtenção de novas propriedades interessantes com relação a mapas e operadores lineares que
atuam sobre esses espaços.

Definição 4.22 (Mapeamento adjunto). Sejam (V , 〈 , 〉V ) e (W , 〈 , 〉W ) espaços vetoriais com
produto interno sobre o corpo K. Seja L : V 7−→ W um mapeamento linear de V sobre W . O
adjunto de L é o mapeamento L∗ : W 7−→ V , o qual satisfaz, para todos v ∈ V e w ∈ W ,

〈L (v) , w〉W = 〈v, L∗ (w)〉V .

Teorema 4.19. Sejam (V , 〈 , 〉V ) e (W , 〈 , 〉W ) espaços vetoriais com produto interno sobre o corpo
K. Para todo mapa linear L : V 7−→ W existe um único adjunto L∗ : W 7−→ V .
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Operador adjunto. A partir das definições de operador linear (definição 4.10) e de mapeamento
adjunto (definição 4.22) e, de acordo com o teorema 4.19, dado um operador linear L : V 7→
V , existe um único operador adjunto L∗ : V 7→ V que satisfaz

〈L (u) , v〉 = 〈u, L∗ (v)〉 ,

para todos u, v ∈ V .

Sendo L e L̂ dois operadores lineares atuando sobre V e dado α ∈ K, os respectivos opera-
dores adjuntos satisfazem as propriedades:

1. (αL)
∗

= α∗L∗;

2. (L∗)
∗

= L;

3.
(
L+ L̂

)∗
= L∗ + L̂∗;

4.
(
L ◦ L̂

)∗
= L̂∗ ◦ L∗.

Definição 4.23 (Operador autoadjunto ou Hermitiano). Seja (V , 〈 , 〉V ) um espaço vetorial
com produto interno sobre o corpo K. Seja L : V 7−→ V um operador linear sobre V . O operador
L é denominado autoadjunto ou Hermitiano se

L∗ = L.

O nome operador Hermitiano é usualmente atribuído quando K = C. Por outro lado, quando
o corpo é real (K = R), o operador também pode ser denominado simétrico.

Teorema 4.20. Seja (V , 〈 , 〉V ) um espaço vetorial com produto interno sobre o corpo K. Seja
L : V 7−→ V um operador linear sobre V . O operador L é autoadjunto se e somente se

〈L (u) , v〉 = 〈u, L (v)〉 ,

para todos u, v ∈ V .

O teorema a seguir estabelece a relação entre operadores Hermitianos em espaços vetoriais
de dimensão finita e matrizes Hermitianas, definidas na seção 4.9.3.2.

Teorema 4.21. Seja (V , 〈 , 〉V ) um espaço vetorial de dimensão finita com produto interno sobre
o corpo K com a base ortonormal ordenada B. Sejam também L ∈ L (V ) e LB a matriz de L em
relação à base B. Então L é um operador Hermitiano se e somente se LB for Hermitiana.

Um tipo especial de operadores lineares que atuam sobre espaços vetoriais com produto
interno são os operadores unitários. A definição destes é largamente influenciada pela definição
de uma matriz unitária, realizada na seção 4.9.3.2.

Definição 4.24 (Operador unitário). Seja (V , 〈 , 〉) um espaço vetorial com produto interno.
Seja U : V 7−→ V um operador linear que atua sobre os vetores de V . Este operador é dito ser
unitário com respeito ao produto interno se

U∗ = U−1.

Uma propriedade importante de operadores unitários é que estes preservam a norma de um
vetor e o produto interno de dois vetores.

Teorema 4.22. Seja (V , 〈 , 〉) um espaço vetorial com produto interno. Seja U : V 7−→ V um
operador linear que atua sobre V . Se U é um operador unitário com relação ao produto interno,
então, para quaisquer u, v ∈ V ,

• ‖U (u)‖ = ‖u‖.

• 〈U (u) , U (v)〉 = 〈u, v〉.

Definição 4.25 (Operador normal). Seja (V , 〈, 〉V ) um espaço com produto interno. Um opera-
dor linear L ∈ L (V ) é dito normal se

L ◦ L∗ = L∗ ◦ L.
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Alguns teoremas importantes referentes a operadores normais são apresentados a seguir.

Teorema 4.23. Todos os operadores autoadjuntos ou unitários são operadores normais.

Demonstração. Suponha primeiro que L ∈ L (V ) seja autoadjunto. Então, L = L∗ por definição,
o que imediatamente implica em L ◦ L∗ = L∗ ◦ L e o operador é normal.

Suponha agora que L seja unitário. Então, L∗ = L−1 por defnição, de tal forma que

L ◦ L∗ = L ◦ L−1 = IV = L−1 ◦ L = L∗ ◦ L,

sendo IV o operador identidade. Portanto, L é normal.

Teorema 4.24. Seja (V , 〈, 〉) um espaço com produto interno sobre o corpo K. Então, L ∈ L (V ) é
um operador normal se e somente se ‖L (v)‖ = ‖L∗ (v)‖ para todo v ∈ V .

4.9 EMPREGO DE MATRIZES EM ESPAÇOS VETORIAIS

Serão apresentadas algumas definições e propriedades com respeito a matrizes e suas apli-
cações em espaços vetoriais.

4.9.1 DEFINIÇÕES INICIAIS

Dados n,m ∈ N e o corpo K. Uma matriz m× n sobre K é um arranjo retangular de
elementos de K arranjados em m linhas e n colunas e representados por

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 ou


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 , (4.4)

onde {aij} ⊂ K (1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n). A quantidade aij ∈ K que está na i-ésima linha e j-ésima
coluna é denominada o elemento ij da matriz.

De forma consistente com a definição de um espaço vetorial, o corpo K que compõe os ele-
mentos da matriz é o mesmo corpo do conjunto dos escalares do espaço. Por esta razão, o
elemento aij também é genericamente denominado como escalar.

Em aplicações na física, os corpos em questão são geralmente K = R ou K = C. Neste caso,
matrizes pertencentes a Rm×n são denominadas matrizes reais, enquanto que matrizes em
Cm×n são denominadas matrizes complexas.

Uma matriz 1 × 1 consiste em um único escalar. Para n > 2, matrizes n × 1 ou 1 × n são
chamadas matrizes vetoriais ou, quando não houver ambiguidade, simplesmente vetores.
Um vetor

n× 1 :


x1

x2

...
xn


é denominado vetor coluna, enquanto que um vetor 1 × n :

(
x1 x2 · · · xn

)
é denominado vetor

linha.
Dado elemento aij ∈ K da matriz (4.4), os conjuntos I`

.
= {1, . . . ,m} e Ic

.
= {1, . . . , n} são

denominados os intervalos dos índices i e j, respectivamente. Por sua vez, a matriz (4.4) pode
ser representada pelos símbolos A, Am,n, [aij ]m,n ou simplesmente [aij ], caso os intervalos dos
índices sejam irrelevantes. Por sua vez, o elemento aij também pode ser representado por (A)ij
ou (A)ij .

O símbolo,
Km×n .

=
{

[aij ]m,n : aij ∈ K, ∀ 1 6 i 6 m, 1 6 l 6 n
}

denota o conjunto de todas as matrizes m × n sobre o corpo K. Em particular, o conjunto dos
vetores colunas é denotado por Kn ≡ Kn×1.
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Se aij = 0 para todos i e j nos seus intervalos, resulta a matriz nula

0m,n = [0]m,n =


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 .

4.9.2 ÁLGEBRA MATRICIAL

Serão agora definidas as operações fundamentais da álgebra matricial. Como os elementos
das matrizes pertencem a um corpo K qualquer, as operações denominadas adição ou produto
deveriam ser representadas pelos símbolos genéricos das operações entre elementos do corpo:5

⊕ para a adição e • para o produto. Contudo, sem haver ambiguidade, nesta seção estas opera-
ções serão representadas pelos símbolos adotados nas operações entre elementos dos corpos R

ou C.
Sejam as matrizes A,B,C ∈ Km×n e o escalar k ∈ K. A soma ou adição matricial de A por B

resulta na matriz C, cujos elementos são

cij = aij + bij , (i ∈ I`, j ∈ Ic) ;

ou, na forma matricial,

C = A + B =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

+


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 · · · bmn



=


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
...

. . .
...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 =


c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
cm1 cm2 · · · cmn

 .

Claramente, a adição matricial é comutativa: C = A + B = B + A.
A multiplicação ou produto matricial por escalar de A por k resulta na matriz B, cujos

elementos são

B ≡ [bij ] = [kaij ] =


ka11 ka12 · · · ka1n

ka21 ka22 · · · ka2n

...
...

. . .
...

kam1 kam2 · · · kamn

 =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...
bm1 bm2 · · · bmn

 .

Estas operações foram explicitamente definidas de forma análoga às respectivas operações
em espaços Euclideanos.6

O conjunto Km×n de todas as matrizes m × n forma um espaço vetorial sob as operações
de adição matricial e multiplicação por escalar, sendo o vetor nulo a matriz nula Om,n. Em
particular, o conjunto Rm×n forma um espaço vetorial real e o conjunto Cm×n forma um espaço
vetorial complexo.

O produto ou multiplicação matricial de uma matriz A ∈ Km×p por uma matriz B ∈ Kp×n

resulta na matriz C ∈ Km×n, cujos elementos são

cij =

p∑
`=1

ai`b`j , (i ∈ I`, j ∈ Ic) .

Esta operação é representada por
C = AB.

A multiplicação matricial da matriz A pela matriz B somente está definida se o intervalo
Ic,A (nas colunas) da primeira é idêntico ao intervalo I`,B (nas linhas) da segunda. A matriz

5Ver definição na página 124.
6Ver exemplo 164.
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C resultante tem intervalos I`,A e Ic,B. Portanto, multiplicações matriciais do tipo BA quando
Ic,B 6= I`,A não estão definidas.

Dadas as matrizes A ∈ Km×n, B,C ∈ Kn×p e D ∈ Kp×q e o escalar k ∈ K, verifica-se as
propriedades da multiplicação matricial:

1. A (kB) = k (AB).

2. Distributividade: A (B + C) = AB + AC.

3. Associatividade: (AB) D = A (BD).

A transposta da matriz A ∈ Km×n é a matriz Ã ∈ Kn×m (ou AT) tal que(
Ã
)
ij

= (A)ji , (1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m) ;

Ã ≡ AT =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

. . .
...

a1n a2n · · · amn

 .

Verifica-se facilmente que :

1.
(
AT
)T

= A.

2. (kA)
T

= kAT.

3. (A + B)
T

= AT + BT.

4. (AB)
T

= BTAT.

Para matrizes complexas, as seguintes operações são definidas. O complexo conjugado da
matriz A ∈ Cm×n é a matriz A∗ ∈ Cm×n, cujos elementos são

(A∗)ij = a∗ij , (i ∈ I`, j ∈ Ic) ;

A∗ =


a∗11 a∗12 · · · a∗1n
a∗21 a∗22 · · · a∗2n
...

...
. . .

...
a∗m1 a

∗
m2 · · · a∗mn

 .

Claramente, (A∗)∗ ≡ A∗∗ = A. Além disso, se A ∈ Rm×n, então A∗ = A.
O Hermitiano conjugado ou a transposta conjugada ou a adjunta da matriz A ∈ Cm×n é

a matriz A† ∈ Cn×m, cujos elementos são dados por(
A†
)
ij

= a∗ji, (1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m) ;

A† =


a∗11 a

∗
21 · · · a∗m1

a∗12 a
∗
22 · · · a∗m2

...
...

. . .
...

a∗1n a
∗
2n · · · a∗mn

 .

Dada a matriz A ∈ Cm×n e o escalar k ∈ C, as principais propriedades da conjugação Hermi-
tiana são:

1.
(
A†
)† ≡ A†† = A.

2. (kA)
†

= k∗A†.

3. Dada B ∈ Cm×n, (A + B)
†

= A† + B†.

4. Dada B ∈ Cn×p, (AB)
†

= B†A†.
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4.9.3 MATRIZES QUADRADAS

Se m = n, resulta a matriz quadrada An,n ≡ An ≡ [aij ]n,n ≡ [aij ]n. Os elementos aij com j = i

são chamados elementos da diagonal principal de An.
Algumas operações válidas para matrizes quadradas serão apresentadas agora. Dada a ma-

triz quadrada A ∈ Kn×n, o seu traço, representado por Tr (A), corresponde ao mapeamento
Tr (.) : Kn×n 7−→ K, definido como a soma dos elementos na diagonal principal:

Tr (A) =

n∑
i=1

aii.

Dadas as matrizes A,B ∈ Kn×n e o escalar k ∈ K, algumas propriedades do traço são:

1. Tr (kA) = kTr (A).

2. Tr (A + B) = Tr (A) + Tr (B).

3. Tr (AB) = Tr (BA).

4. Tr
(

Ã
)

= Tr (A).

5. Tr
(
A†
)

= [Tr (A)]
∗.

4.9.3.1 DETERMINANTE

Dada a matriz quadrada A ∈ Kn×n, o seu determinante corresponde ao mapeamento (função)
detn (.) ≡ det (.) : Kn×n 7−→ K. Este mapeamento pode ser definido de diferentes maneiras.

EXPANSÃO DE LAPLACE A expansão de Laplace calcula o determinante de uma matriz
quadrada de forma recursiva. Inicialmente, o determinante da matriz A ∈ K1×1 = [a] é definido
como

det1 (A) = a.

Em seguida, o determinante da matriz A ∈ K2×2 é definido como

det2 (A) = a11a22 − a12a21.

Para generalizar o cálculo do determinante para n > 2, define-se as seguintes quantidades:

Menor. O menor Mij ∈ K da matriz A ∈ Kn×n é o determinante da matriz (n− 1)× (n− 1) obtida
pela remoção dos elementos na i-ésima linha e j-ésima coluna.

Cofator. O cofator Cij ∈ K é dado por Cij = (−1)
i+j

Mij.

Então, para n > 2, o determinante da matriz A ∈ Kn×n pode ser calculado de diferentes
maneiras:

detn (A) =

n∑
j=1

aijCij , (i 6 n)

é a expansão de Laplace ao longo da i-ésima linha, enquanto que

detn (A) =

n∑
i=1

aijCij , (j 6 n)

é a expansão de Laplace ao longo da j-ésima coluna.

USANDO O SÍMBOLO DE LEVI-CIVITA Empregando o símbolo de Levi-Civita com n índices
definido na seção 268, o determinante da matriz A ∈ Kn×n pode ser calculado como

detn (A) =

n∑
i1,i2,...,in=1

εi1i2...ina1i1a2i2 · · · anin .
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PROPRIEDADES DE DETERMINANTES Dadas as matrizes A,B ∈ Kn×n e o escalar k ∈ K,
as seguinte propriedades são válidas:

1. det
(

Ã
)

= det (A).

2. det
(
A†
)

= [det (A)]
∗.

3. (troca de duas linhas ou colunas) Seja A com determinante det (A) e seja B a matriz obtida
trocando-se quaisquer duas linhas ou colunas de A. Então det (B) = −det (A).

4. (fatores em comum) Se todos os elementos de uma dada linha ou coluna de A são proporcio-
nais a k, então este fator em comum pode ser removido e det (A) será igual a k multiplicado
pelo determinante da matriz restante.

Se k = 0, ou seja, os elementos de alguma linha ou coluna são nulos, então det (A) = 0.
Além disso, det (kA) = kn det (A).

5. (linhas ou colunas idênticas) Se quaisquer duas linhas ou colunas de A forem idênticas ou
multiplas entre si, então det (A) = 0.

6. (adicionando um múltiplo constante de uma linha ou coluna a outra) O determinante de uma
matriz não se modifica se os elementos de uma linha (coluna) forem somados a um múltiplo
fixo dos elementos de outra linha (coluna).

7. (determinante de um produto matricial) det (AB) = det (A) det (B).

4.9.3.2 TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES QUADRADAS

Diversos tipos particulares de matrizes quadradas A ∈ Kn×n são importantes. Alguns desses
tipos serão definidos agora.

Matriz diagonal. É aquela matriz cujos únicos elementos não nulos estão na sua diagonal prin-
cipal.

Matriz identidade (de ordem n). É a matriz diagonal In ∈ Kn×n tal que aij = δij, sendo δij a
delta de Kronecker. Observa-se que det (In) = 1.

Matriz diagonal superior ou inferior. A matriz A ∈ Kn×n é uma matriz diagonal superior se
os seus elementos abaixo da diagonal principal são todos nulos, ou uma matriz diagonal
inferior se seus elementos acima da diagonal principal são nulos. Respectivamente,

A =


a11 a12 · · · a1(n−1) a1n

0 a22 · · · a2(n−1) a2n

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · a(m−1)(n−1) a(m−1)n

0 0 · · · 0 amn

 (diagonal superior)

A =


a11 0 · · · 0 0
a21 a22 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

a(m−1)1 a(m−1)2 · · · a(m−1)(n−1) 0
am1 am2 · · · am(n−1) amn

 (diagonal inferior)

Matriz de cofatores (ou comatriz). Dada A ∈ Kn×n, a sua comatriz é a matriz [Cij ]n,n formada
pelos cofatores de A.

Matriz adjunta (ou auxiliar). Dada A ∈ Kn×n, a sua matriz adjunta (adjugate matrix), denotada

por adj (A) ∈ Kn×n, é a transposta da comatriz de A: adj (A) = ˜[Cij ]n,n. Algumas de suas
propriedades são

1. adj (A) = In.

2. Se k ∈ K, adj (kA) = kn−1adj (A).

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 05/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 4. Espaços Vetoriais 147

3. adj
(

Ã
)

= ãdj (A).

4. adj (A∗) = [adj (A)]
∗.

5. adj
(
A†
)

= [adj (A)]
†.

6. Se B ∈ Kn×n, adj (AB) = adj (B) adj (A).

7. det [adj (A)] = [det (A)]
n−1.

Matriz inversa. Caso exista, a matriz A−1 ∈ Kn×n será a inversa da matriz A ∈ Kn×n se

AA−1 = A−1A = In,

sendo In ∈ Kn×n a matriz identidade.

Condições de existência da inversa e algumas de suas propriedades são:

1. Se det (A) 6= 0, então A−1 existe e A é denominada inversível ou não singular ou
não degenerada. Em caso contrário, A−1 não existe e A é denominada singular ou
degenerada.

2. Se A for inversível, então

A−1 =
adj (A)

det (A)
.

3.
(
A−1

)−1
= A.

4.
(
AT
)−1

=
(
A−1

)T
.

5.
(
A†
)−1

=
(
A−1

)†
.

6. (AB)
−1

= B−1A−1.

7. (In)
−1

= In.

8. det
(
A−1

)
= [det (A)]

−1.

9. adj
(
A−1

)
= [adj (A)]

−1.

Matriz simétrica ou antissimétrica. A matriz A é dita simétrica se A = Ã. Por sua vez, a matriz
será antissimétrica se A = −Ã. Se A = ±Ã, então A−1 = ±Ã−1.

Matriz ortogonal. A matriz inversível A é ortogonal se A−1 = AT. Neste caso, observa-se que
det
(

AÃ
)

= det
(

AÃ
)

= det2 (A) = 1. Ou seja, o determinante de uma matriz ortogonal é

det (A) = ±1.

Matriz Hermitiana ou anti-Hermitiana. A matriz A é dita Hermitiana se A = A† ou anti-Hermitiana
se A = −A†. Se A = ±A†, então A−1 = ±

(
A−1

)†
.

Matriz unitária. A matriz A é unitária se A−1 = A†. Neste caso, det
(
AA†

)
= det (A) det

(
A†
)

=

|det (A)|2 = 1. Ou seja, o determinante de uma matriz unitária é det (A) = eiα (α ∈ R).

É possível mostrar que se A,B ∈ Kn×n são unitárias e k ∈ K, então A−1, kA, A + B e AB
também são unitárias.

Matriz normal. A matriz A é normal se
AA† = A†A.

Verifica-se facilmente que matrizes simétricas, ortogonais, Hermitianas ou unitárias são
todas exemplos de matrizes normais. Da mesma forma, a matriz A−1 também é normal,
pois A−1

(
A−1

)†
= A−1

(
A†
)−1

=
(
A†A

)−1
=
(
AA†

)−1
=
(
A−1

)†
A−1.

Matrizes similares. Dadas as matrizes A,B ∈ Kn×n, a matriz A é similar a B se existir uma
matriz inversível Q ∈ Kn×n tal que

B = Q−1AQ. (4.5)

Expressão (4.5) é denominada transformação de similaridade. Esta transformação serve
para definir uma classe de equivalência7 entre as matrizes do espaço Kn×n. Outras propri-
edades de matrizes similares são:

7Definição 3.13.
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1. A é inversível se e somente se B for inversível.

2. det (A) = det (B).

3. Tr (A) = Tr (B).

4.9.4 MATRIZES ASSOCIADAS A VETORES E OPERADORES

Nesta seção, as definições, operações e propriedades relacionadas a matrizes serão aplicadas
a diversas operações envolvendo vetores e operadores lineares.

Será definido em primeiro lugar o mapeamento responsável pela representação de um vetor
em uma matriz coluna, a partir de uma determinada base do espaço.

Definição 4.26 (Mapa coordenado da base). Dados: o espaço vetorial V n de dimensão n sobre
o corpo K, B = {e1, . . . , en} uma base de V n e o vetor v =

∑
i vi.ei ∈ V n decomposto sobre B de

acordo com o teorema 4.8, o mapeamento ϕB (v) : V n 7−→ Kn, denominado o mapa coordenado
de B, é dado por

ϕB (v)
.
= [v]B ≡ vB ≡ v =


v1

v2

...
vn

 ,
onde vB ∈ Kn é uma matriz coluna.

Para evitar a ocorrência de ambiguidades e definir a matriz vB de forma coerente, a base
B deve rigorosamente ser uma base ordenada, na qual sempre haverá concordância entre o
ordenamento dos índices dos componentes do vetor {vi} (1 6 i 6 n) com os índices dos elemento
da matriz {vB,i}.

O teorema a seguir estabelece uma importante relação entre o produto interno e os mapas
coordenados.

Teorema 4.25. Seja 〈V , 〈, 〉〉 um espaço vetorial com produto interno sobre K. Se B é uma base
ortonormal ordenada para V , então, para todos u, v ∈ V ,

〈u, v〉 = u†BvB .

Demonstração. O enunciado do teorema é evidentemente correto se V = {0}. Assumindo então
que a dimensão do espaço é n > 1 e que B = {b1, . . . , bn} é uma base ortonormal, então, de acordo
com o teorema 4.8, existem {ui} , {vi} ∈ K tais que u = u1b1 + · · ·unbn e v = v1b1 + · · ·+vnbn. Assim,
de acordo com a definição 4.26 existem as matrizes coluna uB =

(
u1 · · · un

)T
e vB =

(
v1 · · · vn

)T
.

Agora, uma vez que B é ortonormal, 〈bi, bj〉 = δij (∀ 1 6 i, j 6 n). Pelas definições 4.17 e 4.18 e
suas consequências,

〈u, v〉 =

〈
n∑
i=1

uibi,

n∑
i=1

vibi

〉
=

n∑
i,j=1

u∗i vj 〈bi, bj〉 =

n∑
i,j=1

u∗i vjδij =

n∑
i=1

u∗i vi = u†BvB .

4.9.4.1 TRANSFORMAÇÃO DE BASE

A transformação das coordenadas de um vetor discutida na seção 4.3.1 pode ser representada
na forma matricial. Dado o espaço vetorial de dimensão n V n sobre o corpo K com as bases
ordenadas B = {e1, . . . , en} e B′ = {e′1, . . . , e′n} e o vetor v ∈ V n, a lei de transformação dos
componentes de v sobre a base B para componentes sobre B′ é dada por (4.2).

De acordo com a definição 4.26, o vetor v pode ser representado pelas matrizes coluna

vB
.
=

v1

...
vn

 , vB′
.
=

v
′
1
...
v′n

 .
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Por outro lado, dado o conjunto {Aij} ⊂ K, onde Aij é o i-ésimo componente do vetor ej ∈ B com
respeito à base B′, de acordo com (4.2), estes componentes podem ser organizados na matriz
ABB′ ≡ [Aij ]n,n ∈ Kn×n.

Desta maneira, a lei de transformação (4.2) pode ser expressa em termos de multiplicação
matricial como

vB′ = ABB′vB ,

ficando novamente subentendido que as multiplicações ocorrem via a operação de produto “•”
do corpo K.

Pode ser demonstrado que a matriz de transformação ABB′ é inversível e a sua inversa, a
matriz A−1

BB′ ∈ Kn×n, composta por elementos
(
A−1
BB′

)
ij
∈ K, corresponde à transformação inversa

B′ → B; ou seja, A−1
BB′ = AB′B, tal que

vB = AB′BvB′ =⇒ vi =

n∑
j=1

(AB′B)ij • v
′
j .

4.9.4.2 MATRIZ DE UM OPERADOR LINEAR

A ação de um operador linear também pode ser representada por meio de uma matriz. Esta
propriedade é crucial, por exemplo, para a teoria de representação de grupos, apresentada no
capítulo 5.

Definição 4.27 (Matriz de um operador linear). Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K;
seja T : V 7−→ V um operador linear atuando sobre V e seja B = {b1, b2, . . . } uma base de V . De
acordo com o teorema 4.8, a decomposição

T (bi) =
∑
j

Tji.bj , (para todo bi ∈ B e com Tij ∈ K) ,

existe e é única. Os escalares {Tij} são denominados os componentes do operador linear T com
respeito à base B. Estes componentes podem ser organizados como os elementos de uma matriz
quadrada TB

.
= [Tij ], denominada a matriz do operador T com respeito à base B.

A definição da matriz associada a uma operador linear é útil porque permite sempre descrever
a ação de um operador abstrato sobre vetores de um espaço também abstrato (desde que exista
uma base) através de objetos “concretos” que são as matrizes, através da álgebra matricial.

Dados os objetos empregados no teorema 4.8 e na definição 4.27, se o vetor v é decomposto
por

v =
∑
i

vi.bi,

então o seu vetor imagem ṽ = T (v) é decomposto e expresso por

ṽ = T (v) = T

∑
j

vj .bj

 =
∑
j

vj . [T (bj)] =
∑
i,j

(Tij • vj) .bi ≡
∑
i

ṽi.bi.

Ou seja, os componentes de ṽ são dados por

ṽi =
∑
j

Tij • vj .

Com isto, se os vetores v e ṽ forem representados em termos de seus componentes na base B
através das matrizes coluna

vB
.
=

v1

v2

...

 , ṽB
.
=

ṽ1

ṽ2

...

 ,

então os componentes de ṽ são obtidos a partir dos componentes de v por meio da multiplicação
matricial

ṽB = TBvB , sendo TB
.
= [Tij ]n,n
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a matriz do operador T na base B. No resultado acima, fica subentendido que os produtos entre
os elementos da matriz TB e os elementos da matriz v ocorrem via a operação “•” de produto
entre elementos do corpo K.

Dados agora dois operadores, T e S, que atuam sobre V , a sua composição ST
.
= S ◦ T é

representada na notação matricial por

ST (bi) =
∑
j

S (Tji.bj) =
∑
j

Tji. [S (bj)] =
∑
j,k

(Skj • Tji) .bk

=
∑
k

(ST )ki .bk,

sendo
(ST )ij =

∑
k

Sik • Tkj =⇒ SBTB =
[
(ST )ij

]
.

Ou seja, o elemento ij da matriz que representa a composição dos operadores S e T é exatamente
o mesmo elemento da matriz resultante da multiplicação de SB por TB.

O teorema a seguir se aplica a mapeamentos lineares em geral.

Teorema 4.26. Sejam V e W espaços vetoriais sobre o corpo K de dimensões n e m, respecti-
vamente; seja L : V 7−→ W um mapa linear atuando entre V e W e sejam B = {b1, . . . , bn} uma
base ordenada de V e C = {c1, . . . , cm} uma base ordenada de W . A matriz correspondente a
L ∈ L (V ,W ) com respeito a B e C, ou a matriz BC, é dada por

[L]BC =
[
[L (b1)]C [L (b2)]C · · · [L (bn)]C

]
,

de tal forma que, para todo v ∈ V , existe w ∈ W , dado por w = L (v), sendo que seus componentes
estão relacionados por

wC = [L]BC vB .

Demonstração. Para todo bj ∈ B, a decomposição de L (bj) ∈ W com a base C, de acordo com o
teorema 4.8, é dada por

L (bj) =

m∑
i=1

Lij .ci =⇒ [L (bj)]C =
[
L1j L2j · · ·Lmj

]T
(1 6 j 6 n) ,

onde [L (bj)]C é a matriz coluna dos componentes de L (bj) com respeito a C, de acordo com a
definição 4.26.

Seja agora um vetor v ∈ V , o qual é decomposto como

v =

n∑
i=1

vi.bi =⇒ vB =
[
v1 v2 · · · vn

]T
.

Então, se w = L (v) ∈ W , resulta

w = L (v) = L

 n∑
j=1

vj .bj

 =

n∑
j=1

vj .L (bj) .

Portanto, a matriz que contém os componentes de L (v) com respeito a C pode ser escrita

[L (v)]C =

 n∑
j=1

vj .L (bj)


C

=

n∑
j=1

vj • [L (bj)]C = v1 • [L (b1)]C + · · ·+ vn • [L (bn)]C

= v1 •


L11

L21

...
Lm1

+ · · ·+ vn •


L1n

L2n

...
Lmn

 =


∑n
j=1 vj • L1j∑n
j=1 vj • L2j

...∑n
j=1 vj • Lmj

 =


L11 L12 · · · L1n

L21 L22 · · · L2n

...
...

. . .
...

Lm1 Lm2 · · · Lmn



v1

v2

...
vn

 .
Ou seja,

[L (v)]C = wC =


L11 L12 · · · L1n

L21 L22 · · · L2n

...
...

. . .
...

Lm1 Lm2 · · · Lmn



v1

v2

...
vn

 = [L]BC vB ,
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sendo
[L]BC =

[
[L (b1)]C [L (b2)]C · · · [L (bn)]C

]
=⇒ ([L]BC)

ij
= Lij =

(
[L (bj)]C

)
i
.

Um corolário do teorema 4.26 leva à matriz de um operador linear T atuando em um espaço
vetorial V considerando somente a base B. Neste caso, a matriz do operador linear [T ]BB ≡
[T ]B ≡ TB é a matriz correspondente a T com respeito a B, ou a matriz B de T .

Corolário 4.3. Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão n e B = {b1, . . . , bn} uma base
ordenada de V . Se T ∈ L (V ), então a matriz B de T é

TB =
[
[T (b1)]B [T (b2)]B · · · [T (bn)]B

]
⇐⇒ (TB)ij =

(
[T (bj)]B

)
i

(1 6 i, j 6 n) ,

de tal forma que ṽB = TBvB, para todo v ∈ V .

Demonstração. Dado o enunciado do teorema 4.26, se W = V e C = B, então para todo operador
linear T : V 7−→ V resulta a matriz TB.

O resultado do teorema 4.26 também pode ser utilizado para a construção da matriz de
transformação de bases.

Corolário 4.4. Seja V um espaço de dimensão n e B = {b1, . . . , bn} e E = {e1, . . . , en} duas bases
para V . Se bEi =

[
bE1i b

E
2i · · · bEni

]T
(1 6 i 6 n) for o vetor coluna contendo os componentes de bi ∈ B

em respeito a E, então a matriz de transformação de bases ABE é dada por

ABE =
[
bE1 bE2 · · · bEn

]
⇐⇒ (ABE)ij =

(
bEj
)
i

= bEij ,

tal que vE = ABEvB.

Demonstração. Dado o espaço V e o vetor bi ∈ B, considera-se o mapeamento identidade (defi-
nição 4.14) tal que IV (bi) = bi, a matriz de IV na base E, segundo o teorema 4.26, é

[IV ]BE ≡ ABE =
[
[IV (b1)]E [IV (b2)]E · · · [IV (bn)]E

]
=
[
bE1 bE2 · · · bEn

]
.

Neste caso, para todo v ∈ V , o qual possui componentes dados pelas matrizes coluna vB e vE,
resulta

vE = ABEvB .

A representação matricial da ação do operador T também pode ser expressa entre distintas
bases, de acordo com o teorema a seguir.

Teorema 4.27. Seja V um espaço vetorial finito de dimensão n sobre K, com B = {bi} e E = {ei}
duas bases ordenadas distintas. Seja T ∈ L (V ) o qual tem representações matriciais TB e TE
sobre as distintas bases. Se ABE ∈ Kn×n é a matriz da transformação da base B para a base E,
então

TEABE = ABETB = TBE ,

sendo TBE a matriz que representa T entre as bases. Ou seja, as matrizes TB e TE são equivalen-
tes, pois

TB = A−1
BETEABE .

Demonstração. Sejam v, ṽ ∈ V tais que ṽ = T (v), então ṽE = TEvE. Mas vE = ABEvB; portanto,

ṽE = TEABEvB = TBEvB .

Por outro lado, ṽB = TBvB. Mas, como ṽB = AEB ṽE, resulta ṽE = ABETBvB. Portanto,

TEABE = ABETB .

O teorema a seguir relaciona a matriz de transformação de bases em um espaço com produto
interno com matrizes unitárias.
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Teorema 4.28. Se B e E são duas bases ortonormais ordenadas para um espaço com produto
interno 〈V , 〈, 〉〉 sobre K, então a matriz de transformação de bases ABE é uma matriz unitária.

Demonstração. Dadas as bases ordenadas ortonormais de V B = {b1, . . . , bn} e E = {e1, . . . , en},
então 〈bi, bj〉 = δij (1 6 i, j 6 n) e, para todos u, v ∈ V , pelo teorema 4.25, 〈u, v〉 = u†EvE .

Agora, de acordo com o corolário 4.4, a matriz de transformação de bases é

ABE =
[
bE1 bE2 · · · bEn

]
⇐⇒ (ABE)ij =

(
bEj
)
i
.

Chamando então ABE ≡ A e calculando o elemento
(
A†A

)
ij

,

(
A†A

)
ij

=

n∑
k=1

(
bE∗i

)
k

(
bEj
)
k

= bE†i bEj = 〈bi, bj〉 = δij .

Ou seja,
A†A = AA† = In.

O exemplo a seguir ilustra a ação da matriz de um operador linear atuando sobre um espaço
invariante.

Exemplo 4.1 (Matriz de um operador atuando sobre um espaço invariante). Dado um
subespaço U ⊂ V , de dimensão dim U = m < n = dim V , seja BU = {b1, b2, . . . , bm} uma base de
U . Se U é invariante frente ao operador L, então

L (bi) =

m∑
j=1

Lji.bj , (i = 1, . . . ,m) ,

sendo {Lji} os elementos da matriz do operador L com respeito à base BV (definição 4.27). De
acordo com o teorema 4.7, a base BU pode ser estendida para uma base BV = {b1, . . . , bn} de V .

Portanto, se a ação L (bi) ∈ U for descrita na forma matricial,

b̃L =
(
b1 b2 · · · bm · · · bn

)


L11 L12 · · · L1m · · · L1n

L21 L22 · · · L2m · · · L2n

...
...

. . .
...

. . .
...

Lm1 Lm2 · · · Lmm · · · Lmn
...

...
. . .

...
. . .

...
Ln1 Ln2 · · · Lnm · · · Lnn


,

isto implica que Lij = 0 para j 6 m e i > m, isto é, a matriz L deve estar na forma bloco-diagonal
superior

L =

L1 L3

0 L2

 ,

onde L1 é uma submatriz m ×m, a qual contém os elementos de [L (U )] na base BU , enquanto
que L2 e L3 são submatrizes de tamanhos (n−m) × (n−m) e m × (n−m), respectivamente. A
submatriz 0 é a matriz nula de tamanho (n−m)×m. Estas submatrizes são elementos essenciais
para a discussão a respeito de representações redutíveis realizada no capítulo 5.

Se U ,W ⊂ V forem subespaços complementares de V ,8 i. e., V = U ⊕W , sendo que dim (U ) =
m e dim (W ) = n−m, então a base BV = {b1, . . . , bm, bm+1, . . . , bn} pode ser organizada de tal forma
que BU = {b1, . . . , bm} e BW = {bm+1, . . . , bn}. Neste caso, se ambos U e W forem invariantes
frente a um operador L, então a matriz deste terá a forma bloco-diagonal

L =

L1 0

0 L2

 .

8Ver seção 4.2.2.
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4.10 AUTOVETORES E AUTOVALORES DE UM OPERA-
DOR LINEAR

Operadores lineares e suas matrizes associadas podem formar problemas de autovalores.
Algumas propriedades desses problemas de autovalores serão apresentadas nesta seção. Serão
assumidos espaços vetoriais de dimensão finita n > 1.

Definição 4.28. Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K e L : V 7−→ V um operador linear.
Um autovetor de L é um vetor não nulo v ∈ V tal que

L (v) = λ.v,

para algum λ ∈ K, denominado o autovalor de L. O conjunto

EL (λ)
.
= {v ∈ V : L (v) = λv}

é denominado o autoespaço de L correspondente a λ. Por fim, o símbolo σ (L) denota o conjunto
de autovalores possuídos pelo operador L.

Nota-se que o escalar 0 ∈ R ou C pode ser um autovalor. Por sua vez, o vetor nulo 0 ∈ V não
pode ser um autovalor, mas é elemento de EL (λ), pois

L (0) = 0 = λ.0

vale para qualquer operador L.

Teorema 4.29. Seja V um espaço vetorial. Se L : V 7−→ V é um operador linear com autovalor λ,
então EL (λ) é um subespaço de V .

Demonstração. Já foi estabelecido que o vetor nulo pertence a EL (λ). Agora, dados os vetores
u, v ∈ EL (λ) e o escalar µ ∈ K, observa-se que

L (u+ v) = L (u) + L (v) = λ.u+ λ.v = λ. (u+ v) ,

e
L (µ.v) = µ.L (v) = µ. (λ.v) = λ. (µ.v) .

Portanto, u+ v ∈ EL (λ) e µ.v ∈ EL (λ).

Teorema 4.30. Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K e seja L ∈ L (V ) um operador linear
com autovalores λ1, λ2 ∈ K e com correspondentes autovetores v1, v2 ∈ V , respectivamente.

1. Se λ1 6= λ2, então v1 6= v2.

2. EL (λ1) ∩ EL (λ2) = {0} se e somente se λ1 6= λ2.

Teorema 4.31. Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K e seja L ∈ L (V ) um operador linear
com autovalores distintos λ1, . . . , λn ∈ K. Se v1, . . . , vn ∈ V são os correspondentes autovetores de
λ1, . . . , λn respectivamente, então o conjunto {v1, . . . , vn} é linearmente independente.

4.10.1 O TEOREMA ESPECTRAL

Operadores lineares em espaços com produto interno com frequência têm associados aos
mesmos autovalores e autovetores. Nesta seção serão apresentados alguns teoremas importan-
tes, em particular o teorema espectral.

Teorema 4.32. Seja (V , 〈, 〉) um espaço com produto interno sobre o corpo K de dimensão n ∈ N e
seja L ∈ L (V ).

1. Se K = C, então L possui um autovetor.

2. Se K = R e L é autoadjunto com respeito a algum produto interno em V , então L possui um
autovetor.
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Teorema 4.33. Seja (V , 〈, 〉) um espaço com produto interno sobre o corpo K e seja L ∈ L (V ) um
operador normal.

1. Se v ∈ V é um autovetor de L com correspondente autovalor λ ∈ K, então v é um autovetor de
L∗ com autovalor λ∗.

2. Se v1, v2 ∈ V são autovetores de L com correspondentes autovalores λ1, λ2 ∈ K tais que
λ1 6= λ2, então v1 ⊥ v2.

Teorema 4.34. Seja (V , 〈, 〉) um espaço com produto interno sobre o corpo K e seja L ∈ L (V ) um
operador autoadjunto.

1. Todos autovalores de L são reais.

2. Se v ∈ EL (λ) e u ∈ V é ortogonal a v, então L (u) ⊥ v.

Demonstração. Parte (1). Seja λ um autovalor de L. Então existe v ∈ V tal que v 6= 0 e L (v) = λv.
Como L é autoadjunto, resulta que

〈L (v) , v〉 = 〈v, L (v)〉 ⇐⇒ 〈λv, v〉 = 〈v, λv〉 def. 4.17
======⇒ λ 〈v, v〉 = λ∗ 〈v, v〉 〈v,v〉6=0

=====⇒ λ = λ∗.

Parte (2). Seja v um autovetor de L e u ∈ V tal que u ⊥ v. Então existe λ ∈ K tal que L (v) = λv
e 〈u, v〉 = 0. Portanto, como L é autoadjunto e pela propriedade (EPI2),

0 = λ 〈u, v〉 = 〈u, L (v)〉 = 〈L (u) , v〉 ,

o que mostra que L (u) ⊥ v.

Teorema 4.35 (Teorema espectral). Seja (V , 〈, 〉) um espaço com produto interno sobre o corpo
K de dimensão n ∈ N.

1. Seja K = R. Então L ∈ L (V ) é um operador autoadjunto se e somente se V possui uma base
ortonormal formada pelos autovetores de L.

2. Seja K = C. Então L ∈ L (V ) é um operador normal se e somente se V possui uma base
ortonormal formada pelos autovetores de L.

O importante teorema a seguir se refere à versão do teorema espectral para matrizes Hermi-
tianas.

Teorema 4.36. Se A ∈ Km×n é uma matriz Hermitiana, então existe uma matriz U unitária tal que
U−1AU é uma matriz diagonal, cujos elementos são os autovalores de A.

Demonstração. Seja 〈V , 〈, 〉〉 um espaço vetorial com produto interno de dimensão n. Seja L ∈
L (V ) um operador Hermitiano. De acordo o teorema 4.23, o operador é também normal. Então,
de acordo com o teorema espectral, o espaço V possui uma base ortonormal O formada pelos
autovetores de L.

Sejam então os autovetores e autovalores de L determinados por L (xj) = λjxj (j = 1, . . . , n).
De acordo com o teorema 4.21, dada uma base ortonormal B de V , a matriz de L em relação
à base B também é Hermitiana. Sejam então as matrizes coluna xBj (1 6 j 6 n) que contém os
componentes do autovetor xj em relação a B. Neste caso, matriz que representa o operador na
base B satisfaz

[L (xj)]B = LBxBj = λjx
B
j ,

de acordo com o corolário 4.3, sendo que LB ≡ A é Hermitiana.
Construindo agora a matriz

U =
[
xB1 xB2 · · · xBn

]
⇐⇒ (U)ij =

(
xBj
)
i
,

de acordo com o corolário 4.4 a matriz U = AOB é a matriz de transformação de bases (O → B).
Portanto, de acordo com o teorema 4.28, a matriz U é unitária.

Calculando então a transformação de similaridade (4.5) sobre A com U, U−1AU = U†AU, resulta

(
U†AU

)
ij

=

n∑
k,`=1

(
U†
)
ik

(A)k` (U)`j =

n∑
k,`=1

(
xB∗i
)
k

(A)k`
(
xBj
)
`
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= λj

n∑
k=1

(
xB∗i
)
k

(
xBj
)
k

= λj 〈xi, xj〉 = λjδij ,

de acordo com o teorema 4.25.
Ou seja, dada a matriz Hermitiana A, existe uma matriz unitária U tal que

A′ = U−1AU⇐⇒ (A′)ij = λiδij (1 6 i, j 6 n)

é diagonal e composta pelos autovalores de A.

4.11 ESPAÇOS TENSORIAIS

Na seção 4.5 mostrou-se que qualquer espaço vetorial V possui um espaço dual V ∗ =
Hom (V ,K). A partir de V e V ∗ desenvolve-se agora o conceito de uma classe mais geral de
espaços denominados espaços tensoriais. O conceito de tensores9 pode também ser generali-
zado com base nas definições e propriedades que serão aqui apresentadas.

Antes de se apresentar a definição de um espaço tensorial propriamente dito, serão realizadas
as definições de função característica, soma formal finita e de um espaço vetorial livre.

Definição 4.29 (Função característica). Dado um conjunto S, se U é um subconjunto de S, o
mapeamento χU : S 7−→ {0, 1}, definido por

χU (s) =

{
1, s ∈ U
0, s /∈ U,

sendo que s ∈ S, é denominado a função característica de U .

Definição 4.30 (Soma formal finita). Dados um conjunto S e um corpo K, o conjunto de todas
as funções

n∑
i=1

kisi = k1s1 + k2s2 + · · ·+ knsn, (n = 0, 1, 2, . . . ) e onde ki ∈ K, si ∈ S,

é denominado uma soma formal finita.

A definição acima é dita “formal” porque se S já for uma estrutura algébrica com operações
de adição e/ou produto por escalar definidos, então os produtos e somas na “soma formal” não
estão necessariamente relacionados com os primeiros.

Definição 4.31 (Espaço vetorial livre). Dados um conjunto S e um corpo K, o conjunto de
todos os mapeamentos lineares F (S,K) : S 7−→ K, que são nulos exceto para um número finito
de elementos de S é denominado um espaço vetorial livre, identificado por F (S,K).

Como F (S,K) é um mapa linear, então dados {f, g} ⊂ F (S,K), s ∈ S e k ∈ K, as condições

(f + g) (s) = f (s) + g (s) , (kf) (s) = kf (s)

são satisfeitas, como exigido para que F (S,K) seja um espaço vetorial. Além disso, tomando-se
qualquer conjunto finito {s1, . . . , sn} ⊂ S e a função característica χt

.
= χ{t}, para t ∈ S, a soma

formal finita

f =

n∑
i=1

f (si)χsi = f (s1)χs1 + · · ·+ f (sn)χsn

sempre pertencerá a F (S,K).
Para definir o espaço tensorial, toma-se dois espaços vetoriais V e W sobre o mesmo corpo

K e define-se um mapeamento bilinear denominado o produto tensorial e denotado por ⊗, o
qual toma o produto cartesiano dos espaços e o organiza de uma maneira que elimina certas
ambiguidades que poderiam surgir. O espaço tensorial assim definido é um tipo de espaço
vetorial livre, mas definido de tal forma que produtos cartesianos distintos não possam ser
interpretados como equivalentes neste contexto.

9Conforme discutido no capítulo 6.
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Definição 4.32 (Produto tensorial entre espaços vetoriais). Sejam os espaços vetoriais V e
W , ambos sobre o mesmo corpo K. Dados {v, v′} ⊂ V , {w,w′} ⊂ W e {a, b} ⊂ K, o mapeamento
bilinear ⊗ : V ×W 7−→ F (V ×W ,K), definido por

(a.v + b.v′)⊗ w = a.v ⊗ w + b.v′ ⊗ w, v ⊗ (a.w + b.w′) = a.v ⊗ w + b.v ⊗ w′,

de tal forma que as imagens do mapeamento pertencem ao espaço vetorial livre F (V ×W ,K), é
denominado o produto tensorial entre os espaços V e W .

Para a definição do espaço tensorial, um cuidado adicional é necessário pois no produto
Cartesiano de V com W que constrói os elementos de F (V ×W ,K), pares tais como a (v, w) e
(a.v, w) ou (v + v′, w) e (v, w) + (v′, w) que são elementos distintos em um espaço livre deverão
ser considerados como equivalentes. Para evitar essa ambiguidade, a definição de um espaço
tensorial emprega também os conceitos de relação de equivalência e classes de equivalência e
de espaços fatores, definidos na seção 3.3.3.

Definição 4.33 (Espaço tensorial). O produto tensorial entre os espaços vetoriais V e W sobre
o corpo comum K consiste no espaço fator

V ⊗W
.
= F (V ×W ,K) / ∼,

onde ∼ é a relação de equivalência entre todos os pares ordenados (v, w) ∈ F (V ×W ,K) / ∼,
sendo {v, v′} ∈ V , {w,w′} ∈ W e c ∈ K, tal que as seguintes propriedades são satisfeitas:

1. Identidade. (v, w) ∼ (v, w).

2. Distributividade. (v, w) + (v′, w) ∼ (v + v′, w) e (v, w) + (v, w′) ∼ (v, w + w′).

3. Múltiplos escalares. c (v, w) ∼ (c.v, w) e c (v, w) ∼ (v, c.w).

Se os espaços V e W são ambos de dimensão finita, sejam as bases E = {ei | i = 1, . . . , n} ⊂ V
e G = {gj | j = 1, . . .m} ⊂ W . Dados v =

∑
i vi.ei ∈ V e w =

∑
j wj .gj ∈ W , o produto tensorial

v ⊗ w ∈ F (V ×W ,K) / ∼ pode ser decomposto como

v ⊗ w =

(
n∑
i=1

vi.ei

)
⊗

 m∑
j=1

wj .gj

 =

n∑
i=1

m∑
j=1

vi • wj (ei ⊗ gj) .

Neste caso, o conjunto EG
.
= {ei ⊗ gj | i = 1, . . . n; j = 1, . . .m} é uma base do espaço tensorial, o

qual possui dimensão dim (F (V ×W ,K) / ∼) = dim (V ) dim (W ) = nm.
Usando o termo tensor para denominar um elemento qualquer de um espaço tensorial

F (V ×W ,K) / ∼ finito, então, se T ∈ F (V ×W ,K) / ∼ e EG é uma base de F (V ×W ,K) / ∼,
o tensor T pode ser decomposto como

T =

n∑
i=1

m∑
j=1

Tij (ei ⊗ gj) ,

sendo {Tij} os componentes do tensor. Se os componentes de T forem obtidos a partir dos
vetores v e w, então Tij = vi • wj.

4.12 ELEMENTOS DE ESPAÇOS MÉTRICOS E TOPOLO-
GIA

Antes de introduzir estruturas algébricas mais complexas, será necessário realizar algumas
definições adicionais, as quais introduzem conceitos que estabelecem relações entre três impor-
tantes ramos da matemática: álgebra abstrata, geometria e topologia. Uma definição importante,
que será realizada em seguida, introduz o conceito de uma métrica ou função distância ou sim-
plesmente distância entre os diferentes elementos de um conjunto.

Definição 4.34 (Métrica). Dado o conjunto C, uma métrica em C é uma função d : C ×C 7−→ R,
denominada função distância ou, simplesmente, distância, tal que, para todos x, y, z ∈ C as
seguintes propriedades são satisfeitas:
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1. Positividade: d (x, y) > 0, sendo que se d (x, y) = 0, então x = y.

2. Simetria: d (x, y) = d (y, x).

3. Inegualdade triangular ou subaditividade: d (x, z) 6 d (x, y) + d (y, z).

Na sua concepção mais geral, um espaço métrico é um conjunto no qual se define a noção de
distância, denominada a métrica do espaço, entre os seus elementos.

Definição 4.35 (Espaço métrico). Dado um conjunto C e uma métrica d : C ×C 7−→ R atuando
sobre C, a estrutura 〈C, d〉 é denominada um espaço métrico.

A partir desta definição é possível caracterizar-se um espaço métrico tanto do ponto de vista
da geometria quanto da álgebra. Um exemplo de espaço métrico é o espaço Euclideano,10 o qual
tem sido categorizado desde o período clássico da Grécia antiga e no qual as noções cotidianas e
intuitivas de posição e distância estão definidas. A definição aqui apresentada é aquela realizada
a partir de estruturas algébricas abstratas.

Definição 4.36 (Sequência de Cauchy). Uma sequência de Cauchy é aquela sequência cu-
jos elementos se tornam arbitrariamente próximos entre si à medida que a sequência progride.
Alternativamente, uma sequência de Cauchy pode ser definida quando, dada uma quantidade
positiva ε arbitrariamente pequena, todos os elementos da mesma distam entre si por uma dis-
tância menor que ε, exceto possivelmente por um subconjunto finito de elementos da sequência.

A partir das definições de espaço métrico e de uma sequência de Cauchy, um outro conceito
útil, um espaço métrico completo, pode ser definido.

Definição 4.37 (Espaço métrico completo). Um espaço métrico M é denominado espaço mé-
trico completo ou espaço de Cauchy se todas as sequências de Cauchy compostas por pontos
em M possuem um limite que também está contido em M. Em outras palavras, se todas as
sequências de Cauchy em M convergem em M.

De forma coloquial, um espaço métrico completo é aquele em que não existem “pontos au-
sentes” no seu interior ou sobre o contorno. Exemplos de espaços métricos completos são os
corpos dos números reais (R) ou dos complexos (C), nos quais a métrica é definida como o valor
absoluto da distância entre os números: d (x, y) = |x− y|. Já um espaço métrico não completo é
o corpo dos números racionais (Q) com a mesma métrica, pois a sequência

x1 = 1, xn+1 =
xn
2

+
1

xn
(n = 1, 2, . . . ) ,

embora composta por pontos em Q, converge para
√

2, o qual não pertence ao corpo.
Neste ponto é importante ressaltar que as definições de métrica (definição 4.34) e espaço

métrico (definição 4.35) recém realizadas são bastante restritivas e excluiriam diversas estrutu-
ras geométricas e algébricas importantes na matemática e física atuais. Um exemplo imediato
é o espaço de Minkowski,11 cuja métrica não é positivo-definida e não respeita a condição de
positividade. O espaço de Minkowski é um exemplo de um espaço pseudo-Riemanniano. Es-
paços (pseudo-)Riemannianos são uma generalização de espaços métricos quando a métrica é
determinada pela forma bilinear12 (6.26). Em um espaço pseudo-Riemanniano, a métrica não é
necessariamente positivo-definida.

As observações e definições abaixo referem-se a conceitos introduzidos nas áreas de geo-
metria e topologia. Estes conceitos não são discutidos em maiores detalhes neste texto, mas
são necessários para categorizar de uma forma adequada certas estruturas como grupos con-
tínuos.13 As definições apresentadas não são rigorosas, sendo, outrossim, realizadas de uma
forma coloquial, porém compreensiva.

Topologia é um ramo da matemática que estuda formas e espaços topológicos (ver definição
abaixo), sendo considerada uma extensão da geometria. A topologia estuda as propriedades
matemáticas do espaço e como estas são ou não preservadas sob deformações contínuas, tais
como o alongamento ou a flexão do espaço. Dentre as propriedades consideradas, estão a
conexão, continuidade e os contornos do espaço.

10Ver exemplo 4.2.
11Discutido na seção 6.15.1.
12Definição 4.11.
13Seção 5.10.
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Definição 4.38 (Topologia). Dado um conjunto C, uma topologia em C consiste em uma coleção
O de subconjuntos, denominados os conjuntos abertos da topologia, ou simplesmente os abertos
da topologia, os quais satisfazem as condições:

1. O conjunto vazio ∅ é aberto e o conjunto C também é aberto. Além disso, {∅, C} ⊂ O.

2. Se U e V são conjuntos abertos, então também o é a sua intersecção U ∩ V ,

U ∈ O e V ∈ O =⇒ U ∩ V ∈ O.

3. Se {Vi | i ∈ N} é uma coleção qualquer de conjuntos abertos, então a sua união
⋃
i∈N Vi

também é um conjunto aberto.

Definição 4.39 (Espaço topológico). Dado um conjunto C e um topologia O sobre C, a estru-
tura 〈C,O〉 é denominada um espaço topológico. Os elementos de C são usualmente denomina-
dos de pontos e a topologia O define a vizinhança desses pontos.

Pode-se mostrar que todo espaço métrico é um espaço topológico induzido pela sua métrica;
contudo, a recíproca não é verdadeira: nem todo espaço topológico deve, necessariamente, pos-
suir uma métrica.

Definição 4.40 (Homeomorfismo). Um homeomorfismo ou isomorfismo topológico ou ainda uma
função bi-contínua é uma função contínua entre espaços topológicos que possui uma função
inversa também contínua. Homeomorfismos são os isomorfismos (seção 3.6) entre espaços
topológicos, i. e., são mapeamentos que preservam todas as propriedades topológicas de um
dado espaço.

Definição 4.41 (Variedade). Uma variedade14 é um espaço topológico que se assemelha ao
espaço Euclideano nas vizinhanças de cada ponto. De forma mais precisa, cada ponto de uma
variedade n-dimensional possui uma vizinhança que é homeomórfica ao espaço Euclideano de
dimensão n.

Definição 4.42 (Variedade diferenciável). Uma variedade diferenciável é um tipo de variedade
que é localmente similar a um espaço vetorial para que as operações de cálculo definidas na
análise matemática sejam realizáveis.

Será apresentado agora o importante exemplo do espaço Euclideano como um espaço mé-
trico.

Exemplo 4.2 (O espaço métrico Euclideano En). Um dos espaços métricos mais importantes
e empregados na física-matemática é o espaço Euclideano de n dimensões En, o qual contém o
espaço de 3 dimensões da geometria euclideana, ao qual também é atribuído um espaço vetorial
normado e dotado de produto interno.15

Como um espaço métrico, o espaço Euclideano é um conjunto de pontos que satisfazem cer-
tas relações entre si, em particular a métrica (ou distância) entre os mesmos. Esta métrica
permite estabelecer-se uma relação geométrica entre os pontos do espaço, usualmente repre-
sentada pelo sistema Cartesiano de coordenadas. Dessa maneira, em uma dimensão, o espaço
E1 é visualizado por meio da reta real; em duas dimensões, o espaço E2 é visualizado através do
plano Cartesiano e em três ou mais dimensões o espaço En (n > 3) é visualizado por um sistema
Cartesiano de n coordenadas ortogonais.

Um ponto no espaço E3 é ilustrado na figura 4.1. Um ponto P neste espaço é dado pela
terna ordenada P

.
= (x1, x2, x3) ou, como também costuma-se escrever, P = (x, y, z). Ao se

representar este ponto geometricamente em um sistema Cartesiano de 3 coordenadas, neste
caso, os números x, y e z são as coordenadas do ponto P ao longo de cada eixo do sistema.
Estas coordenadas são obtidas traçando-se retas que partem de P e que são perpendiculares a
cada eixo, conforme ilustrado na figura.

Para se definir o espaço Euclideano, é necessário primeiro estabelecer a métrica do mesmo.

Definição 4.43 (Métrica Euclideana). Seja R
.
= 〈R,+,×, 0, 1〉 o corpo dos números reais.16 Seja

Rn ≡ R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
n vezes

= {(x1, . . . , xn) | xj ∈ R, j = 1, . . . n}

14Em inglês: manifold.
15Discutido na seção 4.1.
16Ver definição na página 124.
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X

Y

Z

O
x
y

z

(x,y,z)

Figura 4.1: No espaço E3, todo ponto é determi-
nado pela terna (x1, x2, x3) ≡ (x, y, z) e possui uma
representação geométrica em termos de um sis-
tema Cartesiano.

o conjunto de todas as n-uplas ordenadas obtidas a partir do produto Cartesiano17 do corpo R

por si mesmo. Dados então p, q ∈ Rn, a métrica ou distância Euclideana entre p e q é a extensão
do segmento de reta pq conectando ambos os pontos, ou seja,

d (p, q) = d (p, q) =

√√√√ n∑
j=1

(qi − pi)2
=

√
(q1 − p1)

2
+ · · ·+ (qn − pn)

2
.

A partir da definição da métrica Euclideana, pode-se realizar a definição de um espaço Eucli-
deano.

Definição 4.44 (Espaço métrico Euclideano En). Seja

Rn ≡ R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
n vezes

= {(x1, . . . , xn) | xj ∈ R, j = 1, . . . n}

o conjunto de todas as n-uplas ordenadas obtidas a partir do produto Cartesiano do corpo dos
números reais. Sejam d, q ∈ Rn tais que a distância entre estes pontos é definida pela métrica
Euclideana d ≡ d (p, q). A estrutura En

.
= 〈Rn, d〉 forma o Espaço Euclideano de dimensão n.

É importante observar aqui que na definição de um espaço métrico em geral, e no espaço En

em particular, não se define nenhuma outra operação ou relação entre seus elementos (pontos)
além da métrica. Por isso, um espaço métrico não é, por exemplo, um espaço vetorial, salvo se
este for dotado de estruturas adicionais.

4.13 ESPAÇO VETORIAL MÉTRICO

Um espaço vetorial métrico é um espaço vetorial no qual é definida a noção de métrica, ou
distância (ver definição 4.34), entre seus elementos. Um espaço vetorial métrico, como uma
estrutura algébrica, é também um tipo de espaço métrico (definição 4.35), visto como uma es-
trutura geométrica. Este é um exemplo típico de uma estrutura matemática híbrida (algébrica e
geométrica).

4.13.1 ESPAÇO VETORIAL MÉTRICO COM NORMA.
Dado um espaço vetorial normado 〈V , ‖ · ‖〉, este é um espaço vetorial métrico normado quando

é possível definir-se uma métrica sobre V pela norma da seguinte maneira: para todos x, y ∈ V ,

d (x, y)
.
= ‖x− y‖ = ‖x+ (−y)‖ ,

17Definição 3.27.
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sendo −y ∈ V o elemento inverso de y em V . Diz-se então que a métrica d é induzida pela norma
‖ · ‖.

A métrica acima definida, além de apresentar a propriedade de homogeneidade como con-
sequência da definição de norma, possui também a propriedade de invariância translacional, i.
e.,

d (x+ a, y + a) = d (x, y) ,

para todos x, y, a ∈ V .
De forma recíproca, se a métrica d sobre o espaço V satisfaz as condições de homogeneidade

e invariância translacional, então a norma é induzida pela métrica por ‖x‖ .
= d (x, 0) , ∀x ∈ V ,

sendo 0 o vetor nulo.

4.13.2 ESPAÇO DE BANACH.
Um espaço vetorial métrico pode ser completo ou não, de acordo com a definição 4.37. Um

espaço vetorial métrico completo é denominado um espaço de Banach.

4.13.3 ESPAÇO DE HILBERT

Um espaço de Hilbert é uma generalização tanto de um espaço com produto interno quanto
de um espaço Euclideano, de tal forma que o espaço vetorial pode ter uma dimensão finita
arbritrária ou mesmo infinita.

Um espaço de Hilbert H é um espaço vetorial complexo com produto interno, o qual é tam-
bém um espaço métrico completo, sendo assim um exemplo de um espaço de Banach. No espaço
de Hilbert, a métrica do espaço é induzida pelo produto interno, sendo que este é uma forma
sesquilinear. Para todos x, y ∈ H e α, β ∈ C, o produto interno satisfaz as propriedades de con-
jugação complexa, distributividade e positividade. Além disso, por ser uma forma sesquilinear:

• 〈x, α.y〉 = α 〈x, y〉 (linear no segundo argumento).

• 〈α.x, y〉 = α∗ 〈x, y〉 (antilinear no primeiro argumento).

A norma e a métrica sobre H satisfazem as propriedades:

• ‖x‖ =
√
〈x, x〉.

• d (x, y) = ‖x− y‖ =
√
〈x− y, x− y〉.

ESPAÇO DE HILBERT DUAL.

A cada espaço de Hilbert H é possível associar-se um espaço dual H ∗, composto pelos
funcionais lineares que atuam sobre os vetores de H . Como o resultado de um funcional linear
deste tipo resulta em um elemento do corpo, este resultado pode ser usado para a implementação
do produto interno em H . Este é o procedimento empregado no desenvolvimento formal da
mecânica quântica.

No caso de um espaço de Hilbert, existe uma correspondência bijetiva com o seu espaço dual,
garantida pelo teorema de representação de Fréchet-Riesz.

Teorema 4.37 (Teorema de representação de Fréchet-Riesz). Seja H um espaço de Hilbert
e H ∗ o seu espaço dual, composto por todos of funcionais lineares contínuos ϕ : H 7−→ K

(K = R ou C). Se o vetor x ∈H , então existe um e somente um funcional ϕx, dado por

ϕx (y)
.
= 〈x, y〉 (∀y ∈H ) ,

o qual é um elemento de H ∗.

Portanto, a função ϕx (y) determina o produto interno entre os vetores x, y ∈H . A correspon-
dência entre o vetor x ∈ H e o funcional ϕx ∈ H ∗ estabelece um mapeamento Φ : H 7−→ H ∗

o qual é um (anti-) isomorfismo isométrico, ou seja, para todos os vetores x, y ∈ H e para todo
α ∈ K:

• Φ é bijetivo.
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• Φ preserva a norma: ‖x‖ = ‖ϕx‖.

• Φ é aditivo: Φ (x+ y) = Φ (x) + Φ(y).

• Se K = R, então Φ (αx) = αΦ (x). Se K = C, então Φ (αx) = α∗Φ (x).

4.13.4 ESPAÇO AFIM

Um espaço afim18 é uma estrutura geométrica que generaliza certas propriedades de linhas
paralelas em um espaço Euclideano (exemplo 4.2) atribuindo assim ao mesmo a estrutura adi-
cional de um espaço vetorial. A definição de um espaço afim serve para definir de forma rigorosa
as noções geométricas de “somas vetoriais” como composições de setas direcionadas sobre o
plano ou espaço Cartesianos. Em um espaço afim não existe um ponto particular que serve
como uma origem. Dessa forma, nenhum vetor possui uma origem fixa nem pode ser associado
univocamente a um ponto do espaço. Ao invés disso, um espaço afim é composto por vetores
deslocamento entre dois pontos do espaço. Esta definição permite atribuir um vetor à subtração
de dois pontos do espaço métrico, mas não atribui sentido à soma dos mesmos. Pela mesma
concepção, é concebível adicionar-se um vetor a um ponto do espaço afim, tendo como resultado
um novo ponto deslocado a partir do primeiro pelo vetor deslocamento.

Definição 4.45 (Espaço afim). Seja um espaço vetorial V sobre um corpo K (sendo “+V ” o ope-
rador de soma vetorial), juntamente com um conjunto M 6= ∅, cujos elementos são denominados
pontos. A estrutura 〈M,V ,+〉 forma um espaço afim sobre V ou espaço afim de direção V se
para todo ponto p ∈M e vetor v ∈ V existir um mapeamento

+ : M × V 7−→M, (v, p) 7→ v + p

que satisfaça as propriedades:

(EA1) Identidade à esquerda. Se 0 ∈ V for o vetor nulo, para todo p ∈M , 0 + p = p.

(EA2) Associatividade. Para todos v, w ∈ V e p ∈M , v + (w + p) = (v +V w) + p.

(EA3) Unicidade. Para todos p, q ∈M , existe um único vetor v ∈ V tal que v + p = q.

O mapeamento “+” é uma ação de grupo livre e transitiva19 de V sobre M . A ação é livre pela
propriedade (EA1); ao passo que a unicidade (EA3) assegura que a ação é transitiva, pois, dados
p, q ∈M quaisquer, se q = p+ u = p+ u′, com u, u′ ∈ V , resulta que p+ u− u′ = p e, portanto, pela
propriedade (EA1), necessariamente u′ = u.

Como o grupo V ∈ V é Abeliano, não há diferença entre ações pela esquerda ou pela direita;
assim, a identidade v + p = p+ v é válida.

Definindo-se uma origem O ∈ M , pode-se transformar o conjunto M em um espaço vetorial.
Reciprocamente, qualquer espaço vetorial V é um espaço afim sobre si próprio.

Denotando-se o vetor único v provido por (EA3) como −→pq, escreve-se q = p + −→pq. De (EA1)
resulta que −→pp = 0. Então, de (EA2) segue que o mapeamento

M ×M 7−→ V , (q, p) 7→ −→pq

satisfaz a equação
−→pq +V

−→qr = −→pr.

Em particular, este resultado implica que −→pq = −−→qp.
A partir da definição de um espaço afim, as seguintes propriedades da geometria analítica

podem ser rigorosamente definidas.

Translação. Para cada v ∈ V , a função

τv : M 7−→M, p 7→ p+ v

é uma translação do ponto p ∈ M pelo vetor v. Escrevendo q = p + v, então v ≡ −→pq é o vetor
que conecta (translada) o ponto p ao ponto q ∈M .

18Do inglês: affine space.
19Definição 3.20.
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Origem e vetor posição. Seja O ∈ M um ponto em particular denominado a origem do espaço
afim. A função

V 7−→M, v 7→ O + v

é bijetiva, com inversa
M 7−→ V , p 7→

−→
Op.

O vetor
−→
Op é denominado o vetor posição de p com respeito a O.

Coordenadas e sistema coordenado. Se dim (V ) = m e se {b1, . . . , bm} é uma base em V , existe
uma única m-upla (x1, . . . , xm) ∈ Km tal que

−→
Op =

m∑
j=1

xjbj . (4.6)

Neste caso, os números x1, . . . , xm ∈ K são denominados as coordenadas (afins) do ponto p
com respeito ao sistema de coordenadas (O; b1, . . . , bm). A função bijetiva

M 7−→ Km, p 7→ (x1, . . . , xm) ,

a qual mapeia cada ponto p ∈ M a suas coordenadas, é denominada a função coordenada
de M com respeito a (O; b1, . . . , bm).

A dimensão do espaço afim é a dimensão do espaço vetorial que o compõe. A figura 4.2
mostra a construção de um sistema Cartesiano de coordenadas no espaço como um espaço afim
de dimensão 3 sobre o corpo R, no qual a cada ponto P do espaço é atribuído um vetor

−−→
OP ,

expresso pela combinação linear (4.6) dos vetores de uma base ortonormal de V .

IDENTIDADE DE CHASLES E A REGRA DO PARALELOGRAMO. Dados três pontos
quaisquer a, b, c ∈ M , conforme visualizado no painel esquerdo da figura 4.3, resulta que c =

a + −→ac, b = a +
−→
ab e c = b +

−→
bc. Então, de (EA2), c = b +

−→
bc =

(
a+
−→
ab
)

+
−→
bc = a +

(−→
ab +

−→
bc
)
. E de

(EA3) resulta que

c = a+−→ac = a+
(−→
ab +

−→
bc
)

=⇒ −→ac =
−→
ab +

−→
bc,

a qual é a identidade de Chasles. Se b = a, resulta de (EA1), a = a + −→aa =⇒ −→aa = 0. Ou, fazendo
c = a, resulta

−→
ab = −

−→
ba.

Finalmente, dados agora 4 pontos a, b, c, d ∈M , da identidade de Chasles resulta

−→
ab +

−→
bc =

−→
ad+

−→
dc = −→ac,

de onde vem a regra do paralelogramo

−→
ab =

−→
dc se e somente se

−→
bc =

−→
ad.

Para finalizar esta seção, serão apresentados a seguir alguns exemplos importantes de espa-
ços vetoriais.

Exemplo 4.3 (O espaço vetorial real R3). O espaço vetorial mais comum na física é aquele
formado pelo grupo R3 definido na seção 3.1.2.3 e pelo corpo dos números reais R, definido na
página 124. Esta estrutura é definida como

R3 .
=
〈
R3,R,+, .

〉
e é corriqueiramente denominada o “espaço Cartesiano” ou o “espaco Euclideano,” embora am-
bas as designações não sejam rigorosamente corretas, uma vez que um espaço Euclideano é um
espaço métrico.20

O produto por escalar neste espaço vetorial é definido da seguinte maneira. Dados o vetor
a = (a1, a2, a3) ∈ R3 e o escalar α ∈ R, o produto de a por α resulta no vetor b ∈ R3 dado por

b = α.a = (αa1, αa2, αa3) .

20Exemplo 4.2.
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Figura 4.2: O sistema de coordenadas (O; b1, b2, b3)
de um espaço afim de dimensão 3 sobre o corpo
R. A base empregada é ortogonal, com bj =
−−−−→
O ‖bj‖ (j = 1, 2, 3), onde ‖bj‖ é a norma do ve-
tor. Observa-se também o vetor v ≡ −−→OP dado por
(4.6), bem como as suas coordenadas {x1, x2, x3}.

M V

−→
ab

−→ac
−→
bc

Figura 4.3: Espaço afim 〈M,V ,+〉 visualizado tanto do ponto de vista do conjunto M (painel esquerdo), com
os pontos a, b, c, quanto do ponto de vista do espaço V (painel direito), com os vetores

−→
ab,
−→
bc e −→ac. A regra do

paralelogramo é satisfeita no espaço afim.

Verifica-se facilmente que esta operação satisfaz as condições de associatividade, produto pela
unidade e distributividade.

Adicionalmente, o espaço R3 é sempre considerado com uma ou mais definições de produto
interno, sendo o produto escalar o mais corriqueiro. O produto escalar do vetor a pelo vetor b é
definido como

〈a,b〉 ≡ a · b .
= a1b1 + a2b2 + a3b3 ∈ R.

Verifica-se facilmente que o produto escalar satisfaz os requisitos de um produto interno. Além
disso, o produto escalar no R3 induz a norma dos vetores do espaço: para todo a ∈ R3,

‖a‖ ≡ |a| .=
√
a · a =

√
a2

1 + a2
2 + a2

3.

Esta definição em particular da norma do vetor a é denominada de norma Euclideana no R3.
Em suma, o espaço real R3 é um espaço vetorial normado com produto interno. Uma ge-

neralização imediata é realizada para o espaço real Rn, formado pelas n-uplas (a1, a2, . . . , an)
(n = 1, 2, . . . ).

Exemplo 4.4 (O espaço vetorial complexo C 3). O espaço vetorial C 3 é uma generalização do
espaço real R3. Este espaço é formado pelo grupo Abeliano aditivo C3 definido na seção 3.1.2.3
e pelo corpo dos números complexos C, definido na página 124. Esta estrutura é definida como

C 3 .
=
〈
C3,C,+, .

〉
.

O produto por escalar neste espaço vetorial é definido da forma usual. Dados o vetor a =
(a1, a2, a3) ∈ C3 e o escalar α ∈ C, o produto de a por α resulta no vetor b ∈ C 3 dado por

b = α.a = (αa1, αa2, αa3) .
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O produto interno no C 3 é uma forma sesquilinear. Dados a, b ∈ C3,

〈a, b〉 = a∗1b1 + a∗2b2 + a∗3b3.

Claramente, 〈a, b〉 ∈ C. Finalmente, a norma no C 3 é a generalização da norma Euclideana. Dado
a ∈ C3,

‖a‖ =
√
〈a, a〉 =

√
|a1|2 + |a2|2 + |a3|2.

Em suma, o espaço vetorial complexo C 3 é um espaço vetorial normado com produto interno.
Uma generalização imediata é realizada para o espaço complexo C n, formado pelas n-uplas
(a1, a2, . . . , an) (n = 1, 2, . . . ).

Exemplo 4.5 (O espaço vetorial Euclideano E3). Neste ponto é possível definir-se o espaço
vetorial Euclideano E3, também denominado o espaço real coordenado R3. A definição aqui
realizada concorda com as noções usuais empregadas em geometria analítica sobre o plano Eu-
clideano em 2 dimensões ou o espaço tridimensional da geometria Euclideana, no qual os pontos
do espaço são identificados através de um sistema Cartesiano de coordenadas. Adicionalmente,
os vetores neste espaço são representados no sistema Cartesiano como setas orientadas, as
quais conectam dois pontos no mesmo: ou a origem O ao ponto P ou o ponto P ao ponto Q.
A operação algébrica de adição vetorial é representada no sistema como uma composição das
setas orientadas.

A construção parte da definição do espaço (métrico) E3 realizada no exemplo 4.2. Em seguida,
toma-se a definição do espaço vetorial real R3 no exemplo 4.3. Então, de acordo com a definição
4.45, o par E3 .

=
(
E3,R3

)
constitui um espaço (vetorial) afim, no qual é usualmente empregada

a base canônica ortonormal do R3 formada pelos vetores

ê1 ≡ x̂1 ≡ ı̂
.
= (1, 0, 0) ê2 ≡ x̂2 ≡ ̂

.
= (0, 1, 0) ê3 ≡ x̂3 ≡ k̂

.
= (0, 0, 1) .

Sendo agora os pontos do E3 O
.
= (0, 0, 0) (a origem), 1x = (1, 0, 0), 1y

.
= (0, 1, 0) e 1z

.
= (0, 0, 1),

resulta que os vetores de base do R3 são também os vetores posição ı̂ =
−−→
O1x, ̂ =

−−→
O1y e k̂ =

−−→
O1z

do E3. Qualquer outro ponto P
.
= (p1, p2, p3) ∈ E3 é localizado no sistema Cartesiano pela seta

orientada
−−→
OP a qual é simplesmente o vetor posição

−−→
OP ≡ rP =

3∑
i=1

pi êi,
(−−→
OP ∈ E3

)
.

Dado um outro ponto Q .
= (q1, q2, q3) ∈ E3, o vetor deslocamento de P a Q

(−−→
PQ ≡ rPQ

)
é

−−→
PQ =

−−→
OQ−

−−→
OP =

3∑
i=1

(qi − pi) êi.

Além disso, pela definição do produto escalar entre os vetores
−−→
OQ e

−−→
OP no R3,

〈−−→
OQ,

−−→
OP
〉
≡
−−→
OQ ·−−→OP =

√√√√ 3∑
i=1

qipi.

Adicionalmente, pela definição das normas destes vetores e também pela distância entre os
pontos P e Q dados pela métrica Cartesiana no E3, observa-se que

d (P,Q) =
∥∥∥−−→PQ∥∥∥ =

∥∥∥−−→OQ−−−→OP∥∥∥ =

√√√√ 3∑
i=1

(qi − pi)2
.

Ou seja, as medidas da métrica e da norma no E3 concordam entre si. Consequentemente, a
norma do R3 induz a métrica do E3 e vice-versa. Por esta razão, o espaço E3, além de ser um
espaço afim, também é um espaço vetorial métrico normado.

Todas as definições e propriedades consideradas neste exemplo são automaticamente gene-
ralizadas para o espaço vetorial Euclideano de n dimensões En, com n = 1, 2, 3, 4, . . . .
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Exemplo 4.6 (A álgebra do espaço R3). No exemplo 4.3, mostrou-se que o R3 é um espaço
vetorial normado com produto interno. As definições contidas nesse exemplo abrangem quase
todas as operações algébricas normalmente apresentadas em disciplinas de álgebra linear, cál-
culo e física básica: (i) adição vetorial, (ii) produto de vetor por escalar e (iii) produto escalar e
norma. A única operação que não foi definida no exemplo é aquela denominada produto vetorial.
Isto porque a definição do produto vetorial no R3 promove este a uma álgebra,21 sendo que então
o conjunto completo de operações é comumente denominado álgebra vetorial.

O produto vetorial é definido então como o mapa bilinear × : R3 ×R3 7−→ R3 tal que, dados
a, b, c ∈ R3,

c = a× b =⇒ ci
.
=

3∑
j,k=1

εijkajbk (i = 1, 2, 3) , (4.7)

onde εijk é o símbolo de Levi-Civita definido na seção 6.1.2. O produto vetorial satisfaz a condição
de bilinearidade, pois para α, β ∈ R,

[(αa) + (βb)]× c = (αa)× c+ (βb)× c = α (a× c) + β (b× c)
c× [(αa) + (βb)] = α (c× a) + β (c× b) .

Além disso, como é bem sabido, o produto vetorial é anticomutativo: a× b = −b× a. Como
consequência, a álgebra vetorial é não associativa: a× (b× c) 6= (a× b)×c, pois22

[a× (b× c)]i = εijkεk`majb`cm
(6.3)
= ajcjbi − ajbjci

[(a× b)×c]i = εijkεj`ma`bmck = akckbi − bkckai,

ou seja, a× (b× c) = (a · c) b − (a · b) c 6= (a× b)×c = (a · c) b − (b · c)a. Contudo, a identidade
de Jacobi é satisfeita, i. e.,

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0.

Portanto, talvez de uma forma até surpreendente, a álgebra vetorial é uma álgebra de Lie.
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5
TEORIA DE REPRESENTAÇÕES DE

GRUPOS

A
TEORIA DE REPRESENTAÇÃO é um ramo da matemática que estuda estruturas algébricas
abstratas através da representação de seus elementos como transformações lineares de
espaços vetoriais e estuda os módulos sobre essas estruturas algébricas abstratas. As
diferentes estruturas algébricas abstratas são discutidas na seção 3.7.

De forma resumida, uma representação torna uma estrutura algébrica abstrata mais “con-
creta” através da descrição de seus elementos por matrizes e da conversão das operações algébri-
cas entre os elementos das estruturas às operações usuais de soma e multiplicação matriciais.
As estruturas algébricas suscetíveis a tais representações incluem grupos, álgebras associativas
e álgebras de Lie. A aplicação mais importante da teoria de representação ocorre para grupos
abstratos.

A Teoria de Representações de Grupos descreve grupos abstratos em termos de transfor-
mações lineares de espaços vetoriais; em particular, os elementos do grupo são representados
como matrizes e, assim, a operação de multiplicação de grupo se torna a multiplicação matricial
usual. Nisto reside a importância da teoria de representações: ela permite que a formulação
teórica de sistemas físicos abstratos se reduza às propriedades da álgebra linear, a qual é bem
compreendida.

Ao longo do desenvolvimento dos novos modelos físicos que surgiram a partir da formula-
ção teórica da mecânica quântica e da teoria quântica de campos, podem ser destacados vários
exemplos nos quais a teoria de grupos e a teoria de representações possibilitaram a compreen-
são de objetos físicos abstratos e suas interrelações. Um destes exemplos é a proposição do uso
das matrizes de Pauli,1 as quais pertencem ao grupo GL (2,C) e apresentam simetria de isos-
pin, formando uma base ao SU (2). Neste caso, tratou-se da construção formal de um modelo
matemático ao recém-descoberto spin do elétron, o qual é propriedade física fundamental dos
férmions e não possui contrapartida clássica, sendo, neste sentido, uma propriedade “abstrata”
das partículas. Posteriormente, com a proposição de uma equação da onda relativística pelo
físico inglês Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984), o estado quântico de um elétron passou a
ser descrito por um espinor, o qual é um elemento de um campo vetorial abstrato, construído
de tal forma que satisfaz as isometrias do grupo de Lorentz homogêneo. Posteriormente, ao
longo da década de 1960 e com as contribuições principais do físico paquistanês Mohammad
Abdus Salam (1926–1996) e dos físicos norte-americanos Sheldon Lee Glashow (1932–) e Steven
Weinberg (1933–2021), ocorreu a construção da Lagrangiana da interação eletrofraca, a qual
envolve interações entre os campos eletromagnéticos e os bósons vetoriais da interação fraca, e
cuja unificação foi possibilitada pela construção do grupo de gauge SU (2) ⊗ U (1). Ainda mais
recente, a construção do modelo padrão da física de partículas envolveu o acréscimo do setor da
cromodinâmica quântica à Lagrangiana da teoria eletrofraca, bem como de suas interações mú-
tuas. Esta proeza foi possibilitada pela representação do grupo total de isometrias das partículas
fundamentais no espaço-tempo de Minkowski: o supergrupo SU (3) ⊗ SU (2) ⊗ U (1). Estes são
apenas alguns exemplos nos quais as representações de grupos foram importantes na explora-
ção das simetrias dos sistemas físicos e na consequente determinação e soluções das equações
que descrevem a evolução dos mesmos.

O termo representação de um grupo também é empregado de uma forma mais geral ao propor
uma “descrição” de um grupo abstrato como um grupo de transformações de algum objeto

1Geralmente atribuídas ao físico austríaco Wolfgang Pauli (1900–1958).

167



168 5.1. Primeiras definições e representações

matemático. De uma maneira mais formal, uma representação é um homomorfismo do grupo
abstrato a um grupo de automorfismos do objeto. Se o objeto em questão é um espaço vetorial,
a representação é linear. Quando o objeto matemático possui outra natureza, o termo realização
costuma também ser empregado. Na matemática, a teoria da representação permeia diversas
disciplinas tais como a álgebra, a análise, a geometria e topologia e a teoria de números. Tais
desenvolvimentos possibilitaram, ao longo do século XX, a criação da Teoria das Categorias, a
qual unifica a descrição de diferentes estruturas matemáticas oriundas de diversas áreas e de
suas interrelações.

5.1 PRIMEIRAS DEFINIÇÕES E REPRESENTAÇÕES

Nesta seção, apresenta-se as definições básicas da teoria de representação de grupos e alguns
exemplos imediatos, aplicados aos grupos finitos.

A representação de um determinado grupo abstrato G é realizada usando o conceito de homo-
morfismo introduzido na seção 3.6. De uma forma coloquial, pode-se dizer que a representação
de um grupo abstrato é semelhante ao que é realizado quando se decompõe um vetor. Se A é um
vetor que possui sentido físico e matemático independente do sistema de coordenadas adotado,
a “representação prática” deste vetor é obtida escolhendo-se um determinado sistema de coorde-
nadas (Cartesiano, esférico, cilíndrico, etc), o qual possui um conjunto de coordenadas {qi} e de
vetores de base { êi}. Então, pode-se escrever A =

∑
i αi êi, sendo {αi = αi (q)} as componentes

do vetor A neste sistema de coordenadas. A partir deste momento, as informações sobre o vetor
A serão fornecidas pelas suas coordenadas.

De forma semelhante, a teoria de representação de grupos toma um grupo abstrato G, cujos
elementos podem não possuir uma descrição matemática conhecida, mas cujas propriedades
são idênticas a de um outro grupo D conhecido. Então, a representação de G consiste na escolha
de um “sistema de coordenadas” bem comportado (o grupo D), o qual irá então fornecer as
informações desejadas sobre G.

Para a física, as representações desejadas serão estabelecidas por matrizes não singulares
que formam um grupo frente a multiplicação matricial; especificamente, um homomorfismo
será estabelecido entre G e o grupo geral linear. Como a dimensão do grupo G pode ser tanto
uma quantidade finita quanto infinita, a definição mais geral de uma representação deve ser
realizada de forma independente da mesma, mencionando somente todos os automorfismos do
espaço vetorial considerado. Posteriormente, a definição geral será reduzida aos casos mais
usuais de grupos finitos, grupos compactos, etc.

Definição 5.1 (Grupo geral linear de um espaço vetorial). Sendo V um espaço vetorial sobre
o corpo K, o grupo geral linear de V , denotado por GL (V ) ou Aut (V ), é o grupo de todos os
automorfismos de V , i. e., o conjunto de todas as transformações lineares bijetivas V → V , em
conjunto com a regra de composição funcional como a operação de grupo.

A definição de grupo geral acima, portanto, faz uso do conceito de espaço vetorial (capítulo
4) e de transformação ou mapa linear, definidos na seção 4.4. Se o espaço vetorial V possui
dimensão n finita, então o grupo GL (V ) se torna isomórfico ao grupo GL (n,K) definido na seção
3.1.2.3. Contudo, o isomorfismo irá depender da escolha de uma base, como discutido mais
adiante.

Definição 5.2 (Representação de grupo (geral)). Uma representação de um grupo G em um
espaço vetorial V sobre um corpo K é um homomorfismo de grupo de G = {G; ∗} ao grupo geral
linear GL (V ), i. e., consiste no mapeamento

ρ : G 7−→ GL (V ) ,

tal que, para todos os elementos g1, g2 ∈ G,

ρ (g1 ∗ g2) = ρ (g1) ρ (g2) ,

onde o produto ρ (g1) ρ (g2) é realizado com o produto do grupo GL (V ).
O espaço vetorial V é denominado o espaço de representação e a dimensão do mesmo é a

dimensão da representação.
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Esta definição é completamente geral, por não pressupor que o grupo tenha uma dimensão
finita, ou que sua ordem seja finita. A definição a seguir é mais restritiva, porém mais adequada,
uma vez que as representações de interesse aplicam-se a esses grupos em particular e serão
realizadas por intermédio de matrizes.

Definição 5.3 (Representação de grupo (dimensão finita)). Dado o grupo G = {G; ∗} e um sub-
grupo D (G) ⊆ GL (n,K), uma representação do grupo G é um homomorfismo de G para GL (n,K),
i. e.,

ρ : G 7−→ GL (n,K) ,

tal que:

1. Para cada elemento g ∈ G existe uma única matriz D (g) ∈ D (G), a qual é a imagem de g sob
o homomorfismo.

2. Para todos g1, g2 ∈ G, com suas respectivas imagens D (g1) , D (g2) ∈ D (G),

D (g1 ∗ g2) = D (g1)D (g2) . (5.1)

O grupo D (G) ⊆ GL (n,K) é a imagem do homomorfismo, i. e., o conjunto de todas as matrizes
D (g) , ∀g ∈ G.

O espaço vetorial sobre o corpo K no qual as matrizes D ∈ GL (n,K) estão contidas é o espaço
de representação e n, a ordem de D, é denominado a dimensão da representação. Se Dij (g) é
o elemento da matriz D (g) na i-ésima linha e na j-ésima coluna, então a multiplicação matricial
em (5.1) implica em

Dij (g1 ∗ g2) =

n∑
k=1

Dik (g1)Dkj (g2) , (i, j = 1, . . . , n) . (5.2)

Todas as propriedades de um homomorfismo que foram discutidas na seção 3.6 continuam
sendo válidas para uma representação; em particular, as coincidências entre os elementos iden-
tidade e inverso entre os dois grupos, consequências diretas da definição de homomorfismo.

É necessário enfatizar também que a dimensão da representação (a ordem n das matrizes)
não corresponde necessariamente à ordem de G ou à sua dimensão, caso este seja um grupo
contínuo. Portanto, em princípio é possível estabelecer homomorfismos entre G e GL (n,K) para
todos n > 1. Assim, em geral existe mais de uma representação, em diferentes ordens, para
o mesmo grupo. Distintas representações do mesmo grupo G serão distinguidas pelo índice
superescrito (µ), onde µ = 1, 2, . . . ,m, sendo m o número de diferentes representações de G.
Sendo também nµ ou [µ] a dimensão da µ-ésima representação, então esta será identificada por

D(µ) (G) ⊆ GL (nµ,K) , (µ = 1, 2, . . . ,m) ,

enquanto que a imagem de g ∈ G nesta particular representação será identificada por

D(µ) (g) ∈ D(µ) (G) .

Nas seções a seguir serão apresentadas algumas técnicas usuais para se determinar o homo-
morfismo ρ : G 7→ GL (n,K), ou em outras palavras, para se obter as matrizes D (G) ⊂ GL (n,K).

5.1.1 VETORES E FUNÇÕES DE BASE E REPRESENTAÇÕES REGU-
LARES

Como o grupo GL (n,K) é composto pelas matrizes não singulares de ordem n pertencentes a
um espaço vetorial V sobre o corpo K, uma maneira prática de se estabelecer a representação
consiste no emprego de vetores de base2 pertencentes a V e adequadamente escolhidos. Um
vetor de base pode ser escrito como uma matriz coluna u =

(
u1 u2 . . . un

)T ∈ V , sendo seus
componentes {ui} (i = 1, . . . , n) denominados as funções de base, as quais possuem as mais
variadas origens (números, coordenadas, rótulos, etc).

2Ressalta-se que um vetor de base não é, necessariamente, um elemento da base do espaço vetorial.
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Uma vez determinados os vetores de base, a representação regular do grupo G = {G; ∗} =
{g1, g2, . . . , gn; ∗} (de ordem n) é construída a partir do homomorfismo

ρ : gG 7−→ D (G) ⊆ GL (n,K) ,

i. e., por todas ações de grupo de G sobre si mesmo.3

Para todos g ∈ G, a matriz D (g) irá executar a mesma ação sobre as funções de base do vetor
u que é realizada pela ação gG, respeitando a condição imposta a um homomorfismo, isto é, a
relação (5.1).

Este mapeamento é implementado fazendo uso dos vetores de base da seguinte maneira.
Escreve-se inicialmente todos os elementos de G na forma de uma matriz linha [G], onde

[G] =
(
g1 g2 · · · gn

)
.

A cada ação de grupo4 de G sobre os elementos de u atribui-se um vetor linha através dos ma-
peamentos: se G 7→ [G], então, para todo gi ∈ G, giG 7→ [giG] =

(
gi ∗ g1 gi ∗ g2 . . . gi ∗ gn

)
. Escrevendo

u = [̃G], segue que a ação de gi sobre G pode ser escrita como uma matriz coluna ui, a qual é o
resultado da ação de uma matriz M (gi) ∈ GL (n,K) sobre u, de acordo com

ui = M (gi) u. (5.3a)

Mas, obviamente, ui = [̃giG], de onde se conclui que

[giG] = [G] M̃ (gi).

O resultado acima sugere que a representação de gi em D (G) deve ser

D (gi) = M̃ (gi), (5.3b)

sendo que as matrizes D (gi) satisfazem a condição de homomorfismo (5.1).
De fato, dados g1, g2, g3 ∈ G tais que g3 = g1 ∗ g2 e a relação (5.3a), as multiplicações sucessivas

u1 = M (g1) u −→ M (g2) u1 = M (g2) M (g1) u

devem resultar em u3 = M (g3) u, sendo M (g3) = M (g2) M (g1), pois isto implica em que D (g3) =
D (g1)D (g2), de acordo com (5.1). O exemplo a seguir exemplifica este processo.

Exemplo 5.1 (Representação regular do grupo S3). Uma representação regular de dimensão
6 para o grupo S3 é obtida a partir da metodologia descrita acima.

Dado o grupo S3 = {I, π2, . . . , π6; ◦}, cujos elementos foram definidos no exemplo 3.2, deseja-se
uma representação do mesmo com o grupo D(4) (S3) ⊂ GL (6,R). Definindo então o vetor de base
u =

(
I π2 . . . π6

)T
, em primeiro lugar, obviamente,

I 7→ M (I) = D(4) (I) = I6, pois I6u = u,

sendo I6 a matriz identidade de ordem 6. Para os demais elementos, a ação de grupo πiS3 pode
ser obtida a partir das linhas da tabela de multiplicação derivada no exercício 3.4. Então, de
acordo com (5.3a),

u2 = M (π2) u ;

 π2
I
π4
π3
π6
π5

 =

 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

 I
π2
π3
π4
π5
π6

 =⇒ M (π2) =

 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

 ,

u3 = M (π3) u ;

 π3
π5
I
π6
π2
π4

 =

 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 I
π2
π3
π4
π5
π6

 =⇒ M (π3) =

 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 ,

u4 = M (π4) u ;

 π4
π6
π2
π5
I
π3

 =

 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 I
π2
π3
π4
π5
π6

 =⇒ M (π4) =

 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 ,

3Ver definição de grupo com operadores na seção 3.7.2.
4Definição 3.20.
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u5 = M (π5) u ;

 π5
π3
π6
I
π4
π2

 =

 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0

 I
π2
π3
π4
π5
π6

 =⇒ M (π5) =

 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0

 ,

u6 = M (π6) u ;

 π6
π4
π5
π2
π3
I

 =

 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 I
π2
π3
π4
π5
π6

 =⇒ M (π6) =

 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 .

Portanto, de acordo com (5.3b), D(4) (πi) = M̃ (πi), ou seja,

D(4) (I) = I6 D(4) (π2) =

 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0


D(4) (π3) =

 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 D(4) (π4) =

 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0


D(4) (π5) =

 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 D(4) (π6) =

 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 .

Pode-se verificar que
I6 D(4) (π2) D(4) (π3) D(4) (π4) D(4) (π5) D(4) (π6)

D(4) (π2) I6 D(4) (π4) D(4) (π3) D(4) (π6) D(4) (π5)

D(4) (π3) D(4) (π5) I6 D(4) (π6) D(4) (π2) D(4) (π4)

D(4) (π4) D(4) (π6) D(4) (π2) D(4) (π5) I6 D(4) (π3)

D(4) (π5) D(4) (π3) D(4) (π6) I6 D(4) (π4) D(4) (π2)

D(4) (π6) D(4) (π4) D(4) (π5) D(4) (π2) D(4) (π3) I6

a qual é idêntica à tabela de S3. Portanto, esta representação é isomórfica.

O exemplo acima obteve uma representação do grupo S3 que consiste em um isomorfismo do
mesmo em D(4) (S3) ⊂ GL (6,R). Neste caso, aplica-se a definição a seguir.

Definição 5.4 (Representação fiel). Dada a representação ρ : G 7−→ GL (n,K), quando esta
é isomórfica à sua imagem, diz-se que a representação é fiel. Quando esta condição não é
satisfeita, a representação é dita não fiel ou degenerada.

A representação obtida no exemplo 5.1 para o grupo S3 é fiel. Contudo, uma representação
fiel não necessita possuir a dimensão igual à ordem do grupo. Com base no exemplo 5.1, pode-se
fazer a seguinte definição para uma representação regular.

Definição 5.5 (Representação regular). Dado um grupo finito G = {G; ∗} de ordem n, a sua
representação regular ρ : gG 7→ D (G) ⊆ GL (n,R) é uma representação fiel tal que para todo gk ∈ G
(k = 1, . . . , n), os elementos de sua representação serão dados por

Dij (gk) = δik,j , onde δik,j =

{
1, se gi ∗ gk = gj

0, se gi ∗ gk 6= gj .
(i, j = 1, . . . , n) (5.4)

É fácil verificar que a regra (5.4) realmente fornece uma representação. Supondo que os
elementos gm, gn, g` ∈ G sejam tais que gm ∗ gn = g`, então é necessário que D (gm)D (gn) = D (g`).
Escrevendo o elemento ij de ambos os lados da equação,[D (gm)D (gn)]ij =

n∑
r=1

Dir (gm)Drj (gn)
(5.4)
=

n∑
r=1

δim,rδrn,j

Dij (g`) =δi`,j

=⇒
n∑
r=1

δim,rδrn,j = δi`,j .

O resultado desta soma é um dígito binário, para o qual basta que um dos símbolos δim,r ou δrn,j
seja nulo (para todos os índices r) para que o elemento ij resulte igual a zero. Este é o resultado
usual. Para o elemento ser unitário, é necessário que ambos os símbolos sejam iguais a um
para um dado r. No lado esquerdo da equação isto implica que, simultaneamente, gi ∗ gm = gr
e gr ∗ gn = gj. Por consequência, (gi ∗ gm) ∗ gn = gi ∗ (gm ∗ gn) = gi ∗ g` = gj, o que garante que
o elemento do lado direito também é igual a um. Portanto, a representação regular realmente
constitui uma representação do grupo G.
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5.1.2 REPRESENTAÇÃO NATURAL

Uma outra maneira de se obter uma representação, particularmente útil quando o grupo é de
isometrias, consiste na representação natural. Nesta representação, as matrizes D (G) descrevem
o que ocorre ao objeto quando se aplica ao mesmo uma transformação de simetria, em relação
a um referencial fixo.

O exemplo a seguir obtém uma representação natural D(5) (S3) de dimensão 3, baseado no
isomorfismo de S3 com o grupo C3v de isometrias pontuais de um triângulo equilátero.

Exemplo 5.2. Uma representação de dimensão 3 para o grupo S3 pode ser obtida, baseada no
seu isomorfismo com o grupo de operações de isometria de um triângulo equilátero.

Deseja-se construir o grupo D(5) (S3) ⊂ GL (3,R). Para tanto, inicialmente retorna-se aos
exercícios 3.10 e 3.14, os quais obtiveram o grupo C3v e o seu isomorfismo com S3. Se o vetor
de base for definido agora como a sequência dos vértices do triângulo, u =

(
a b c

)T
, então a ação

de cada elemento de C3v sobre o mesmo irá provocar uma alteração nas posições dos vértices,
em relação ao referencial fixo determinado pelos números externos ao triângulo, como pode ser
visto na figura 3.5a. Estas operações são mapeadas isomorficamente através das multiplicações
das matrizes de D(5) (S3) sobre o vetor de base, empregando-se o isomorfismo entre C3v e S3.
Desta maneira,

I 7−→ E =⇒ =⇒ D(5) (I) = I3

π2 7−→ σv16 =⇒
(
a
c
b

)
=
(

1 0 0
0 0 1
0 1 0

)(
a
b
c

)
=⇒ D(5) (π2) =

(
1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
π3 7−→ σv35 =⇒

(
b
a
c

)
=
(

0 1 0
1 0 0
0 0 1

)(
a
b
c

)
=⇒ D(5) (π3) =

(
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)
π4 7−→ C2

3 =⇒
(
b
c
a

)
=
(

0 1 0
0 0 1
1 0 0

)(
a
b
c

)
=⇒ D(5) (π4) =

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
π5 7−→ C3 =⇒

(
c
a
b

)
=
(

0 0 1
1 0 0
0 1 0

)(
a
b
c

)
=⇒ D(5) (π5) =

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
π6 7−→ σv24 =⇒

(
c
b
a

)
=
(

0 0 1
0 1 0
1 0 0

)(
a
b
c

)
=⇒ D(5) (π6) =

(
0 0 1
0 1 0
1 0 0

)
Verifica-se então que a tabela de multiplicação

I3 D(5) (π2) D(5) (π3) D(5) (π4) D(5) (π5) D(5) (π6)

D(5) (π2) I3 D(5) (π4) D(5) (π3) D(5) (π6) D(5) (π5)

D(5) (π3) D(5) (π5) I3 D(5) (π6) D(5) (π2) D(5) (π4)

D(5) (π4) D(5) (π6) D(5) (π2) D(5) (π5) I3 D(5) (π3)

D(5) (π5) D(5) (π3) D(5) (π6) I3 D(5) (π4) D(5) (π2)

D(5) (π6) D(5) (π4) D(5) (π5) D(5) (π2) D(5) (π3) I3

é exatamente a tabela do grupo S3 obtida no exercício 3.4. Esta representação também é um
isomorfismo e, portanto, a mesma também é uma representação fiel.

5.2 REPRESENTAÇÕES DE GRUPOS DE TRANSFORMA-
ÇÕES LINEARES

As definições e exemplos das seções anteriores enfatizam o conceito de representação de
grupo usualmente empregado na física, consistindo este na descrição das propriedades e evolu-
ção de sistemas compostos por partículas e campos e suas interações em termos de operadores
que atuam sobre os componentes do sistema e que são descritos por grupos de transformação.
Neste contexto, os grupos de representação de interesse, e que são constituídos pelas operações
de transformação aplicadas aos sistemas físicos, são usualmente formados por matrizes.

Nesta formulação, o estado de um sistema físico é usualmente expresso como um vetor que
pertence a um determinado espaço vetorial. Qualquer transformação atuando sobre esse vetor
deve gerar um novo vetor, o qual pertence ao mesmo espaço vetorial e que descreve um outro
estado físico do sistema. Os operadores responsáveis pelas possíveis transformações às quais o
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sistema está sujeito pertencem a determinados grupos de transformação, os quais podem então
ser representados por um grupo de matrizes não singulares contido no GL (n,K).

Nesta seção será discutida a formulação da teoria de representação de grupos usualmente
empregada na base formal da mecânica quântica e da teoria de quântica de campos.

5.2.1 ESPAÇOS VETORIAIS E OPERADORES NA MECÂNICA QUÂN-
TICA

De acordo com a descrição formal da mecânica quântica, proposta inicialmente por Paul
Adrien Maurice Dirac (1902 – 1984), a cada estado físico do sistema associa-se um vetor ket
representado pelo símbolo |u〉, o qual pertence a um espaço de Hilbert H sobre o corpo C.5

Associado ao espaço H , existe também o seu espaço dual H ∗, composto por todos os funcionais
lineares χ : H 7−→ C. Assim, se χ (|u〉) é uma forma linear aplicada ao vetor |u〉 ∈ H , este
funcional em particular será um vetor pertencente ao espaço dual H ∗. Estes são denominados
vetores bra, sendo representados pelo símbolo “〈 · |”. Desta maneira, o funcional linear χ (|u〉)
define o vetor bra 〈χ| ∈H ∗.

Como o mapeamento de um funcional linear é sobrejetivo, o resultado da operação χ (|u〉)
irá sempre resultar em um número (usualmente) complexo, o qual é representado pelo sím-
bolo 〈χ|u〉 .= χ (|u〉) e é denominado um braket. Adicionalmente, para um espaço de Hilbert a
correspondência entre o vetor ket |u〉 e o vetor bra 〈χ| é única, pois existe um único número
χ (|u〉) = 〈χ|u〉 ∈ C resultante da aplicação da forma linear; ou seja, a função χ (|u〉) é de fato bije-
tora. Como consequência, a quantidade 〈χ|u〉 satisfaz as condições impostas ao produto interno
entre dois vetores de um espaço vetorial. Além disso, sempre existe um único vetor ket |χ〉 ∈H
para o qual o resultado da aplicação 〈χ|χ〉 = χ (|χ〉) irá resultar em um número que satisfaz as
condições impostas à sua norma. Por isso, as operações 〈χ|χ〉 e 〈χ|u〉 definem, no espaço de
Hilbert, respectivamente a norma do vetor |χ〉 e o seu produto interno com o vetor |u〉.

O mapeamento isomórfico |χ〉 ↔ 〈χ| é assegurado pelo teorema de representação de Fréchet-
Riesz (teorema 4.37). Uma das importantes consequências deste teorema é que a dimensão do
espaço dual H ∗ é igual à dimensão de H . Vetores bra e ket associados por esta correspondência
unívoca são ditos conjugados entre si e são rotulados pelo mesmo símbolo. Assim, dado o vetor
ket |u〉 ∈H , o seu vetor bra conjugado é representado por 〈u| ∈H ∗.

Assume-se agora que para um dado ket |u〉 do espaço vetorial existe um outro ket |v〉 re-
sultante da ação de um certo operador linear O sobre o primeiro. Esta ação é representada
por

|v〉 = O |u〉 .
Na mecânica quântica, o operador O é um agente abstrato, mas que está associado a uma de-
terminada variável dinâmica mensurável, representada por O. Estas quantidades mensuráveis
são denominadas observáveis. Para que o operador O possa ser associado a um observável, é
usualmente assumido que este seja um operador Hermitiano.6

De acordo com o formalismo da mecânica quântica, cada processo de medida do observável O
em um sistema que está inicialmente no estado |u〉 (suposto normalizado) irá resultar, em geral,
em diferentes valores para o observável. Imaginando um ensemble de sistemas físicos, isto é um
conjunto hipotético de sistemas físicos idênticos entre si, todos inicialmente no mesmo estado
físico |u〉, o conjunto de medidas do observável O irá resultar em uma distribuição de valores,
cujo valor médio (denominado valor esperado) é dado por

〈O〉 = 〈u|O|u〉 .

Dada agora uma base ortonormal {|n〉} do espaço de Hilbert, um sistema físico no estado |u〉
pode ser descrito7 pela decomposição vetorial |u〉 =

∑
n 〈n|u〉 |n〉, onde a quantidade un

.
= 〈n|u〉 é a

componente do vetor |u〉 sobre o vetor de base |n〉. Esta quantidade pode ser considerada como
a n-ésima linha de um vetor coluna. Ou seja, o estado do sistema sempre pode ser descrito em
termos da base ortonormal {|n〉}. Por sua vez, o operador O também pode ser escrito em termos
desta base como

O =
∑
m,n

〈m|O|n〉 |m〉 〈n| .

5Ver seção 4.13.3.
6Definição 4.23.
7Empregando-se operadores de projeção, os quais não serão discutidos aqui.
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Nesta expressão, a quantidade 〈m|O|n〉 .= Omn é o elemento mn da matriz quadrada O que repre-
senta o operador O na representação do grupo ao qual o mesmo faz parte.8

Portanto, a ação do operador O sobre o sistema no estado |u〉 leva este ao estado |v〉 dado por

|v〉 = O |u〉 =
∑
m,n

〈m|O|n〉 〈n|u〉 |m〉 .

Contudo, como |v〉 sempre pode ser escrito em termos da base {|n〉} como |v〉 =
∑
n 〈n|v〉 |n〉,

resulta que a n-ésima linha do vetor coluna que representa o ket |v〉 é determinada a partir da
matriz O como

〈n|v〉 =
∑
m

〈n|O|m〉 〈m|u〉 .

Por outro lado, se |u〉 pertence à base do espaço de Hilbert (|u〉 = |`〉 ∈ {|n〉}), observa-se que a
ação do operador O sobre o mesmo é igual a

O |`〉 =
∑
m,n

〈m|O|n〉 〈n|`〉 |m〉 =
∑
m

〈m|O|`〉 |m〉 ,

ou seja, O |`〉 sempre pode ser escrito em termos da base {|n〉} através da matriz O e, portanto,
pertence ao mesmo espaço de Hilbert.

Finalmente, o valor médio obtido ao ser realizada uma medida da variável dinâmica O quando
o sistema está no estado |u〉 resulta ser igual a

〈O〉 = 〈u|O|u〉 =
∑
m

∑
n

〈m|O|n〉 〈m|u〉∗ 〈n|u〉 .

Ou seja, a matriz O, a qual é a representação do operador O, está diretamente associada ao
processo de medida da quantidade física O. Este resultado mostra a importância da teoria de
representação de grupos para a mecânica quântica.

5.2.2 ESPAÇOS VETORIAIS E SUAS REPRESENTAÇÕES

Os argumentos da seção anterior podem ser apresentados novamente de uma maneira li-
geiramente mais abstrata, para ilustrar suas aplicações a outros formalismos empregados na
física. Dado um grupo de transformações G = {G; ∗}, cuja representação é dada pelo grupo de
matrizes D (G) ⊆ GL (n,K), as transformações que compõe G atuam sobre um sistema físico cujo
estado pode ser descrito por um vetor pertencente a um espaço vetorial complexo V n, de dimen-
são n, no qual estão definidos tanto o produto interno quanto a norma dos vetores. Para certos
sistemas físicos, é necessário que este seja um espaço métrico completo de dimensão arbitrária,
ou seja, um espaço de Hilbert.

O estado do sistema físico é suposto completamente descrito por um vetor u ∈ V n. Dada uma
base ortonormal Ψ

.
= {ψi} em V n, o vetor u pode ser desenvolvido em termos dos vetores de base

como

u =

n∑
i=1

uiψi,

onde {ui} são os componentes de u na base Ψ. Estes componentes são obtidos então a partir do
produto interno:

ui = 〈ψi, u〉 .

Observa-se aqui que a escolha alternativa ui = 〈u, ψi〉 também poderia ser feita, uma vez que
ambas estão relacionadas por 〈u, ψi〉 = 〈ψi, u〉∗. Como 〈u, u〉 > 0, resulta a relação de Parseval∑

i

|〈ψi, u〉|2 = 〈u, u〉 .

A expressão obtida acima para a componente ui permite realizar uma correspondência entre
o vetor abstrato u com a matriz coluna u =

(
u1 u2 · · · un

)T
, a qual pode ser considerada uma

representação matricial para o vetor na base Ψ.

8Ver seção 4.9.4.2.
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Dado agora um operador linear A ∈ G, a ação deste sobre o vetor u consiste em um mapea-
mento linear A : V n 7−→ V n que irá associar u com outro vetor v ∈ V n através da relação

v = Au.

Quando u = ψi ∈ Ψ, ou seja, um vetor da base, resulta v = Aψi. Mas o vetor v, por sua vez,
também pode ser expresso em termos da base Ψ como v =

∑
j 〈ψj , v〉ψj, ou seja,

v = Aψi =
∑
j

〈ψj , Aψi〉ψj

=
∑
j

Dji (A)ψj ,

onde Dji (A)
.
= 〈ψj , Aψi〉. Isto implica em que ao operador linear abstrato A é possível atribuir-se

uma representação matricial na base Ψ através da associação

A←→ D (A) ,

onde D (A) é uma matriz n× n cujos elementos são Dij (A) (i, j = 1, . . . , n).
Para verificar que o conjunto de matrizes D (G)

.
= {D (A)} (∀A ∈ G) realmente forma uma

representação de G, considera-se a aplicação consecutiva dos operatores A,B ∈ G sobre o vetor
de base ψi ∈ Ψ. Por um lado, esta operação resulta em

(A ∗B)ψi = A (Bψi) = A

(∑
k

ψkDki (B)

)
=
∑
k

(Aψk)Dki (B) =
∑
j,k

ψjDjk (A)Dki (B) ,

enquanto que, por outro lado,

(A ∗B)ψi =
∑
j

ψjDji (A ∗B) .

Ou seja,
Dij (A ∗B) =

∑
k

Dik (A)Dkj (B) =⇒ D (A ∗B) = D (A)D (B) ,

satisfazendo as condições (5.1) e (5.2).
Em resumo, mostrou-se que mediante a escolha de uma base ortonormal adequada, tanto

os vetores quanto os operadores de um espaço vetorial podem ser representados por meio de
matrizes. Esta argumentação ilustra a importância tanto da teoria de representação de grupo
para a física quanto a preferência para a mesma de grupos de representações compostos por
matrizes quadradas pertencentes ao grupo geral linear.

5.3 REPRESENTAÇÕES EQUIVALENTES E CARACTERES

Como foi visto nas seções anteriores, a representação de um determinado grupo pode, em
princípio, ser realizada por mais de um grupo de representações de diferentes dimensões, de-
pendendo da escolha feita para o conjunto de vetores de base. Por outro lado, para uma dada
dimensão da representação, a qual foi obtida com uma determinada base do espaço vetorial,
pode sempre ser realizada uma mudança de base,9 com a qual obtém-se uma outra representa-
ção de mesma dimensão. As duas representações assim obtidas são denominadas equivalentes.

Definição 5.6 (Representações equivalentes). Dado o grupo G = {G; ∗}, duas representação
D (G) e D′ (G), ambas de dimensão n, i. e., D (G) , D′ (G) ⊆ GL (n,K), são ditas representações
equivalentes se para todo g ∈ G existe uma matriz não singular S ∈ GL (n,K) tal que

D′ (g) = S−1D (g) S. (5.5)

Esta transformação é denominada transformação de similaridade.
A transformação de similaridade entre duas matrizes já havia sido definida por (4.5). É

possível verificar que a matriz D′ (g) obtida a partir da definição acima realmente constitui uma
representação de g, de acordo com a definição 5.3:

9Ver seção 4.3.1.
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1. Clausura: Dados g1, g2 ∈ G e suas respectivas representações D (g1) , D (g2) ∈ D (G),

D′ (g1)D′ (g2) = S−1D (g1) SS−1D (g2) S

= S−1D (g1)D (g2) S = S−1D (g1 ∗ g2) S = D′ (g1 ∗ g2) .

2. Unicidade da representação do elemento unitário: como D (I) = In,

D′ (I) = S−1D (I) S = S−1InS = In.

3. Unicidade da representação do elemento inverso: se g−1 ∈ G é o elemento inverso de g,
então D

(
g−1

)
= D−1 (g) e

D′
(
g−1

)
= S−1D

(
g−1

)
S = S−1D−1 (g) S =

[
S−1D (g) S

]−1
= [D′ (g)]

−1
.

Portanto, uma dada representação de dimensão n em geral não é única. Deseja-se então
obter representações em particular ou quantidades derivadas das representações que sejam in-
variantes frente a uma transformação de similaridade. Este problema será abordado na próxima
seção. Uma quantidade relacionada à representação e que é invariante será definida agora.

Definição 5.7 (Caractere da representação). Seja V um espaço vetorial de dimensão finita
sobre o corpo K, seja G = {G; ∗} um grupo finito e seja ρ : G 7−→ GL (n,K) uma representação de
G em V . O caractere da representação ρ é o mapeamento

χρ : G 7−→ K

tal que para todo g ∈ G com representação D (g) ∈ GL (n,K),

χρ (g) = Tr [D (g)] =

n∑
i=1

Dii (g) , (5.6)

sendo χρ (g) denominado o caractere do elemento g na representação ρ.

Verifica-se facilmente que o caractere de uma representação é uma quantidade invariante
frente a uma transformação de similaridade. Dados g ∈ G e D (g) , D′ (g) ∈ GL (n,K) duas repre-
sentações equivalentes obtidas pela tranformação (5.5), então

χρ′ (g) =

n∑
i=1

D′ii (g) =

n∑
k=1

n∑
m=1

Dkm (g)

[
n∑
i=1

Smi
(
S−1

)
ik

]

=

n∑
k=1

n∑
m=1

Dkm (g) δmk =

n∑
k=1

Dkk (g) = χρ (g) .

A mesma demonstração pode ser realizada de uma forma mais compacta empregando a seguinte
propriedade do traço de uma matriz,

χρ′ (g) = Tr [D′ (g)] = Tr
[
S−1D (g) S

]
= Tr

[
D (g) S−1S

]
= Tr [D (g)] = χρ (g) .

Observa-se portanto que o caractere da representação depende somente da dimensão da mesma,
e não da base adotada.

5.4 SOMA E PRODUTO DIRETOS DE MATRIZES E RE-
PRESENTAÇÕES

Nas seções anteriores verificou-se que existe, em geral, mais de uma representação para
um determinado grupo. Essas distintas representações podem ser de diferentes dimensões ou,
caso tenham a mesma dimensão, distinguem-se por serem equivalentes ou não equivalentes.
Representações de dimensão n > 1 podem também ser construídas a partir de representações de
dimensões mais baixas através das técnicas de soma direta ou produto direto de representações.
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Essas técnicas irão possibilitar a classificação de uma dada representação como redutível ou
irredutível.

Um dos principais objetivos da teoria de representações de grupos consiste na obtenção das
representações irredutíveis, ou irreps, de um dado grupo. O conhecimento das irreps do grupo
permite construir representações de mais alta dimensão para o mesmo grupo através de somas
ou produtos diretos. Estes conceitos são discutidos nesta seção.

Serão apresentadas agora duas operações entre matrizes que não são normalmente discu-
tidas em textos de álgebra matricial. Tratam-se da soma e do produto diretos de matrizes.
Estas operações são úteis na construção de representações maiores a partir de representações
não equivalentes de dimensões mais baixas ou a partir de duas representações distintas para o
mesmo grupo.

5.4.1 SOMA DIRETA DE MATRIZES

Trata-se de uma operação entre matrizes que permite a construção de matrizes de ordens
altas a partir de matrizes de ordens mais baixas. Dadas a matriz A de tamanho m× n e a matriz
B de tamanho p× q, a soma direta de ambas, executada pela operação binária representada pelo
símbolo “⊕”, resulta em uma matriz C de tamanho (m+ p)× (n+ q). Ou seja, se

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 e B =


b11 b12 · · · b1q
b21 b22 · · · b2q
...

...
. . .

...
bp1 bp2 · · · bpq

 ,

então

C
.
= A⊕ B =



a11 a12 · · · a1n 0 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn 0 0 · · · 0

0 0 · · · 0 b11 b12 · · · b1q
0 0 · · · 0 b21 b22 · · · b2q
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 bp1 bp2 · · · bpq


.

Os elementos da matriz C são dados, portanto, por

cij =


aij , i 6 m, j 6 n

b(i−m)(j−n), m+ 1 6 i 6 m+ p, n+ 1 6 j 6 n+ q

0, m+ 1 6 i 6 m+ p, j 6 n

0, i 6 m, n+ 1 6 j 6 n+ q,

com i = 1, . . . ,m+ p e j = 1, . . . , n+ q.
A construção da matriz C a partir das matrizes A e B também é usualmente representada

como uma matriz bloco-diagonal de duas maneiras equivalentes:

C = A⊕ B =

(
A 0
0 B

)
≡

(
A 0

0 B

)
.

Estas representações mostram explicitamente as matrizes-pais que originaram C.
Por exemplo, se

A =

(
1 3 2
2 3 1

)
e B =

(
1 6
0 1

)
, então

C = A⊕ B =


1 3 2 0 0
2 3 1 0 0
0 0 0 1 6
0 0 0 0 1

 .
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Em geral, se P matrizes Ak (k = 1, . . . , P ) devem ser somadas diretamente para formar a matriz
B, esta operação é representada por

B
.
=

P⊕
i=1

Ai
.
= diag (A1,A2, . . . ,AP ) =


A1 0 · · · 0

... A2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · AP

 , (5.7)

onde os zeros são na verdade blocos de zeros, i. e., matrizes nulas. Se a matriz Ak tem
tamanho mi × ni e seus elementos são representados por (ak)ij, então a matriz B terá o ta-

manho M × N , onde M =
∑P
i=1mi e N =

∑P
i=1 ni, e seus elementos serão as quantidades bij

(1 6 i 6M, 1 6 j 6 N) dadas por

bij =



(a1)ij , i 6 m1, j 6 n1

(a2)i2j2 , m1 + 1 6 i 6 m1 +m2, n1 + 1 6 j 6 n1 + n2

...
...

(a`)i`j` , µ`−1 + 1 6 i 6 µ`, ν`−1 + 1 6 j 6 ν`
...

...
(aP )iP jP , µP−1 + 1 6 i 6M, νP−1 + 1 6 j 6 N

0, no restante,

sendo ir = i− µr−1 e jr = j − νr−1, com

µr =

r∑
k=1

mk νr =

r∑
k=1

nk.

Propriedade 5.1 (Soma direta de matrizes). A soma direta de matrizes também possui as
seguintes propriedades:

• A soma direta é associativa: A⊕ (B⊕ C) = (A⊕ B)⊕ C.

• A soma direta não é comutativa: A⊕ B 6= B⊕ A.

• O determinante da soma direta é igual ao produto dos determinantes das matrizes originais.
Dada a matriz B em (5.7),

det (B) =

P∏
i=1

det (Ai) = det (A1) det (A2) · · · det (AP ) . (5.8a)

• O traço da soma direta é igual à soma dos traços das matrizes originais, i. e.,

Tr (B) =

P∑
i=1

Tr (Ai) = Tr (A1) + Tr (A2) + · · ·+ Tr (AP ) . (5.8b)

• A inversa da soma direta é igual à soma direta das inversas das matrizes originais, i. e.,

B−1 =

P⊕
i=1

A−1
i = A−1

1 ⊕ A−1
2 ⊕ · · · ⊕ A−1

P . (5.8c)

• Se A1 e A2 são ambas matrizes quadradas de ordem n e B1 e B2 são ambas matrizes quadra-
das de ordem m, então

(A1 ⊕ B1) (A2 ⊕ B2) = (A1A2)⊕ (B1B2) . (5.8d)
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5.4.2 SOMA DIRETA DE REPRESENTAÇÕES

A questão que se coloca agora é a seguinte: a soma direta de matrizes pode ser empregada
para gerar novas representações? Dado o grupo G = {G; ∗} e duas representações conhecidas,
D(1) (G) ⊆ GL (n1,K) e D(2) (G) ⊆ GL (n2,K), a soma direta

D(3) (G)
.
= D(1) (G)⊕D(2) (G) ,

com D(3) (G) ⊆ GL (n1 + n2,K), será também uma representação de G?
Dados g1, g2, g3 ∈ G, de acordo com a definição 5.3 e as expressões (5.1) e (5.2), se D(3) (g1),

D(3) (g2) e D(3) (g3) são representações, então

D(3) (g3) = D(3) (g1 ∗ g2) = D(3) (g1)D(3) (g2) ,

ou seja,

D
(3)
ij (g3) =

n1+n2∑
k=1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2) , (i, j = 1, . . . , n1 + n2) .

Mas,

D
(3)
ij (gi) =


D

(1)
ij (gi) , i 6 n1, j 6 n1

D
(2)
(i−n1)(j−n1) (gi) , n1 + 1 6 i 6 n1 + n2, n1 + 1 6 j 6 n1 + n2

0, no restante.

Portanto, é possível realizar a seguinte partição:

(16i6n116j6n1
) D

(3)
ij (g3) =

n1∑
k=1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2) +

n1+n2∑
k=n1+1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2)

( 16i6n1
n1+16j6n1+n2

) D
(3)
ij (g3) =

n1∑
k=1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2) +

n1+n2∑
k=n1+1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2)

(n1+16i6n1+n216j6n1
) D

(3)
ij (g3) =

n1∑
k=1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2) +

n1+n2∑
k=n1+1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2)

(n1+16i6n1+n2n1+16j6n1+n2
) D

(3)
ij (g3) =

n1∑
k=1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2) +

n1+n2∑
k=n1+1

D
(3)
ik (g1)D

(3)
kj (g2) ,

ou seja,

(16i6n116j6n1
)D

(3)
ij (g3) =

n1∑
k=1

D
(1)
ik (g1)D

(1)
kj (g2) = D

(1)
ij (g3)

( 16i6n1
n1+16j6n1+n2

)D
(3)
ij (g3) = 0

(n1+16i6n1+n216j6n1
)D

(3)
ij (g3) = 0

(n1+16i6n1+n2n1+16j6n1+n2
)D

(3)
ij (g3) =

n1+n2∑
k=n1+1

D
(2)
(i−n1)(k−n1) (g1)D

(2)
(k−n1)(j−n1) (g2) = D

(2)
(i−n1)(j−n1) (g3) ,

o que satisfaz a condição de clausura da representação.
Desta forma, mostrou-se que para todo g ∈ G,

D(3) (g) =

 D(1) (g) 0

0 D(2) (g)

 .

Em particular,

D(3) (I) =

 D(1) (I) 0

0 D(2) (I)

 =

 In1 0

0 In2

 = In1+n2 .
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Observa-se também que, como a soma direta não é comutativa, uma outra representação
D(4) (G), distinta de D(3) (G), pode ser obtida através de D(2) (G)⊕D(1) (G).

De uma forma geral, a partir de N representações distintas do grupo G, identificadas por
D(1) (G) , . . . , D(N) (G) e de dimensões n1, . . . , nN , respectivamente, é sempre possível para todo
g ∈ G construir uma representação D (g) de dimensão n1 + · · ·+ nN pela soma direta

D (g) =

N⊕
µ=1

D(µ) (g) = D(1) (g)⊕D(2) (g)⊕ · · · ⊕D(N) (g) , (5.9a)

cuja matriz bloco-diagonal é

D (g) =


D(1) (g) 0 · · · 0

0 D(2) (g) · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · D(N) (g)

 .

Além disso, se χ (g) = Tr [D (g)] é o caractere de g ∈ G e χµ (g) = Tr
[
D(µ)

]
é o caractere de g na

µ-ésima representação (µ = 1, . . . , N), então a propriedade (5.8b) implica que

χ (g) =

N∑
µ=1

χµ (g) = χ1 (g) + · · ·+ χN (g) . (5.9b)

O artifício da soma direta de matrizes será explorado na seção 5.5 para a construção dos
conceitos de representações redutíveis ou irredutíveis.

5.4.3 PRODUTO DIRETO DE MATRIZES

Dadas novamente a matriz A de tamanho m × n e a matriz B de tamanho p × q, o produto
direto ou o produto de Kronecker de ambas, executado pela operação binária representada pelo
símbolo “⊗”, resulta em uma matriz C de tamanho mp× nq tal que

C = A⊗ B =


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
...

. . .
...

am1B am2B · · · amnB

 ,

sendo que cada “elemento” aijB consiste na verdade na matriz de tamanho p× q dada por

aijB =


aijb11 aijb12 · · · aijb1q
aijb21 aijb22 · · · aijb2q

...
...

. . .
...

aijbp1 aijbp2 · · · aijbpq

 .

Para se obter um elemento de C em termos dos elementos de A e B, pode-se usar a notação
cik,j`, onde uma linha de C é denotada pelo símbolo dual “ik” e uma coluna por “j`”, de tal forma
que

cik,j` = aijbk`, (1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, 1 6 k 6 p, 1 6 ` 6 q) .

Como um exemplo, o produto direto das matrizes

A =

(
a b c
d e f

)
e B =

h rs t
u v


é a matriz 6× 6

C = A⊗ B =

(
aB bB cB
dB eB fB

)
=


ah ar bh br ch cr
as at bs bt cs ct
au av bu bv cu cv
dh dr eh er fh fr
ds dt es et fs ft
du dv eu ev fu fv

 .

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 06/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 5. Teoria de Representações de Grupos 181

Se {Ai} (i = 1, . . . , p) é um conjunto de matrizes, então o produto direto das mesmas pode ser
escrito como

B = A1 ⊗ A2 ⊗ · · · ⊗ Ap ≡
p⊗
i=1

Ai. (5.10)

Propriedade 5.2 (Produto direto de matrizes). O produto direto de matrizes possui as seguintes
propriedades:

• O produto direto é associativo: A⊗ (B⊗ C) = (A⊗ B)⊗ C.

• O produto direto não é comutativo: A⊗ B 6= B⊗ A.

• O produto direto é distributivo com respeito à soma matricial:

A⊗ (B + C) = A⊗ B + A⊗ C.

• Distributividade com respeito à soma direta:

(A⊕ B)⊗ C = A⊗ C⊕ B⊗ C.

• Dadas as matrizes A1, A2, B1 e B2, se os produtos matriciais A1A2 e B1B2 existem, então

(A1 ⊗ B1) (A2 ⊗ B2) = (A1A2)⊗ (B1B2) . (5.11a)

• Devido à propriedade acima,

(AB)
[p]

= (A)
[p]

(B)
[p]
,

onde

A[p] =

p⊗
i=1

A = A⊗ A⊗ · · · ⊗ A︸ ︷︷ ︸
p vezes

.

• A inversa do produto direto é o produto direto das inversas, caso estas existam:

B−1 =

[
p⊗
i=1

Ai

]−1

=

p⊗
i=1

A−1
i .

• O Hermitiano conjugado do produto direto é o produto direto dos Hermitianos conjugados:

B† =

[
p⊗
i=1

Ai

]†
=

p⊗
i=1

A†i .

• Seja A uma matriz m×m e B uma matriz p×p. O determinante do produto direto das mesmas
é dado por:

det (A⊗ B) = [det (A)]
p

[det (B)]
m
.

• Se a matriz B é dada por (5.10), então

Tr (B) =

p∏
i=1

Tr (Ai) = Tr (A1) Tr (A2) · · ·Tr (Ap) . (5.11b)

• Se A e B são matrizes quadradas com autovalores e autovetores {λi}, {xi} e {µj}, {yj}, res-
pectivamente, os autovalores de A ⊗ B são {λiµj} e seus autovetores são {xi ⊗ yj}, i. e., se
Axi = λixi e Byj = µjyj , então

(A⊗ B) (xi ⊗ yj) = λiµj (xi ⊗ yj) .
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5.4.4 PRODUTO DIRETO DE REPRESENTAÇÕES

Dado agora o grupo G = {G; ∗} e duas representações conhecidas, D(µ) (G) e D(ν) (G), considera-
se, para cada elemento g ∈ G, o seguinte produto direto:

D(µ×ν) (g)
.
= D(µ) (g)⊗D(ν) (g) .

A questão que se coloca é se a matriz D(µ×ν) (g) consiste em uma representação do elemento g.
Se isto for verdade, então, para todos os produtos g1 ∗ g2 = g3, resulta

D (g1)D (g2) =
[
D(µ) (g1)⊗D(ν) (g1)

] [
D(µ) (g2)⊗D(ν) (g2)

]
.

Pelas propriedades do produto direto, resulta que

D (g1)D (g2) =
[
D(µ) (g1)D(µ) (g2)

]
⊗
[
D(ν) (g1)D(ν) (g2)

]
= D(µ) (g3)⊗D(ν) (g3)

= D(µ×ν) (g3) .

Ou seja, o produto direto de duas representações também é uma representação.
Genericamente, a operação

D(µ×ν) (G) = D(µ) (G)⊗D(ν) (G) (5.12)

é denominada o produto direto das representações D(µ) (G) e D(ν) (G) e a representação D(µ×ν) (G)
resultante é denominado o grupo do produto direto.

A propriedade (5.11b) possui também uma consequência importante no que concerne aos ca-
racteres de uma representação. Dadas as representações D(µ) (g) e D(ν) (g) de qualquer elemento
g ∈ G e o seu produto direto D(µ×ν) (g), os caracteres destas representações estão relacionados,
a partir de (5.6), por

χ(µ×ν) (g) = χ(µ) (g)χ(ν) (g) . (5.13)

Estas propriedades serão exploradas nas próximas seções.

5.5 REPRESENTAÇÕES REDUTÍVEIS OU IRREDUTÍVEIS

Chega-se então a um ponto crucial na teoria de representações de grupos: a obtenção de
uma representação irredutível de uma determinada dimensão. Os conceitos de representações
redutíveis ou irredutíveis são centrais na teoria de representação de grupos. Na seção anterior
mostrou-se que uma representação de dimensão maior pode ser construída a partir da soma
direta de representações de dimensões mais baixas. Considera-se agora a questão oposta: dada
uma representação D (G) de uma dada dimensão, é possível descrevê-la em termos de represen-
tações mais “simples”, i. e., de mais baixas dimensões?

Um procedimento sistemático que pode ser adotado para responder a esta questão consiste
em realizar uma ou mais transformações de similaridade (5.5) sobre D (G) até que as matrizes
da representação fiquem próximas (mas não necessariamente idênticas) à forma bloco-diagonal.
Caso isto seja possível, esta representação é dita redutível.

Definição 5.8 (Representação redutível). Dado o grupo G = {G; ∗} e uma representação de
dimensão n D (G) ⊆ GL (n,K). Esta representação é denominada representação redutível se para
todo g ∈ G com representação D (g) ∈ D (G) existir uma transformação de similaridade (5.5) tal
que D (g) resulte na forma bloco-escalonada

D (g) =

D(1)(g) A(g)

0 D(2)(g)

 , (5.14)

onde D(1) (g) ∈ D(1) (G) e D(2) (g) ∈ D(2) (G) (com D(1) (G) , D(2) (G) ⊂ D (G)) são também represen-
tações de G, respectivamente de dimensões n1 e n2 tais que n1 + n2 = n. Por sua vez, A (g) é uma
matriz retangular de tamanho n1 × n2.
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Verifica-se facilmente que a matriz D (g) expressa em (5.14) é uma representação do elemento
g. Dados g1, g2 ∈ G com respectivas representações D (g1) e D (g2) dadas na forma (5.14), então

D (g1 ∗ g2) = D (g1)D (g2) =

D(1)(g1) A(g1)

0 D(2)(g1)

D(1)(g2) A(g2)

0 D(2)(g2)


=

D(1)(g1)D(1)(g2) D(1)(g1) A(g2) + A(g1)D(2)(g2)

0 D(2)(g1)D(2)(g2)

 .

O resultado acima está claramente na forma (5.14), uma vez que D(1) (g1)D(1) (g2) é uma re-
presentação de dimensão n1 de g1 ∗ g2, enquanto que D(2) (g1)D(2) (g2) é uma representação de
dimensão n2 do mesmo elemento e D(1) (g1) A (g2) + A (g1)D(2) (g2) é uma matriz retangular de
tamanho n1 × n2. Portanto, a condição de homomorfismo (5.1) está satisfeita.

A condição para que uma representação seja redutível está ligada à teoria de espaços ve-
toriais. Retornando ao espaço vetorial V n, de dimensão n, considerado na seção 5.2.2,10 a
redutibilidade de uma representação depende da existência de um subespaço próprio invariante
V n1 ⊂ V n, de dimensão n1 < n.11 Se u = (u1 . . . un1 un1+1 . . . un )T é um vetor de V n, então a ação
da representação D (g) na forma reduzida (5.14) sobre o mesmo irá resultar no vetor u′ dado
por u′ = D (g) u. Se o espaço vetorial possui um subespaço invariante de dimensão n1, então
um vetor contido neste subespaço pode ser escrito, mediante uma escolha conveniente de base,
como u = (u1 . . . un1 0 . . . 0)T = ( un1 0 )T e o vetor u′ resulta

D(1)(g) A(g)

0 D(2)(g)

un1

0

 =

u′n1

0

 =

D(1)(g)un1

0

 .

o mesmo ocorrendo para todos os outros elementos de G. Ou seja, os vetores u′ resultantes
da ação de D (G) sobre os vetores contidos no subespaço n1 também estão contidos no mesmo
subespaço, caracterizando o mesmo como invariante.

Por outro lado, para os vetores contidos no subespaço complementar de dimensão n2 = n−n1,
os quais podem ser escritos como u = (0 . . . 0 un1+1 . . . un )T = ( 0 un2 )T, a aplicação do mesmo
operador resulta em

u′′ =

D(1)(g) A(g)

0 D(2)(g)

 0

un2

 =

 A(g)un2

D(2)(g)un2

 .

Ou seja, o subespaço complementar não é invariante.
Agora surge a questão da redutibilidade das representações D(1) (g) e D(2) (g) em (5.14). Se

existir uma matriz S1 ∈ GL (n1,K) tal que a transformação de similaridade (5.5) sobre D(1) (g) a
coloque também na forma (5.14), então

D(1) (g) =

D(3)(g) A′(g)

0 D(4)(g)

 ,

o mesmo ocorrendo com D(2) (g). Novamente, a condição imposta para a redutibilidade destas
representações consiste na existência de subespaços invariantes.

Procedendo desta forma, chega-se a um ponto onde não mais existem subespaços invariantes
para a subsequente redução da representação e a matriz D (g) original fica então expressa na

10Ver também capítulo 4.
11Subespaços invariantes foram considerados na seção 4.6.
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forma

D(g) =



D(1)(g) A(1)(g)

0

D(2)(g) A(2)(g)

0

D(3)(g) A(3)(g)

0

. . . . . . . . . . . .

0
D(k−1)(g) A(k−1)(g)

0 D(k)(g)


.

Por outro lado, se for possível encontrar uma base ortonormal para V n na qual todas as
matrizes da representação D (G) podem ser reduzidas na forma (5.14), porém com A (g) = 0,
então esta representação é dita completamente redutível.

Definição 5.9 (Representação completamente redutível). Dado o grupo G = {G; ∗} e uma
representação D (G) ⊆ GL (n,K). Esta representação é denominada representação completamente
redutível se para todo g ∈ G com representação D (g) ∈ D (G) existir uma transformação de
similaridade (5.5) tal que D (g) resulte na forma bloco-diagonal D (g) = D(1) (g)⊕D(2) (g), ou seja,

D (g) =

 D(1) (g) 0

0 D(2) (g)

 , (5.15)

onde D(1) (g) ∈ D(1) (G) ⊂ D (G) e D(2) (g) ∈ D(2) (G) ⊂ D (G) são também representações de G,
respectivamente de dimensões n1 e n2 tais que n1 + n2 = n.

Se esta condição for satisfeita, ambos os subespaços V n1 e V n2 são invariantes e o espaço
vetorial V n pode ser decomposto pela soma direta

V n = V n1 ⊕ V n2 ,

como foi discutido na seção 4.2.2.
Aplicando agora novas transformações de similaridade tanto sobre D(1) (g) quanto sobre

D(2) (g) em (5.15), estas podem, por sua vez, também ser colocadas na forma bloco-diagonal,
dependendo da existência de subespaços invariantes de V n1 e V n2 . Nota-se aqui que sempre
é possível construir uma transformação de similaridade do tipo (5.5) a qual irá transformar
somente o bloco D(1) (g) em (5.15), mantendo D(2) (g) invariante. Uma matriz deste tipo seria

S =

 C1 0

0 In2

 ,

sendo C1 ∈ GL (n1,K), pois

D′ (g) = S−1D (g) S =

 C−1
1 0

0 In2

 D(1) (g) 0

0 D(2) (g)

 C1 0

0 In2


=

 C−1
1 D(1) (g) C1 0

0 D(2) (g)

 .

Repetindo este processo, chega-se a um ponto em que não mais existem subespaços invari-
antes para a representação e a matriz D (g) resulta na forma bloco-diagonal

D (g) =



D̂(1) (g)

D̂(2) (g)
0

0
. . .

D̂(N) (g)


, (5.16a)

onde as matrizes D̂(1) (g) , . . . , D̂(N) (g) não podem mais ser reduzidas à forma bloco-diagonal por
nenhuma transformação de similaridade. Estas representações são denominadas irredutíveis.
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Definição 5.10 (Representação irredutível). Dado o grupo G = {G; ∗} e uma representação
D̂ (G) ⊆ GL (n,K). Esta representação é denominada representação irredutível (Irrep) se, para
todo g ∈ G com representação D̂ (g) ∈ D̂ (G), não existir uma transformação de similaridade (5.5)
tal que D̂ (g) resulte na forma bloco-diagonal (5.15).

A definição acima implica em que não existem subespaços próprios invariantes que decompo-
nham o espaço V n. Quando uma representação D (G) puder ser escrita na forma bloco-diagonal
(5.16a) em termos das matrizes D̂(µ) (g), estas são denominadas as representações irredutíveis
ou irreps de G e a forma da representação D (g) em (5.16a) é dita completamente reduzida.

Dentre as N irreps em (5.16a) pode ocorrer que diversas sejam equivalentes entre si, todas
com a mesma dimensão. Representações irredutíveis equivalentes não são consideradas distin-
tas entre si e se pode usar a mesma designação para estas. Neste caso, dada a irrep D̂(µ) (g)
de dimensão nµ, se houver mµ = 0, 1, . . . irreps equivalentes entre si, a representação D (g) em
(5.16a) pode ser escrita como

D (g) =

N⊕
µ=1

mµD̂
(µ) (g) = m1D̂

(1) (g)⊕m2D̂
(2) (g)⊕ · · · ⊕mN D̂

(N) (g) . (5.16b)

Portanto, se para um dado grupo G for possível escrever a sua representação na forma com-
pletamente reduzida (5.16), as suas irreps conterão toda a informação carregada pelos operado-
res de transformação. A vantagem de empregar as irreps é evidente, uma vez que estas em geral
são matrizes de baixa dimensão, fáceis de serem manuseadas.

A questão que ainda resta é se qualquer representação pode ser escrita em termos de irreps.
O teorema a seguir oferece um primeiro passo em sentido à resposta a esta questão ao mostrar
que uma representação qualquer de um grupo finito é sempre equivalente a uma representação
unitária.

Definição 5.11 (Representação unitária). Dado o grupo G e uma representação Γ (G) ⊆ GL (n,K).
Se para todo g ∈ G a sua representação Γ (g) ∈ Γ (G) for uma matriz unitária, i. e.,

Γ† (g) Γ (g) = Γ (g) Γ† (g) = In,

então Γ (G) é denominada uma representação unitária de G.

Teorema 5.1. Dado o grupo G = {G; ∗} finito e uma representação D (G) ⊆ GL (n,K). Esta repre-
sentação é sempre equivalente a uma representação unitária Γ (G) ⊆ GL (n,K).

Demonstração. Define-se a matriz Hermitiana

H =
∑
g∈G

D (g)D† (g) ,

ou seja, a qual satisfaz H = H†. De acordo com o teorema 4.36, qualquer matriz Hermitiana
sempre pode ser diagonalizada por uma transformação de similaridade (5.5) através do uso de
uma matriz unitária U. Então,

U−1HU = Hd,

onde Hd é uma matriz diagonal cujos elementos são os autovalores (reais) de H. Mas,

Hd = U−1

∑
g∈G

D (g)D† (g)

U

=
∑
g∈G

U−1D (g) UU−1D† (g) U

=
∑
g∈G

D′ (g)D′† (g) ,

onde D′ (g) = U−1D (g) U. Tomando agora o k-ésimo elemento de Hd, observa-se que

dk = (Hd)kk =
∑
g∈G

∑
j

D′kj (g)D′†jk (g) =
∑
g∈G

∑
j

D′kj (g)D′∗kj (g) =
∑
g∈G

∑
j

∣∣D′kj (g)
∣∣2 ,
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ou seja, dk > 0. Para que dk seja nulo, é necessário que D′kj (g) = 0, ∀j, g, o que implica que
det [D (g)] = 0, ∀g, o que implicaria que D (g) /∈ GL (n,K). Portanto, necessariamente, dk > 0 e
det (Hd) > 0.

Pode-se definir agora a matriz Hermitiana diagonal E, cujos elementos são Eij =
√
diδij, tal

que E2 = Hd. Definindo então a matriz de transformação V = UE, para todo D (g) ∈ D (G),
resulta que a partir da representação D (g) é sempre possível obter uma representação unitária
equivalente Γ (g) através da transformação de similaridade

Γ (g) = V−1D (g) V = E−1U−1D (g) UE = E−1D′ (g) E.

Para verificar que as matrizes Γ (g) realmente são unitárias, calcula-se

Γ (g) Γ† (g) = E−1D′ (g) E
[
E−1D′ (g) E

]†
= E−1D′ (g) EE†D′† (g)

(
E−1

)†
= E−1D′ (g) HdD

′† (g) E−1 = E−1D′ (g)

∑
g′∈G

D′ (g′)D′† (g′)

D′† (g) E−1

= E−1
∑
g′∈G

D′ (g)D′ (g′)D′† (g′)D′† (g) E−1 = E−1
∑
g′∈G

D′ (g ∗ g′)D′† (g ∗ g′) E−1

= E−1HdE−1.

Mas, como
(
E−1

)
ij

= d
−1/2
i δij, resulta que[

Γ (g) Γ† (g)
]
ij

=
∑
k,`

(
E−1

)
i`

(Hd)`k
(
E−1

)
kj

=
∑
k,`

d
−1/2
i d`d

−1/2
k δi`δ`kδkj = d

−1/2
i d

1/2
j δij = δij .

Ou seja, Γ (g) Γ† (g) = In para todo g ∈ G e a representação Γ (G) é unitária.

A importância deste teorema é percebida retornando a (5.14). Se a representação D (G) é
redutível, então realizando a transformação de similaridade com a matriz V = UE obtém-se a
representação Γ (G), a qual deve estar na forma (5.14). Contudo, como Γ (g) é unitária para
qualquer g ∈ G, observa-se que, se

Γ (g) =

Γ(1)(g) A(g)

0 Γ(2)(g)

 ,

isto é, se

Γ (g) =



Γ
(1)
11 · · · Γ

(1)
1n1

A11 · · · A1n2
...

. . .
...

...
. . .

...
Γ

(1)
n11 · · · Γ

(1)
n1n1 An11 · · · An1n2

0 · · · 0 Γ
(2)
11 · · · Γ

(2)
1n2

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 Γ
(2)
n21 · · · Γ

(2)
n2n2


, então Γ† (g) =



Γ
(1)∗
11 · · · Γ

(1)∗
n11 0 · · · 0

...
. . .

...
...

. . .
...

Γ
(1)∗
1n1
· · · Γ

(1)∗
n1n1 0 · · · 0

A∗11 · · · A∗n11 Γ
(2)∗
11 · · · Γ

(2)∗
n21

...
. . .

...
...

. . .
...

A∗1n2 · · · A
∗
n1n2 Γ

(2)∗
1n2
· · · Γ(2)∗

n2n2


,

ou seja,

Γ† (g) =

(
Γ(1)†(g) 0

A†(g) Γ(2)†(g)

)
.

Isto significa que se Γ (g) for unitária, então, necessariamente, A (g) = 0, e a representação é
sempre totalmente redutível.

A conclusão, portanto, é que para grupos finitos sempre é possível encontrar uma represen-
tação completamente reduzida em termos das representações irredutíveis unitárias.

5.6 TEOREMAS FUNDAMENTAIS SOBRE REPRESENTA-
ÇÕES DE GRUPOS E CARACTERES

Serão apresentados agora alguns teoremas adicionais sobre representações irredutíveis de
grupos e seus caracteres. Esses teoremas oferecem diversas informações importantes, como o
número total de irreps de um determinado grupo e suas dimensões.
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5.6.1 TEOREMAS SOBRE REPRESENTAÇÕES

Alguns dos principais teoremas sobre representações de grupos são apresentados nesta se-
ção.

Lema 5.1 (Lema de Schur 1). Se D̂ (G) é uma representação irredutível de um grupo G e se
uma matriz P comuta com todas as matrizes D̂ (a) ∈ D̂ (G) (∀a ∈ G), então P deve ser uma matriz
constante, i. e., P = λI, sendo λ um escalar.

Demonstração. Será mostrado inicialmente que qualquer matriz Hermitiana que comuta com
todas as matrizes de uma representação irredutível é uma matriz constante da matriz identidade.
De acordo com o teorema 5.1, a representação D̂ (G) é sempre equivalente a uma representação
unitária Γ̂ (G). Portanto, se n é a dimensão da representação, existe uma matriz S ∈ GL (n,K)
que realiza a transformação de similaridade D̂ (G) −→ Γ̂ (G).

Seja então H uma matriz Hermitiana que comuta com todas as matrizes da irrep unitária
Γ̂ (G), i.e.,

HΓ̂ (a) = Γ̂ (a) H, ∀a ∈ G.

De acordo com o teorema 4.36, existe uma matriz unitária U que transforma a matriz H na
matriz diagonal Hd, i.e.,

U−1HU = Hd =⇒ H = UHdU−1,

sendo que os elementos de Hd são os autovalores de H, doravante chamados de λi (1 6 i 6 n),
sendo n a dimensão da representação.

Supõe-se agora que nem todos os autovalores são idênticos entre si. Assumindo que um
certo autovalor é repetido k vezes (1 6 k 6 n), escolhe-se a matriz U de forma a colocar estes
autovalores nas primeiras k posições de Hd; isto é, λ1 = · · · = λk 6= λ` (k + 1 6 ` 6 n).

Realizando então a transformação de similaridade com a matriz U,

U−1HUU−1Γ̂ (a) U = U−1Γ̂ (a) UU−1HU =⇒ HdΓ̂
′ (a) = Γ̂′ (a) Hd,∀a ∈ G.

Tomando o elemento ij, resulta

λiΓ̂
′
ij (a) = Γ̂′ij (a)λj =⇒ (λi − λj) Γ̂′ij (a) = 0, ∀a ∈ G.

Ou seja,

Γ̂′ij (a) = 0, para


1 6 i 6 k

k + 1 6 j 6 n

todo a ∈ G.

Isto significa que as matrizes Γ̂′ (a) resultam na forma bloco-escalonada ilustrada na figura
abaixo:

Mas, como Γ̂′ (a) é unitária para todo a ∈ G, isto implica que a representação é redutível, de
acordo com a discussão realizada na página 186, e, portanto, D̂ (G) é redutível, por ser equiva-
lente a Γ̂ (G).
Assim, como D̂ (G) é irredutível por hipótese, é necessário que k = n, ou seja, todos os autovalores
de H são idênticos entre si (λi = λ, ∀i) e, portanto, H = λI.

Seja agora P uma matriz que comuta com todas as matrizes de Γ̂ (G), i.e., PΓ̂ (a) = Γ̂ (a) P
(∀a ∈ G). Tomando o Hermitiano conjugado de ambos os lados,

P†Γ̂† (a) = Γ̂† (a) P† =⇒ P†Γ̂−1 (a) = Γ̂−1 (a) P† =⇒ P†Γ̂
(
a−1

)
= Γ̂

(
a−1

)
P†,

para todo a ∈ G. Ou seja, P† também comuta com todas as matrizes de Γ̂ (G). Definindo então as
matrizes Hermitianas

H1 =
1

2

(
P + P†

)
, H2 =

i

2

(
P− P†

)
,
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escreve-se

P = H1 + iH2, P† = H1 − iH2.

Assim,

PΓ̂ (a) = Γ̂ (a) P =⇒ H1Γ̂ (a) + iH2Γ̂ (a) = Γ̂ (a) H1 + iΓ̂ (a) H2

P†Γ̂ (a) = Γ̂ (a) P† =⇒ H1Γ̂ (a)− iH2Γ̂ (a) = Γ̂ (a) H1 − iΓ̂ (a) H2.

Somando ambos os resultados, resulta que H1Γ̂ (a) = Γ̂ (a) H1 e subtraindo resulta H2Γ̂ (a) =
Γ̂ (a) H2.

Ou seja, como P e P† comutam com todas as matrizes de Γ̂ (G), isto implica que as matrizes
Hermitianas H1 e H2 também devem comutar. Contudo, de acordo com a conclusão da primeira
parte da demonstração, H1 = λ1I e H2 = λ2I. Portanto, P = (λ1 + iλ2) I = λI e P deve ser uma
matriz constante.

Finalmente, tomando a matriz R = S−1 para realizar a transformação inversa Γ̂ (G) −→ D̂ (G),
como P = λI, então P′ = R−1PR = P e o lema está demonstrado.

A recíproca do enunciado do Lema de Schur 1 também é verdadeira: se somente uma matriz
constante comuta com todas as matrizes de uma representação, então essa representação deve
ser irredutível.

Lema 5.2 (Lema de Schur 2). Se D̂(µ) (G) e D̂(ν) (G) são duas representações irredutíveis de um
grupo G, de dimensões nµ e nν respectivamente, e se uma matriz M de tamanho (nµ × nν) satisfaz
a relação

D̂(µ) (a) M = MD̂(ν) (a) ,

para todo a ∈ G, então ou:

(a) M = 0, i. e., M é a matriz nula, ou

(b) det (M) 6= 0, em cujo caso D̂(µ) e D̂(ν) são representações equivalentes (com nµ = nν ).

Demonstração. De acordo com o teorema 5.1, existem matrizes S1 ∈ GL (nµ,K) e S2 ∈ GL (nν ,K)

tais que realizam as transformações de similaridade D̂(µ) (G) −→ Γ̂(µ) (G) e D̂(ν) (G) −→ Γ̂(ν) (G).
Então, parte-se de

Γ̂(µ) (a) M = MΓ̂(ν) (a) (∀a ∈ G) . (5.17a)

Tomando agora o Hermitiano conjugado de ambos os lados, obtém-se

M†Γ̂(µ)† (a) = Γ̂(ν)† (a) M† =⇒ M†Γ̂(µ)
(
a−1

)
= Γ̂(ν)

(
a−1

)
M†,

para todo a ∈ G. Multiplicando na direita por M,

M†Γ̂(µ)
(
a−1

)
M = Γ̂(ν)

(
a−1

)
M†M =⇒ M†MΓ̂(ν) (a) = Γ̂(ν)

(
a−1

)
M†M.

Ou seja, a matriz M†M comuta com Γ̂(ν) (a) para todos a ∈ G. Portanto, de acordo com o Lema de
Schur 1, a mesma deve ser uma matriz constante,

M†M = λInν . (5.17b)

Considerando primeiro o caso nµ = nν = n, de acordo com as propriedades de matrizes
apresentadas na seção 4.9,

det
(
M†M

)
= det

(
M†
)

det (M) = |det (M)|2 = λn.

Se λ 6= 0, então det (M) 6= 0 e, portanto, M−1 existe. Neste caso, de (5.17a) conclui-se que

Γ̂(ν) (a) = M−1Γ̂(µ) (a) M (∀a ∈ G) ,

o que mostra que Γ̂(µ) (G) e Γ̂(ν) (G) são representações equivalentes.
Por outro lado, se λ = 0, toma-se o elemento ii de (5.17b),

(
M†M

)
ii

=

n∑
k=1

|Mki|2 = 0 =⇒Mki = 0, para todo 1 6 k 6 n.
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Contudo, como i assume qualquer valor 1 6 i 6 n, isto implica que M = 0; ou seja, M é nula.
Considerando agora o caso nµ 6= nν , assume-se, sem perda de generalidade, que nµ < nν . Será

criada uma nova matriz M′ a qual é a matriz M acrescida com um bloco inferior que consiste na
matriz nula com nν − nµ linhas e nν colunas:

M′ =

[ nν︷︸︸︷
M

0

]}
nµ}
nν − nµ

M ′ij =

{
Mij , 1 6 i 6 nµ
0, nµ+1 + 1 6 i 6 nν .

Com esta definição,

M′† =
[ nµ︷︸︸︷

M†
...

nν−nµ︷︸︸︷
0

]}
nν .

Verifica-se facilmente por multiplicação matricial que M′†M′ = M†M e, portanto, de (5.17b)
conclui-se que

det
(
M′†M′

)
= det

(
M†M

)
= λnν .

Contudo, observa-se que det
(
M′†
)

= det (M′) = 0. Portanto, λ = 0 novamente, o que leva a
M′†M′ = 0. Analisando novamente elemento a elemento de M′†M′, conclui-se finalmente que
M = 0.

Chega-se então ao grande teorema da ortogonalidade para as representações irredutíveis de
um grupo. Este teorema ocupa uma posição central na teoria de representações de grupos.

Teorema 5.2 (Teorema da ortogonalidade). Seja G um grupo de ordem g e sejam Γ(µ) (G) e
Γ(ν) (G) representações irredutiveis unitárias não equivalentes de G, de dimensões nµ e nν , respec-
tivamente. Então, para todo ai ∈ G,∑

ai∈G
Γ

(µ)
jm (ai) Γ

(ν)
nk

(
a−1
i

)
=
∑
ai∈G

Γ
(µ)
jm (ai) Γ

(ν)∗
kn (ai) =

g

nµ
δµνδjkδmn. (5.18)

Demonstração. Será construída a matriz

M =
∑
a∈G

Γ(µ) (a) XΓ(ν)
(
a−1

)
,

sendo Γ(µ) (G) e Γ(ν) (G) duas representações irredutíveis unitárias não equivalentes de G (µ 6= ν)
e X uma matriz (nµ × nµ) arbitrária e independente dos elementos do grupo. Dado agora o
elemento b ∈ G, existe c ∈ G tal que c = b ∗ a. Então, multiplicando ambos os lados à esquerda
por Γ(µ) (b),

Γ(µ) (b) M = Γ(µ) (b)
∑
a∈G

Γ(µ) (a) XΓ(ν)
(
a−1

)
=
∑
a∈G

Γ(µ) (b ∗ a) XΓ(ν)
(
a−1

)
=
∑
c∈G

Γ(µ) (c) XΓ(ν)
(
c−1 ∗ b

)
=
∑
c∈G

Γ(µ) (c) XΓ(ν)
(
c−1
)

Γ(ν) (b)

= MΓ(ν) (b) ,

para todo b ∈ G. Portanto, pelo Lema de Schur 2, M = 0.
Tomando o elemento ij de M,

(M)ij =
∑
a∈G

nµ∑
k=1

nν∑
`=1

Γ
(µ)
ik (a) (X)k` Γ

(ν)
`j

(
a−1

)
= 0,

(
16i6nµ
16j6nν

)
.

A matriz X é arbitrária, mas por conveniência, esta será agora tomada como a matriz cujos
elementos são todos nulos, exceto pelo elemento mn, o qual é igual a um; ou seja, (X)k` = δkmδ`n.
Assim, ∑

a∈G
Γ

(µ)
im (a) Γ

(ν)
nj

(
a−1

)
= 0, (µ 6= ν) .
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Seja agora a matriz N definida como

N =
∑
a∈G

Γ(µ) (a) XΓ(µ)
(
a−1

)
.

Esta matriz se distingue de M pelo fato que ν = µ. Mas, pela mesma cadeia de operações
realizadas acima, conclui-se que

Γ(µ) (a) N = NΓ(µ) (a) , para todo a ∈ G.

Portanto, pelo Lema de Schur 1, a matriz N deve ser uma matriz constante N = λInµ .
Tomando então o elemento ij da matriz, obtém-se

(N)ij =
∑
a∈G

nµ∑
k,`=1

Γ
(µ)
ik (a) (X)k` Γ

(µ)
`j

(
a−1

)
= λδij .

Mas, com a escolha já feita para a matriz X, tal que (X)ij = δimδjn, resulta∑
a∈G

Γ
(µ)
in (a) Γ

(µ)
nj

(
a−1

)
= λδij .

Para se obter o valor da constante λ, calcula-se o traço de N. De acordo com as propriedades
do traço apresentadas na seção 4.9.3,

Tr (N) = nµλ =
∑
a∈G

Tr
[
Γ(µ) (a) XΓ(µ)

(
a−1

)]
=
∑
a∈G

Tr
[
Γ(µ) (a) Γ(µ)

(
a−1

)
X
]

=
∑
a∈G

Tr
(
InµX

)
= gTr (X) .

Ou seja, λ = gTr (X) /nµ.
Mas, com a escolha feita para a matriz X, observa-se que Tr (X) = δmn. Portanto,∑

a∈G
Γ

(µ)
im (a) Γ

(µ)
nj

(
a−1

)
=

g

nµ
δijδmn.

Combinando ambos os resultados, chega-se a (5.18).

O teorema da ortogonalidade possui uma interpretação interessante dentro da teoria de es-
paços vetoriais. Essa interpretação será apresentada na seção 5.6.2.

Uma expressão complementar ao teorema da ortogonalidade é a relação de completeza para
as representações, apresentada a seguir.

Teorema 5.3 (Relação de completeza). Seja G um grupo de ordem g e

Γ
.
=
{

Γ(µ) (G) | µ = 1, . . . , N
}

o conjunto de suas representações irredutíveis unitárias. Então, dados ai, aj ∈ G,

N∑
µ=1

nµ∑
k,`=1

√
nµ
g

Γ
(µ)
k` (ai)

√
nµ
g

Γ
(µ)∗
k` (aj) = δij ,

onde nµ é a dimensão da µ-ésima representação.

5.6.2 INTERPRETAÇÃO DO TEOREMA DA ORTOGONALIDADE

Considera-se um grupo finito G de ordem g. Assume-se agora que o número total de repre-
sentações irredutíveis não equivalentes de G seja igual a N . Dada a representação irredutível
unitária Γ(µ) (G) ⊆ GL (nµ,K) de dimensão nµ, cada matriz Γ(µ) (ai) ∈ Γ(µ) (G) na representação
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contém um total de n2
µ elementos. A quantidade Γ

(µ)
jk (ai) é um destes elementos, com ai ∈ G,

1 6 µ 6 N e 1 6 j, k 6 nµ.
Define-se agora a g-upla

Γ
(µ)
jk

.
=
(

Γ
(µ)
jk (a1) ,Γ

(µ)
jk (a2) , . . . ,Γ

(µ)
jk (ag)

)
.

As diferentes g-uplas que podem ser construídas a partir de todas as irreps unitárias de G são
distinguidas pelos índices µ, j, k. Assim, pode-se formar o conjunto

Γ
.
=
{

Γ
(µ)
jk | 1 6 µ 6 N, 1 6 j, k 6 nµ

}
, (5.19)

composto por todas as g-uplas possíveis. O número total de g-uplas neste conjunto, ou seja, a
sua cardinalidade, é igual a

|Γ| =
N∑
µ=1

n2
µ.

Será demonstrado agora que o conjunto Γ é composto por vetores, denominados vetores de
representação, de um espaço vetorial normado e com produto interno, de dimensão g, o qual
possui propriedades semelhantes ao espaço vetorial Rg, porém com algumas diferenças. Cada
componente de Γ

(µ)
jk (G) é um elemento do corpo K. Os corpos de interesse para a física são, em

sua grande maioria, K = R ou K = C. Será assumido então um destes corpos em particular.
Retornando então à definição de um espaço vetorial, apresentada na seção 4.1, seja o espaço

vetorial complexo K g .
= 〈K,K〉 sobre o corpo K, onde o conjunto K é o conjunto de vetores em

K g, formado pelas g-uplas

K = {κ | κ = (κ1, κ2, . . . , κg) , onde κi ∈ K} .

Este conjunto forma um grupo Abeliano frente a operação de adição vetorial “+”:

• Clausura: se κ, η ∈ K, então κ+ η = (κ1 + η1, κ2 + η2, . . . , κg + ηg) ∈ K.

• Associatividade: se κ, η, ζ ∈ K, então κ+ (η + ζ) = (κ+ η) + ζ.

• Elemento identidade: existe 0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ K tal que para todo κ ∈ K resulta 0+κ = κ+0 =
κ.

• Elemento inverso: para todo κ ∈ K existe o elemento (−κ) = (−κ1,−κ2, . . . ,−κg) tal que
κ+ (−κ) = (−κ) + κ = 0.

• Comutatividade: para todos κ, η ∈ K, resulta κ+ η = η + κ.

Se o corpo K forma o conjunto dos escalares de K g, então o produto por escalar é definido,
para todo κ ∈ K e todo k ∈ K, como

k.κ = (kκ1, kκ2, . . . , kκg) .

O produto interno em K g será definido como a forma sesquilinear 〈 · , · 〉 : K g ×K g 7−→ K tal
que, dados κ, η ∈ K g, o produto interno de κ por η será a quantidade

〈κ, η〉 =

g∑
i=1

κ∗i ηi.

Esta definição satisfaz todos os requisitos de um produto interno; em particular, 〈κ, κ〉 =
∑
i |κi|

2 >
0, sendo que 〈κ, κ〉 = 0 somente se κ = 0.

Retornando agora ao conjunto Γ, é fácil verificar que Γ ⊂ K g. Considera-se então o produto
interno entre os vetores Γ

(ν)
kn ,Γ

(µ)
jm ∈ Γ. Este resulta igual a

〈
Γ

(ν)
kn ,Γ

(µ)
jm

〉
=

g∑
i=1

Γ
(µ)
jm (ai) Γ

(ν)∗
kn (ai) =

g∑
i=1

Γ
(µ)
jm (ai) Γ

(ν)
nk

(
a−1
i

)
.
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O último resultado ocorre porque as matrizes Γ(µ) (a) são unitárias, ou seja, Γ(µ) (a) Γ(µ)† (a) =
Γ(µ)† (a) Γ(µ) (a) = Inµ , de onde resulta que

Γ(µ)† (a) =
[
Γ(µ) (a)

]−1

= Γ(µ)
(
a−1

)
,

sendo que o último resultado é uma das propriedades do grupo de representação. Por isso,
dados a matriz unitária Γ(ν) (ai) e o elemento Γ

(ν)
nk (ai) da mesma em particular, ao se tomar o

conjugado Hermitiano da matriz, resulta que Γ
(ν)†
nk (ai) = Γ

(ν)∗
kn (ai) =

[
Γ(ν) (ai)

]−1

nk
= Γ

(ν)
nk

(
a−1
i

)
.

Porém, do teorema da ortogonalidade (5.18) obtém-se que〈
Γ

(ν)
kn ,Γ

(µ)
jm

〉
= 0, se

µ6=ν
j 6=k
m 6=n

ou
〈

Γ
(µ)
jm,Γ

(µ)
jm

〉
=

g

nµ
=⇒

〈
Γ

(ν)
kn ,Γ

(µ)
jm

〉
=

g

nµ
δµνδjkδmn, (5.20)

sendo que o último resultado serve para definir a norma de Γ
(µ)
jm (G). Portanto, conclui-se que

o conjunto Γ é formado por vetores mutuamente ortogonais frente ao produto interno definido.
Este resultado é muito interessante porque a cardinalidade de qualquer conjunto de vetores
mutuamente ortogonais nunca pode exceder a dimensão do espaço vetorial,12 ou seja,

|Γ| =
N∑
µ=1

n2
µ 6 g. Na verdade, |Γ| = g. (5.21)

Posteriormente será demonstrado que, de fato, |Γ| = g.13 Este resultado é importante porque
fornece uma informação adicional sobre o número e as dimensões das irreps de um grupo finito.

Os exercícios a seguir ilustram a construção das irreps do grupo S3 e aplicações do teorema
da ortogonalidade às mesmas.

Exercício 5.1. Encontre o conjunto de representações irredutíveis do grupo S3.
Resolução: De acordo com a condição (5.21), o número de irreps unitárias deste grupo e suas
dimensões deve satisfazer |Γ| = |S3| = 6. Existem duas possibilidades: ou todas as irreps têm
dimensão 1, existindo então 6 irreps não equivalentes, ou há 2 irreps de dimensão 1 e uma de
dimensão 2, pois 12 + 12 + 22 = 6. Será mostrado na seção 5.6.5 que a segunda opção é a correta.
Irreps de dimensão 1: de acordo com a tabela de multiplicações do S3, obtida no exercício 3.4,
π2

2 = π2
3 = π2

6 = I. Então, a representação Γ (S3) de dimensão 1 deve ser tal que

Γ
(
π2

2

)
= Γ (π2) Γ (π2) = [Γ (π2)]

2
= Γ (I) = 1,

ou seja, Γ (π2) = ±1, com o mesmo ocorrendo para π3 e π6. Por outro lado, π3
4 = π3

5 = I, de onde
se conclui que

[Γ (π4)]
3

= [Γ (π5)]
3

= 1 =⇒ Γ (π4) ,Γ (π5) = 1, t, t2, sendo t = −1

2

(
1− i

√
3
)
.

Mas, como π2 ◦ π3 = π4, segue que Γ (π2) Γ (π3) = Γ (π4). Da mesma forma, como π3 ◦ π2 = π5,
segue que Γ (π3) Γ (π2) = Γ (π5). Portanto, existem somente duas escolhas possíveis de irreps de
dimensão 1 que satisfazem a tabela de S3:

Γ(1) (S3) :Γ(1) (g) = 1, ∀g ∈ S3

Γ(2) (S3) :

{
Γ(2) (I) = Γ(2) (π4) = Γ(2) (π5) = 1

Γ(2) (π2) = Γ(2) (π3) = Γ(2) (π6) = −1.

Ambas são representações degeneradas.
Irrep de dimensão 2: busca-se agora a representação Γ(3) (S3) ⊂ GL (2,R). Já de início,

Γ(3) (I) = I2. Para os demais elementos, usa-se novamente a informação contida na tabela
do grupo para obter as matrizes na forma

Γ(3) (πi) =

(
a b
c d

)
, para i = 2, . . . , 6 e com a, b, c, d ∈ R.

12Ver teoremas e definições na seção 4.3.
13A demonstração será realizada na página 200.
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Novamente, como π2
2 = π2

3 = π2
6 = I, então, para i = 2, 3, 6(

a b
c d

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
=⇒

a2 + bc = 1 ab+ bd = 0

ac+ cd = 0 bc+ d2 = 1.

Dentre as equações acima,

ab+ bd = b (a+ d) = 0 =⇒ d = −a ou b = 0.

Toma-se a opção destacada. Da mesma forma,

ac+ cd = 0 =⇒ d = −a ou c = 0.

Das equações restantes, resulta então que

a2 + bc = 1⇒ a = ±1 bc+ d2 = 1⇒ d = ±1.

Há 4 combinações de sinais, com 3 disponíveis para uma representação fiel. Contudo, somente
para um elemento a escolha é adequada. Realizando as outras escolhas para os demais elemen-
tos, o resultado não seguirá a tabela do grupo. Assim, escolhe-se somente

Γ(3) (π2) =

(
−1 0
0 1

)
,

uma vez que para essa escolha a matriz é ortogonal: Γ(3) (π2) ˜Γ(3) (π2) = I2.
Buscam-se então matrizes também ortogonais para os demais elementos, ou seja, para i =

3, . . . , 6, matrizes Γ(3) (πi) tais que [
Γ(3) (πi)

]−1

= ˜Γ(3) (πi).

Então, se

Γ(3) (πi) =

(
a b
c d

)
=⇒

[
Γ(3) (πi)

]−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
=

(
a c
b d

)
,

resultando em

d

ad− bc
= a

b

ad− bc
= −c

c

ad− bc
= −b a

ad− bc
= d.

Então,
d

ad− bc
= d (ad− bc)⇒ ad− bc = ±1.

Escolhendo ad− bc = 1, a = d e b = −c, escreve-se

Γ(3) (πi) =

(
a b
−b a

)
, com a2 + b2 = 1 .

Como π3
4 = I, resulta(
a b
−b a

)3

=

(
a3 − 3ab2 3a2b− b3
−3a2b+ b3 a3 − 3ab2

)
=

(
1 0
0 1

)
⇒
a3 − 3ab2 = 1

3a2b− b3 = 0
⇒

{
b = 0

3a2 − b2 = 0

}
.

Então,

3a2 = 1− a2 ⇒ 4a2 = 1⇒ a = −1

2
e b2 = 1− a2 ⇒ b =

√
3

2
.

Portanto,

Γ(3) (π4) =
1

2

(
−1
√

3

−
√

3−1

)
.
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Tabela 5.1: Representações irredutíveis ortogonais do grupo S3.

Irreps de S3

Γ(1) Γ(2) Γ(3)

πi

nµ 1 1 2

I 1 1
(

1 0
0 1

)
π2 1 -1

(
−1 0
0 1

)
π3 1 -1

1

2

(
1 −

√
3

−
√

3 −1

)
π4 1 1

1

2

(
−1
√

3

−
√

3−1

)
π5 1 1

1

2

(
−1−

√
3√

3 −1

)
π6 1 -1

1

2

(
1
√

3√
3−1

)

Agora, como π2 ◦ π3 = π4,(
−1 0
0 1

)(
a b
c d

)
=

1

2

(
−1
√

3

−
√

3−1

)
⇒
a = 1/2 b = −

√
3/2

c = −
√

3/2 d = −1/2
⇒ Γ(3) (π3) =

1

2

(
1 −

√
3

−
√

3 −1

)
.

Por outro lado, como π5 = π3 ◦ π2,

Γ(3) (π5) =
1

2

(
1 −

√
3

−
√

3 −1

)(
−1 0
0 1

)
⇒ Γ(3) (π5) =

1

2

(
−1−

√
3√

3 −1

)
.

Finalmente, como π6 = π2 ◦ π5,

Γ(3) (π6) =
1

2

(
−1 0
0 1

)(
−1−

√
3√

3 −1

)
⇒ Γ(3) (π6) =

1

2

(
1
√

3√
3−1

)
.

Verifica-se facilmente que todas as matrizes obtidas são ortogonais e que esta representação é
fiel. A tabela 5.1 destaca as irreps do grupo S3.

Exercício 5.2. Verifique o teorema da ortogonalidade para as representações irredutíveis do
grupo S3.
Resolução. Dadas as irreps na tabela 5.1 e o teorema (5.18), é possível realizar várias combina-
ções distintas. Por exemplo:

(a) µ = ν = 1. Neste caso, j = m = n = k = 1 e Γ
(1)
jm (ai) = Γ

(1)
nk

(
a−1
i

)
= 1, resultando em

12 + 12 + 12 + 12 + 12 + 12 =
6

1
.

(b) µ = ν = 2. Neste caso,

1.1 + 1.1 + (−1) (−1) + (−1) (−1) + 1.1 + 1.1 + (−1) (−1) =
6

1
.

(c) µ = 1, ν = 2. Neste caso,

1.1 + 1.1 + 1. (−1) + 1. (−1) + 1.1 + 1. (−1) = 0.

(d) µ = 1, ν = 3. Tomando j = m = 1 e k = 1, n = 2,

1.0 + 1.0 + 1.

(
−
√

3

2

)
+ 1.

√
3

2
+ 1.

(
−
√

3

2

)
+ 1.

√
3

2
= 0.
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(e) µ = ν = 3. Tomando j = m = k = n = 2:

1.1 + 1.1 +

(
−1

2

)(
−1

2

)
+

(
−1

2

)(
−1

2

)
+

(
−1

2

)(
−1

2

)
+

(
−1

2

)(
−1

2

)
=

6

2
.

(f) µ = ν = 3. Tomando j = 1, m = 2, k = 1, n = 2:

0.0 + 0.0 +

(
−
√

3

2

)(
−
√

3

2

)
+

√
3

2

√
3

2
+

(
−
√

3

2

)(
−
√

3

2

)
+

√
3

2

√
3

2
=

6

2
.

(g) µ = ν = 3. Tomando j = 1, m = 2, k = 2, n = 1:

0.0 + 0.0 +

(
−
√

3

2

)(
−
√

3

2

)
+

√
3

2

(
−
√

3

2

)
+

(
−
√

3

2

) √
3

2
+

√
3

2

√
3

2
= 0.

Observa-se que todos os resultados acima satisfazem o teorema da ortogonalidade. Diversas
outras combinações são possíveis, mas que não serão apresentadas aqui.

Observa-se aqui que qualquer grupo possui sempre a representação irredutível trivial

Γ (a) = 1, para todo a ∈ G.

Esta representação não é fiel, mas permite a obtenção de um conjunto de relações entre os
elementos de quaisquer outra representação a partir do teorema da ortogonalidade. Colocando,
em (5.18), Γ

(ν)∗
kn (ai) = 1 e assumindo que µ 6= ν, resulta∑

ai∈G
Γ

(µ)
jm (ai) = 0, ou

∑
ai∈G
ai 6=I

Γ
(µ)
jm (ai) = −δjm,

uma vez que a representação da identidade é sempre Inµ . Esta expressão fornece um sistema
de g equações que os elementos da µ-ésima representação devem satisfazer. Estas equações
são úteis, por exemplo, para verificar se uma determinada representação é realmente irredu-
tível e unitária. Verifica-se facilmente que os elementos das representações Γ(2) (S3) e Γ(3) (S3),
apresentadas na tabela 5.1, satisfazem estas relações.

5.6.3 TEOREMAS SOBRE CARACTERES

Serão apresentados agora teoremas importantes concernentes aos caracteres de uma repre-
sentação.

Teorema 5.4. Dado o grupo G = {G; ∗} e uma representação ρ : G 7−→ D (G) ⊆ GL (n,K), os
elementos de G pertencentes a uma dada classe de conjugação possuem os mesmos caracteres
em ρ.

Demonstração. Retornando à definição 3.16 de uma classe de conjugação, dado o elemento
a ∈ G, a sua classe de conjugação é dada por

Ca =
{
b−1 ∗ a ∗ b, ∀b ∈ G

}
.

Então, para qualquer c ∈ Ca, existe um elemento d ∈ G tal que c = d−1 ∗ a ∗ d. Neste caso, as
respectivas representações destes elementos devem satisfazer

D (c) = D
(
d−1 ∗ a ∗ d

)
= D

(
d−1

)
D (a)D (d) = [D (d)]

−1
D (a)D (d) .

Em consequência, o caractere do elemento c na representação ρ é dado por (5.6) e deve satisfazer

χρ (c) = Tr [D (c)] = Tr
{

[D (d)]
−1
D (a)D (d)

}
= Tr

{
D (a) [D (d)]

−1
D (d)

}
= Tr {D (a)} = χρ (a) .

Portanto, todos os elementos da classe Ca possuem o mesmo caractere na representação ρ.
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Dado o grupo G, suas diferentes representações são distinguidas pelo índice “µ” em D(µ) (G).
Como o caractere um determinado elemento de G depende da representação empregada em
particular, é conveniente então distinguir os caracteres também com o mesmo índice empregado
para a representação; ou seja, se a representação de g ∈ G é D(µ) (g), então o seu caractere nesta
representação pode ser identificado por χ(µ) (g). Quando o grupo possui mais de um classe de
conjugação, é útil também distinguir as mesmas para uma dada representação. Neste caso, o
símbolo χ(µ)

a indica o caractere dos elementos da classe Ca na representação µ.
Para um determinado grupo finito, muitas vezes é útil construir a sua tabela de caracteres,

a qual indica tanto a partição de seus elementos em classes de conjugação quanto os valores
dos caracteres para cada representação irredutível. Os exemplo a seguir obtém a tabela de
caracteres do grupo S3.

Exemplo 5.3 (Tabela de caracteres do grupo S3). Dado o grupo S3, cuja tabela de multiplica-
ções foi obtida no exercício 3.4, as suas classes de conjugação são: a classe CI = {I}, a classe
Cπ2 , composta por π−1

i ◦ π2 ◦ πi, para i = 1, . . . , 6:
I
π2
π3
π5
π4
π6

 ◦ π2 ◦


I
π2
π3
π4
π5
π6

 =


π2
π2
π6
π6
π3
π3

 =⇒ Cπ2 = {π2, π3, π6} = Cπ3 = Cπ6 ,

e a classe Cπ4 , composta por
I
π2
π3
π5
π4
π6

 ◦ π4 ◦


I
π2
π3
π4
π5
π6

 =


π4
π5
π5
π4
π4
π5

 =⇒ Cπ4 = {π4, π5} = Cπ5 .

Portanto, de acordo com a tabela 5.1 de irreps do S3, obtém-se a tabela 5.2 de caracteres do
grupo.

Tabela 5.2: Tabela de caracteres do grupo S3. Os caracteres de cada representação são identificados por índices
que seguem a classificação dos irreps do S3 apresentados na tabela 5.1.

Caracteres
Classes CI Cπ2 Cπ4

{I} {π2, π3, π6} {π4, π5}
χ(1) +1 +1 +1

χ(2) +1 −1 +1
χ(3) +2 0 −1

Obtém-se agora o teorema de ortogonalidade dos caracteres a partir do teorema (5.18).

Teorema 5.5 (Ortogonalidade dos caracteres). Seja G um grupo de ordem g, com representa-
ções irredutíveis unitárias Γ(µ) (G) e Γ(ν) (G), de dimensões nµ e nν , respectivamente. Se Ca é a
classe de conjugação do elemento a ∈ G, ca é a cardinalidade de Ca, e nC é o número de classes
de conjugação de G, então

nC∑
k=1

√
ck
g
χ

(µ)
k

√
ck
g
χ

(ν)∗
k = δµν , (5.22a)

onde χ
(µ)
k é o caractere de qualquer elemento na classe Ck na representação Γ(µ) (G) e a soma é

realizada sobre todas as classes de conjugação distintas do grupo G.

Demonstração. Partindo do teorema de ortogonalidade (5.18), coloca-se j = m e n = k e soma-se
sobre m e n, resultando

nµ∑
m=1

nν∑
n=1

∑
ai∈G

Γ(µ)
mm (ai) Γ(ν)∗

nn (ai) =
g

nµ
δµν

nµ∑
m=1

nν∑
n=1

δmn.

Mas,
nµ∑
m=1

Γ(µ)
mm (ai) = χ(µ) (ai) ,

nν∑
n=1

Γ(ν)∗
nn (ai) = χ(ν)∗ (ai) e δµν

nµ∑
m=1

nν∑
n=1

δmn = δµνnµ,

resultando ∑
ai∈G

χ(µ) (ai)χ
(ν)∗ (ai) = gδµν . (5.22b)
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A soma sobre os elementos ai pode ser agora particionada em conjuntos contendo os elementos
das classes de conjugação de G, os quais possuem todos os mesmos caracteres. Desta maneira,
o resultado acima pode ser escrito

nC∑
k=1

ckχ
(µ)
k χ

(ν)∗
k = gδµν ,

sendo que a soma agora é sobre as classes de G, χ(µ)
k é o caractere dos elementos na classe

Ck e na representação µ e ck é o número de elementos na classe. Obtém-se assim o resultado
(5.22).

Como sempre existe, para qualquer grupo, uma irrep unitária ou trivial Γ(1) (a) = +1 para todo
a ∈ G, os caracteres desta irrep serão os mesmos em qualquer classe, ou seja, χ(1) (a) = χ

(1)
k = +1

(∀a, k). Colocando então ν = 1 na condição de ortogonalidade (5.22a), os caracteres de qualquer
outra representação µ 6= 1 devem satisfazer

nC∑
k=1

ckχ
(µ)
k = 0, (µ 6= 1) . (5.22c)

O teorema de ortogonalidade dos caracteres possui também uma interpretação geométrica
com base na teoria de espaços vetoriais, de forma semelhante à interpretação realizada para o
teorema da ortogonalidade das representações.

5.6.4 INTERPRETAÇÃO DO TEOREMA DA ORTOGONALIDADE DOS

CARACTERES

Dado o grupo finito G de ordem g, se o mesmo possui nC classes de conjugação, sendo
ck = |Ck| a cardinalidade da k-ésima classe, então pode-se definir a tupla

χ̂(µ) .
=

(√
c1
g
χ

(µ)
1 ,

√
c2
g
χ

(µ)
2 , . . . ,

√
cnC
g
χ(µ)
nC

)
, (5.23a)

a qual é composta pelos caracteres de cada classe na representação µ. Assim, cada tupla χ̂(µ) é
distinguida pelo índice que identifica a representação do grupo, existindo tantas tuplas quantas
representações. Restringindo às representações irredutíveis, assume-se que existem, ao todo, N
irreps de G. Neste caso, o conjunto

χ
.
=
{
χ̂(1), χ̂(2), . . . , χ̂(N)

}
(5.23b)

é composto por N = |χ| tuplas.
Como a quantidade χ

(µ)
k ∈ K (K = C ou K = R), a tupla χ̂(µ) é um vetor, denominado vetor

de caracteres, do espaço vetorial K nC sobre o corpo K, com dimensão nC . Definindo então a
produto interno do vetor ψ pelo vetor ζ (com ψ, ζ ∈ K nC ) por

〈ψ, ζ〉 =

nC∑
i=1

ψiζ
∗
i ,

o teorema (5.22) mostra que〈
χ̂(µ), χ̂(ν)

〉
=

nC∑
i=1

χ̂
(µ)
i χ̂

(ν)∗
i =

nC∑
i=1

√
ci
g
χ

(µ)
i

√
ci
g
χ

(ν)∗
i = δµν . (5.23c)

Portanto, o conjunto χ ⊂ K nC é composto por vetores ortonormais do espaço vetorial.
Como a cardinalidade de um conjunto contendo vetores ortogonais não pode exceder a di-

mensão do espaço vetorial, resulta que

|χ| = N 6 nC . (5.24)

Será mostrado posteriormente que, na verdade, N = nC , ou seja, o número de representações
irredutíveis de G é igual ao número de suas classes de conjugação. Este resultado também é útil
para a determinação do número total de representações irredutíveis de um grupo finito.
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Exemplo 5.4 (Número de Irreps de S3). O número de classes de conjugação do grupo S3 é
nC = 3, como pode ser visto na tabela 5.2. Portanto,

NS3 = nC = 3,

sendo NS3 o número de representações irredutíveis do grupo. Combinando esta informação com
a expressão (5.21), conclui-se que realmente o único conjunto possível de Irreps do S3 é aquele
obtido no exercício 5.1.

Exemplo 5.5 (Tabela de caracteres do grupo C1h). O grupo C1h, dado por (3.7), é composto
somente pela identidade E e pela reflexão σh. Por ser um grupo Abeliano, ambos elementos
formam classes de conjugação por si próprios e, por conseguinte, N = nC = |C1h| = 2. Isto implica
que há somente duas representações irredutíveis, ambas unidimensionais. Como Γ(1) (C1h) =
χ(1) (C1h) = +1, a outra irrep, para satisfazer a tabela de multiplicações do grupo, deve ser
Γ(2) (E) = χ(2) (E) = +1 e Γ(2) (σh) = χ(2) (σh) = −1. Resulta então a tabela 5.3.

Tabela 5.3: Tabela de caracteres do grupo C1h.

Caracteres
Classes CE Cσh

{I} {σh}
χ(1) +1 +1

χ(2) +1 −1

Finalmente, existe também uma relação de completeza para os caracteres.

Teorema 5.6 (Relação de completeza de caracteres). Seja G um grupo de ordem g e χ
(µ)
k o

caractere de qualquer elemento na classe de conjugação Ck e na representação irredutível unitária
Γ(µ) (G). Então,

N∑
µ=1

√
ck
g
χ

(µ)
k

√
c`
g
χ

(µ)∗
` = δk`, (5.25)

sendo ck a cardinalidade da classe Ck.

5.6.5 DECOMPOSIÇÃO DE UMA REPRESENTAÇÃO EM IRREPS

Uma vez estabelecidos os principais teoremas envolvendo representações de grupos e seus
caracteres, pode-se retornar à questão inicial acerca da expressão ou decomposição de uma
representação qualquer em termos de representações irredutíveis de mais baixa dimensionali-
dade.

Sendo G um grupo finito, supõe-se a existência de uma representação D (G) ⊆ GL (n,K), a
qual pode ser uma representação regular ou natural, por exemplo, sendo assumido de D (G)
não é uma irrep. Os teoremas apresentados anteriormente e suas consequências permitem
estabelecer, para qualquer grupo finito, o número (N) e as dimensões ({nµ}) de suas irreps.
Então, sempre é possível expressar a matriz D (ai) (para todo ai ∈ G) como a soma direta das
irreps de G dada na expressão (5.16b), ou seja,

D (ai) =

N⊕
µ=1

mµΓ(µ) (ai) = m1Γ(1) (ai)⊕m2Γ(2) (ai)⊕ · · · ⊕mNΓ(N) (ai) , (5.26)

sendo que as irreps são supostas unitárias. Os únicos parâmetros ainda indeterminados na
expressão acima são os índices {mµ}, os quais indicam quantas vezes uma determinada irrep
irá aparecer na soma direta. Para determinar estes índices, calcula-se o traço das matrizes
envolvidas, o que significa a obtenção dos caracteres das representações. Com o auxílio da
propriedade (5.8b) da soma direta, resulta

χ (ai) =

N∑
ν=1

mνχ
(ν) (ai) , (5.27)

sendo χ (ai) o caractere de ai na representação D (ai).
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Os caracteres
{
χ(ν) (ai)

}
das irreps são denominados caracteres primitivos ou caracteres

simples, ao passo que os caracteres χ (ai) de uma representação redutível são denominados
caracteres compostos, como o resultado recém obtido indica. Multiplicando ambos os lados
por χ(µ)∗ (ai) e somando sobre todos os elemento de G, resulta

g∑
i=1

χ (ai)χ
(µ)∗ (ai) =

N∑
ν=1

mν

g∑
i=1

χ(ν) (ai)χ
(µ)∗ (ai) =⇒

nC∑
k=1

ckχkχ
(µ)∗
k =

N∑
ν=1

mν

nC∑
k=1

ckχ
(ν)
k χ

(µ)∗
k .

Na última expressão acima, os caracteres dos elementos foram agrupados por classes de con-
jugação, sendo ck o número de elementos na k-ésima classe, nC o número total de classes de
conjugação em G e χk o caractere da k-ésima classe na representação D (ai). Usando então o
teorema (5.22), resulta

mµ =
1

g

nC∑
k=1

ckχkχ
(µ)∗
k . (5.28)

Este resultado permite finalmente a decomposição completa de uma representação em termos
das irreps do grupo.

Um outro resultado importante envolvendo os índices {mµ} pode ser obtido. Multiplicando
(5.27) pelo seu complexo conjugado e somando sobre os elementos de G, obtém-se

g∑
i=1

χ (ai)χ
∗ (ai) =

N∑
µ,ν=1

mµmν

g∑
i=1

χ(ν) (ai)χ
(µ)∗ (ai) ,

nC∑
k=1

ck |χk|2 =

N∑
µ,ν=1

mµmν

nC∑
k=1

ckχ
(ν)
k χ

(µ)∗
k = g

N∑
µ=1

m2
µ.

Se a representação D (ai) já era irredutível, então todos os índices mµ são nulos, exceto por
um que é igual à unidade. Portanto, uma condição necessária e suficiente para que uma dada
representação seja irredutível é

g∑
i=1

|χ (ai)|2 =

nC∑
k=1

ck |χk|2 = g. (5.29)

Verifica-se na tabela 5.2 que os caracteres das irreps do grupo S3 satisfazem este critério.
Por outro lado, se a representação for redutível, então a expressão

1

g

nC∑
k=1

ck |χk|2 =

N∑
µ=1

m2
µ

fornece informações sobre a decomposição da mesma em irreps.

Exercício 5.3. Estude a decomposição da representação natural do grupo S3 em irreps.
Resolução. A representação natural Dnat (S3) foi obtida no exemplo 5.2. Verifica-se que os carac-
teres da representação são os seguintes:

χI = 3, χπ2 = 1, χπ4 = 0.

Por sua vez, os caracteres das irreps são dados na tabela 5.2. Assim, da expressão (5.28), com
k = I, π2, π4, resulta

m1 =
1

6

3∑
k=1

ckχkχ
(1)∗
k =

1

6
(1.3.1 + 3.1.1 + 2.0.1) = 1

m2 =
1

6

3∑
k=1

ckχkχ
(2)∗
k =

1

6
(1.3.1 + 3.1. (−1) + 2.0.1) = 0

m3 =
1

6

3∑
k=1

ckχkχ
(3)∗
k =

1

6
(1.3.2 + 3.1.0 + 2.0. (−1)) = 1.

Portanto,

Dnat (S3) = Γ(1) (S3)⊕ Γ(3) (S3) .
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Será apresentado agora um teorema relacionado com a decomposição de uma representação
regular em irreps.

Teorema 5.7. Dado um grupo G, a sua representação regular contém todas as suas representa-
ções irredutíveis, com multiplicidades iguais às dimensões destas irreps.

Demonstração. Seja a representação regular (5.4) de um grupo de ordem g. A representação do
elemento I será sempre Dreg (I) = Ig e, portanto, χreg (I) = g. Por outro lado, para os demais
elementos gk ∈ G as diagonais principais das respectivas representações serão dadas por

Dreg
ii (gk) =

{
1, se gk ∗ gi = gi

0, se gk ∗ gi 6= gi,
(i = 1, . . . , g) .

Como gk 6= I, então gk ∗ gi 6= gi sempre; ou seja, Dreg
ii (gk) = 0 (i = 1, . . . , g). Portanto, χreg (gk) = 0.

Usando agora a relação (5.27), considera-se a decomposição do caractere composto do ele-
mento identidade em termos dos caracteres do mesmo elemento nas irreps,

χreg (I) = g =

N∑
ν=1

mνχ
(ν) (I) =

N∑
ν=1

mνnν , (5.30)

uma vez que D(ν) (I) = Inν sempre. Por outro lado, os índices {mν} são dados por (5.28),

mν =
1

g

nC∑
k=1

ckχ
reg
k χ

(ν)∗
k .

Contudo, como χreg
I = g, χ(ν)

I = nν , cI = 1 e χreg
k = 0 para k 6= I, resulta que

mν = nν . (5.31)

Exemplo 5.6 (Decomposição da representação regular do grupo S3). A representação regu-
lar do grupo S3 foi obtida no exemplo 5.1, enquanto que suas irreps foram obtidas no exercício
5.1. De acordo com (5.31), esta representação é decomposta pelas irreps de acordo com

Dreg (S3) = Γ(1) (S3)⊕ Γ(2) (S3)⊕ Γ(3) (S3)⊕ Γ(3) (S3) .

O teorema 5.7 será empregado agora para demonstrar a igualdade na expressão (5.21).

Demonstração da expressão (5.21). É possível agora demonstrar a expressão |Γ| = g. Para
tanto, emprega-se a representação regular (5.4) de um grupo de ordem g. A propriedade (5.30)
mostra que

N∑
ν=1

mνnν = g.

Mas, levando em conta que para a representação regular a multiplicidade da ν-ésima irrep é
dada por (5.31), resulta então que

g =

N∑
ν=1

n2
ν ,

o que completa a demonstração.

Uma vez demonstrado que o conjunto (5.19) é uma base do espaço vetorial K g, conclui-
se que não existe nenhum outro vetor de representação que seja ortogonal aos vetores em Γ.
Isto, por sua vez, implica que não existe nenhum outro vetor de caractere que seja ortogonal
aos vetores no conjunto χ em (5.23b). Portanto, os vetores de caracteres em χ também devem
formar um conjunto completo de vetores de base para o espaço K nC e a cardinalidade de χ deve
ser assim igual à dimensão do espaço. Isto completa a demonstração da igualdade em (5.24).

Uma última propriedade importante dos caracteres de uma representação pode ser deduzida.
Sendo Γ(µ) (G) uma irrep unitária de dimensão nµ, uma irrep equivalente pode ser obtida a partir
da transformação de similaridade

Γ(µ)′ (G) = S−1Γ(µ) (G) S,
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onde S é uma matriz nµ×nµ não singular. Agora, para qualquer elemento a ∈ G, a sua represen-
tação Γ(µ) (a) possui um conjunto de autovalores {λj} (j = 1, . . . , nµ), sendo cada autovalor obtido
a partir do autovetor xj = (xj1 xj2 . . . xjnµ)T pela equação secular

Γ(µ) (a) xj = λ
(µ)
j xj =⇒ det

[
Γ(µ) (a)− λ(µ)Inµ

]
= 0.

Pode-se mostrar que as raízes da equação secular, i. e., os nµ autovalores de Γ(µ) (a) são unimo-
dulares, ou seja,

∣∣λ(µ)
j

∣∣ = 1, ∀j = 1, . . . , nµ.
Construindo então a matriz S tal que suas colunas são os autovetores de Γ(µ) (a), i.e.,

S =

(
x1 x2 · · · xnµ
⇓ ⇓ · · · ⇓

)
=


x11 x21 · · · xnµ1

x12 x22 · · · xnµ2

...
...

. . .
...

x1nµ x2nµ · · · xnµnµ

 =⇒ Sij = xji,

resulta que

[
S−1Γ(µ) (a) S

]
ij

=

nµ∑
k,`=1

(
S−1

)
ik

Γ
(µ)
k` (a)S`j =

nµ∑
k,`=1

(
S−1

)
ik

Γ
(µ)
k` (a)xj`

=

nµ∑
k=1

(
S−1

)
ik
λ

(µ)
j xjk = λ

(µ)
j

nµ∑
k=1

(
S−1

)
ik
Skj = λ

(µ)
j δij .

Ou seja,

Γ(µ)′ (a) =


λ

(µ)
1 0 · · · 0

0 λ
(µ)
2 · · · 0

... 0
. . .

...
0 0 · · · λ(µ)

nµ

 .

Como uma transformação de similaridade não altera o valor do caractere, resulta que o caractere
do elemento a pode ser calculado como a soma dos autovalores de sua representação, i. e.,

χ(µ) (a) = χ(µ)
a =

nµ∑
j=1

λ
(µ)
j , (5.32a)

sendo χ(µ)
a o caractere de todos os elementos da classe de conjugação Ca.

Agora, se o elemento a é tal que am = I, isto implica que
[
Γ(µ) (a)

]m
= Inµ (propriedade 3.8c).

Além disso, todos os elementos na classe de conjugação Ca possuem a mesma ordem. Então,[
Γ(µ)′ (a)

]m
=
[
S−1Γ(µ) (a) S

]m
= S−1Γ(µ) (a) SS−1Γ(µ) (a) S · · · S−1Γ(µ) (a) S = S−1

[
Γ(µ) (a)

]m
S,

ou seja,

[
Γ(µ)′ (a)

]m
=


λm1 0 · · · 0
0 λm2 · · · 0
... 0

. . .
...

0 0 · · · λmnµ

 = Inµ =⇒
[
λ

(µ)
j

]m
= 1 (j = 1, . . . , nµ) . (5.32b)

Ou seja, os autovalores da representação do elemento a são as m raízes da unidade, sendo m a
ordem do elemento a.

Embora este último resultado tenha sido obtido com o emprego de uma irrep, o mesmo vale
para qualquer representação do grupo.

5.6.6 CONSTRUÇÃO DE UMA TABELA DE CARACTERES

Para que se possa realizar a decomposição de uma dada representação em irreps, é necessário
o conhecimento da tabela de caracteres do grupo G de ordem g. Os resultados obtidos nesta
seção possibilitam a construção desta última de uma forma sistemática, bastando para tanto a
determinação das seguintes propriedades:
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1. O número de irreps é igual ao número de classes de conjugação de G: N = nC (propriedade
5.24).

2. As dimensões das irreps de G satisfazem a relação (propriedade 5.21)

N∑
µ=1

n2
µ = g.

3. A irrep identidade ou trivial Γ(1) (a) = +1 (n1 = 1), para todo a ∈ G, está sempre presente
para todo grupo. Portanto, χ(1) (a) = χ

(1)
k = +1.

4. Para qualquer representação, a irrep da identidade é sempre Γ(µ) (I) = Inµ . Portanto,
χ(µ) (I) = χ

(µ)
I = nµ.

5. Os caracteres da irrep Γ(µ) (G) satisfazem a relação (propriedade 5.29)

g∑
i=1

∣∣∣χ(µ) (ai)
∣∣∣2 =

nC∑
k=1

ck

∣∣∣χ(µ)
k

∣∣∣2 = g
Passo (4)−−−−−→
cI=1

nC∑
k=2

ck

∣∣∣χ(µ)
k

∣∣∣2 = g − n2
µ.

6. O caractere do elemento a de ordem m na µ-ésima irrep pode ser expresso como a soma dos
autovalores de Γ(µ) (a), sendo que cada autovalor é a m-ésima raiz da unidade (propriedade
5.32).

7. O vetor formado pelos caracteres de uma dada irrep é ortogonal ao vetor formado pelos
caracteres de uma outra irrep qualquer (propriedades 5.22 e 5.23).

8. O vetor formado pelos caracteres de uma dada classe de conjugação (ao longo de todas as
irreps) é ortogonal ao vetor de uma outra classe (propriedade 5.25).

Exemplo 5.7. As classes de conjugação do grupo S3 são C1 = {I} (c1 = 1), C2 = {π2, π3, π6} (c2 = 3)
e C3 = {π4, π5} (c3 = 2). Aplicando sistematicamente as informações contidas no algoritmo acima,
resulta:

1. O número de classes de conjugação é nC = 3. Então, o número de irreps do S3 é N = nC = 3.

2. A ordem do grupo é g = |S3| = 6. Então, as dimensões das irreps devem satisfazer a relação

3∑
µ=1

n2
µ = n2

1 + n2
2 + n2

3 = 6.

O único conjunto de números naturais que satisfazem esta equação é {1, 1, 2}. Portanto,
n1 = n2 = 1 e n3 = 2.

3. A irrep trivial do S3 é, portanto, χ(1)
k = +1 (k = 1, 2, 3). Com isso, fica preenchida a primeira

linha da tabela 5.2.

4. Os caracteres das irreps µ = 2, 3 satisfazem as equações

3∑
k=1

ck

∣∣∣χ(µ)
k

∣∣∣2 =
∣∣∣χ(µ)

1

∣∣∣2 + 3
∣∣∣χ(µ)

2

∣∣∣2 + 2
∣∣∣χ(µ)

3

∣∣∣2 = 6 =⇒ 3
∣∣∣χ(µ)

2

∣∣∣2 + 2
∣∣∣χ(µ)

3

∣∣∣2 =

{
5, µ = 2

2, µ = 3.

5. Cada caractere é igual à soma de uma raiz da unidade. Todos os elementos de uma dada
classe têm a mesma ordem. Sendo mk a ordem dos elementos da k-ésima classe, então
m1 = 1, m2 = 2 e m3 = 3. Chamando zkp = λ

(µ)
j , esta quantidade é uma das raízes de

zmk = 1, ou seja,14 zkp = exp (2pπi/mk) (k = 1, . . . , nC , p = 0, . . . ,mk − 1).

6. Os caracteres das irreps µ = 2, 3 também devem satisfazer

3∑
k=1

ckχ
(µ)
k = χ

(µ)
1 + 3χ

(µ)
2 + 2χ

(µ)
3 = 0 =⇒ 3χ

(µ)
2 + 2χ

(µ)
3 =

{
−1, µ = 2

−2, µ = 3.

14Ver fórmula (2.9).
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Para obter os caracteres das representações µ = 2, 3 deve-se realizar escolhas que satisfazem as
condições impostas pelos passos (4) a (6) do algoritmo.

• µ = 2. Esta representação também é unidimensional (n2 = 1). Então, χ(2)
1 = +1. Para

satisfazer as condições dos passos (4) – (6):

3
∣∣∣χ(2)

2

∣∣∣2 + 2
∣∣∣χ(2)

3

∣∣∣2 = 5 3χ
(2)
2 + 2χ

(2)
3 = −1,

χ
(2)
2 = λ

(2)
2 ,

[
λ

(2)
2

]2
= 1⇒ λ

(2)
2 = ±1; χ

(2)
3 = λ

(2)
3 ,

[
λ

(2)
3

]3
= 1⇒ λ

(2)
3 = 1, e2πi/3 ou e4πi/3.

As únicas escolhas possíveis são χ
(2)
2 = −1 e χ

(2)
3 = +1, resultando preenchida a segunda

linha da tabela 5.2.

• µ = 3. Agora, n3 = 2, implicando em χ
(3)
1 = +2. O passo (7) demanda que

χ
(2)
k χ

(2)∗
` + χ

(3)
k χ

(3)∗
` =

g

ck
δk` − 1⇒


χ

(2)
2 χ

(2)∗
3 + χ

(3)
2 χ

(3)∗
3 = −1

χ
(2)
2 χ

(2)∗
2 + χ

(3)
2 χ

(3)∗
2 = 1

χ
(2)
3 χ

(2)∗
3 + χ

(3)
3 χ

(3)∗
3 = 2

⇒


χ

(3)
2 χ

(3)∗
3 = 0∣∣∣χ(3)

2

∣∣∣2 = 0∣∣∣χ(3)
3

∣∣∣2 = 1.

Ou seja, χ(3)
2 = 0. O valor de

∣∣∣χ(3)
3

∣∣∣2 também poderia ter sido obtido com o passo (4). Já o

valor de χ(3)
3 deve ser consistente com o passo (6), ou seja,

3χ
(3)
2 + 2χ

(3)
3 = −2 =⇒ χ

(3)
3 = −1,

o que completa a terceira linha da tabela 5.2. Nota-se que este último resultado está
consistente com o passo (5), o qual exige que

χ
(3)
3 =

2∑
j=1

λ3pj , sendo λ3p = e2pπi/3, (p = 0, 1, 2) .

Fazendo a escolha p1 = 1 e p2 = 2, resulta

χ
(3)
3 = e2πi/3 + e4πi/3 = eiπ

(
e−iπ/3 + eiπ/3

)
= −2 cos (π/3) = −1.

As tabelas de caracteres de grupos de ordens mais altas podem ser sistematicamente construí-
das seguindo-se o mesmo algoritmo.

5.7 BASES SIMETRIZADAS PARA REPRESENTAÇÕES IR-
REDUTÍVEIS

Chega-se então ao problema prático de como se obter e reduzir uma representação em geral.
Como já foi mencionado na seção 5.2, em muitos problemas na física o estado do sistema
é descrito por um vetor em um espaço vetorial. Operadores neste espaço (lineares ou não)
correspondem a transformações realizadas sobre o sistema físico, levando o mesmo a um outro
estado, descrito por um outro vetor no mesmo espaço. Estas transformações podem ser divididas
em grupos abstratos os quais, dada uma base ortonormal adequada, serão representados por
matrizes do GL (n,K).

O aspecto inconveniente no procedimento recém mencionado está no fato de que os espaços
vetoriais em questão muitas vezes são de dimensão alta (em muitos casos infinita) e as repre-
sentações assim obtidas devem ser descritas por matrizes de ordem alta. É neste ponto que se
manifesta a possibilidade de reduzir essas representações em termos das irreps do grupo, como
foi discutido ao longo das seções 5.5 e 5.6. Partindo de uma base ortonormal genérica, deseja-se
reduzir a representação através de uma escolha adequada de subconjuntos de vetores da base,
sendo que cada subconjunto forma a base em um subespaço invariante sob as operações dos
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elementos do grupo. Em consequência, a representação genérica inicial será reduzida em ter-
mos das irreps de baixa dimensão. Nesta seção será apresentado um método que possibilita a
obtenção destes subconjuntos e alguns exemplos serão apresentados.

Retornando à discussão realizada na seção 5.2.2, dado o espaço vetorial V n e uma base
ortonormal Φ

.
= {φ1, φ2, . . . , φn} do mesmo e dado o grupo de transformações T = {T ; ∗}, cuja

representação na base Φ é composta pelas matrizes D (T ), qualquer transformação A ∈ T terá
sua ação sobre o vetor de base φi dada por

Aφi =

n∑
j=1

φjDji (A) , (5.33)

sendo assumido que D (A) é uma representação redutível em termos de irreps de dimensões
mais baixas.

Para reduzir a representação D (T ), deseja-se encontrar uma matriz unitária U adequada, tal
que realizando a transformação de similaridade com a mesma, obtém-se

Dred (A) = U−1D (A) U, (∀A ∈ T ) ,

onde as matrizes Dred (T ) estão todas na forma bloco-diagonal (5.16a), escritas em termos das
irreps unitárias de T . Para tanto, reescreve-se a expressão (5.33) para descrever a ação do
operador A sobre todos os vetores da base Φ na forma matricial como

Aφ = φD (A) ,

onde φ .
= (φ1 φ2 . . . φn) é a matriz linha composta por todos os vetores da base e Aφ .

= (Aφ1 Aφ2 . . . Aφn ).
Se U é a matriz desejada, então

AφU = φUU−1D (A) U =⇒ A (φU) = (φU)Dred (A) .

Este resultado sugere que a base ortonormal adequada para os fins desejados é o conjunto Ψ
definido por

Ψ
.
= ΦU = {ψ1, ψ2, . . . , ψn} ,

com vetores {ψi} tais que

ψi = (φU)i =

n∑
j=1

φjUji, (i = 1, . . . , n) . (5.34a)

Com o propósito de encontrar os elementos de matriz {Uij}, considera-se agora a derradeira
redução de D (T ). De (5.26),

D (T ) =

N⊕
µ=1

mµΓ(µ) (T ) ,

sendo Γ (T )
.
=
{

Γ(µ) (T )
}

o conjunto das N irreps unitárias do grupo T . Dentro do conjunto
Γ (T ), a µ-ésima irrep possui dimensão nµ < n e, portanto, representa o grupo T dentro de um
subespaço invariante V nµ ⊂ V n. É possível então particionar o conjunto Ψ em subconjuntos

Ψ(µ)
p ⊂ Ψ, tais que

∑
µ

mµnµ = n.

O índice p em Ψ
(µ)
p indica a p-ésima ocorrência da irrep Γ(µ) em D (T ); ou seja, 1 6 p 6 mµ, sendo

que a irrep somente irá ocorrer na redução se mµ > 0.

Denotando os vetores da base Ψ
(µ)
p do subespaço invariante V

nµ
p ⊂ V n por

{
ψ

(µ)
pi

}
, ou seja,

Ψ(µ)
p =

{
ψ

(µ)
p1 , ψ

(µ)
p2 , . . . , ψ

(µ)
pnµ

}
,

a ação do operador A sobre o vetor ψ(µ)
pi é dada por

Aψ
(µ)
pi =

nµ∑
k=1

ψ
(µ)
pk Γ

(µ)
ki (A) . (5.34b)
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Diz-se, neste caso, que o vetor ψ(µ)
pi transforma-se de acordo com a i-ésima coluna da represen-

tação irredutível Γ(µ) (A). O espaço vetorial V n resulta particionado pela soma direta de seus
subespaços invariantes:

V n =
⊕
µ,p

V nµ
p .

Agora, é sempre possível escrever a matriz linha ψ .
= (ψ1 ψ2 . . . ψn ) na forma bloco-linha como

ψ =

(
ψ

(1)
1 · · · ψ(N)

mN

)
,

onde ψ(µ)
p = (ψ

(µ)
p1 ψ

(µ)
p2 . . . ψ

(µ)
pnµ ). Neste caso, retornando a (5.34a), esta expressão pode ser escrita

como

ψ
(µ)
pi =

n∑
j=1

φjUj(µpi), (∀µ, p, i) , (5.34c)

onde a matriz
[
Uj(µpi)

]
é simplesmente a matriz U, porém com o índice j indicando uma linha da

mesma e o conjunto de índices (µpi) = 1, . . . , n indicando uma coluna.
Lembrando que os vetores da base Φ são ortonormais, ou seja, 〈φi, φj〉 = δij, ressalta-se que

os vetores da base Ψ também o são. Portanto, dentro da base Ψ
(µ)
p ,

〈
ψ

(µ)
pi , ψ

(µ)
pj

〉
= δij. Além disso,

qualquer vetor em Ψ
(µ)
p é ortogonal a qualquer vetor em Ψ

(ν)
q (com ν 6= µ e q 6= p). Assim, pode-se

escrever uma condição de ortonormalidade entre os vetores de Ψ como〈
ψ

(µ)
pi , ψ

(ν)
qj

〉
= δµνδpqδij .

Inserindo a expansão (5.34c) no produto interno acima, resulta a seguinte relação entre os
elementos da matriz U,

n∑
k,`=1

U∗k(µpi)U`(νqj) 〈φk, φ`〉 =

n∑
k=1

U∗k(µpi)Uk(νqj) = δµνδpqδij .

Além disso, como U é unitária,

UU† = In =⇒
∑
µ,p,k

U∗i(µpk)Uj(µpk) = δij ,

o que corresponde a uma segunda relação entre os elementos da matriz.
Aplicando agora o operador A em ambos os lados de (5.34c) e usando (5.33) e (5.34b), obtém-

se

Aψ
(µ)
pi =

n∑
j=1

(Aφj)Uj(µpi),

nµ∑
k=1

ψ
(µ)
pk Γ

(µ)
ki (A) =

n∑
j=1

n∑
`=1

φ`D`j (A)Uj(µpi).

Usando novamente (5.34c) no último resultado acima, resulta

nµ∑
k=1

n∑
`=1

φ`U`(µpk)Γ
(µ)
ki (A) =

n∑
j,`=1

φ`D`j (A)Uj(µpi),

n∑
`=1

 nµ∑
k=1

U`(µpk)Γ
(µ)
ki (A)−

n∑
j=1

D`j (A)Uj(µpi)

φ` = 0.

Como os {φ`} são LI, resulta que

nµ∑
k=1

U`(µpk)Γ
(µ)
ki (A) =

n∑
j=1

D`j (A)Uj(µpi), (∀µ, p, i, `) .
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Esta é uma terceira relação que ajuda a determinar os elementos da matriz unitária U, os quais,
por sua vez, determinam os vetores de base

{
ψ

(µ)
pi

}
.

As três expressões que determinam a matriz U são reapresentadas abaixo:

n∑
k=1

U∗k(µpi)Uk(νqj) = δµνδpqδij (5.35a)∑
µ,p,k

U∗i(µpk)Uj(µpk) = δij (5.35b)

nµ∑
k=1

U`(µpk)Γ
(µ)
ki (A) =

n∑
j=1

D`j (A)Uj(µpi). (5.35c)

As expressões (5.35) serão empregadas para a obtenção da base simetrizada de uma repre-
sentação regular. Dado um grupo G = {A,B,C, . . . ; ∗} de ordem g, os elementos das matrizes
de sua representação regular Dreg (G) são dados por (5.4). Como a dimensão das matrizes de
Dreg (G) é igual à ordem do grupo (n = g), os índices de Dreg (A) em (5.35c) indicam também os
elementos de G. Ou seja, a variação do índice j mantendo ` fixo corresponde à varredura da
linha do elemento A na tabela de multiplicações de grupo. Chamando j → C e ` → B, sendo
B,C ∈ G, a relação (5.35c) pode ser escrita como

nµ∑
k=1

UB,(µpk)Γ
(µ)
ki (A) =

∑
C∈G

DB,C (A)UC,(µpi) = UBA,(µpi).

pois

DB,C (A) =

{
1, se B ∗A = C

0, se B ∗A 6= C.

Este resultado vale para todos A,B ∈ G e 1 6 i 6 nµ. Se for feita a escolha B = I com a convenção
de que I ↔ 1 sempre, então

UA,(µpi) =

nµ∑
k=1

U1(µpk)Γ
(µ)
ki (A) . (5.36)

Esta última relação, em conjunto com (5.35a,b) determinam a matriz U.

5.8 BASES PARA REPRESENTAÇÕES DE GRUPOS DE PRO-
DUTO DIRETO

Na seção 3.5 mostrou-se que um dado grupo G sempre pode ser escrito como o produto direto
de seus subgrupos invariantes, i. e., se H1,H2 ⊂ G são invariantes, então

G′ = H1 ⊗H2.

Se H1 + H2 = G, então G′ = G. Os subgrupos invariantes de C4v constituem em um exemplo
simples deste conceito. Os subgrupos H1 = {E, σvA} e H2 = {E, σvB} formam o grupo

H1 ⊗H2 =
{
E, σvA, σvB , C

2
4

}
.

Contudo mencionou-se também que um grupo superior pode ser criado a partir de dois
grupos menores. Tomando por exemplo o grupo das rotações próprias Cn, se a operação de
simetria denominada inversão espacial (J) for acrescentada às rotações próprias, esta forma o
grupo cíclico 〈J〉 = {E, J}. Foi mencionado na seção 3.4.1 que a operação de inversão comuta
com qualquer outra operação de simetria. Portanto, é possível criar um grupo contendo tanto
rotações próprias quanto inversões através do produto Cn ⊗ 〈J〉.

Posteriormente, na seção 5.4.4 mostrou-se que o produto direto de duas representações
também é uma representação (expressão 5.12), sendo que o caractere do grupo produto direto é
o produto dos caracteres (expressão 5.13).
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5.8.1 REDUÇÃO DA REPRESENTAÇÃO DO PRODUTO DIRETO. SÉ-
RIE DE CLEBSCH-GORDAN

Dadas agora duas representações irredutíveis do grupo G, Γ(µ) (G) e Γ(ν) (G), o grupo produto
direto D(µ×ν) (G) = Γ(µ) (G)⊗Γ(ν) (G) também é representação. Porém, em princípio esta represen-
tação é redutível. Assim, a redução do grupo produto direto em irreps de G consiste na obtenção
dos coeficientes naturais {(µνη)} tais que

D(µ×ν) (G) = Γ(µ) (G)⊗ Γ(ν) (G) =

N⊕
η=1

(µνη) Γ(η) (G) . (5.37a)

A expansão (5.37a) é denominada uma série de Clebsch-Gordan.
Claramente, de (5.27) resulta que

χ(µ×ν) (a) = χ(µ) (a)χ(ν) (a) =

N∑
η=1

(µνη)χ(η) (a) , (∀a ∈ G) . (5.37b)

Dadas as expressões (5.22b) e (5.28), os coeficientes (µνη) são obtidos por

(µνη) =
1

g

∑
a∈G

χ(µ×ν) (a)χ(η)∗ (a) =
1

g

∑
a∈G

χ(µ) (a)χ(ν) (a)χ(η)∗ (a) =
1

g

nC∑
k=1

ckχ
(µ)
k χ

(ν)
k χ

(η)∗
k .

Obviamente, (µνη) = (νµη).
Diz-se que um grupo G é simplesmente redutível se o produto direto de duas irreps quaisquer

de G não contém cada uma de suas irreps mais de uma vez; isto é, se (µνη) 6 1.
Em geral, dadas duas representações redutíveis de G, D(µ) (G) e D(ν) (G), o seu produto direto

D(µ×ν) (G) = D(µ) (G)⊗D(ν) (G) sempre pode ser reduzido, uma vez que

D(µ) (G) =

N⊕
η=1

mµ
η Γ(η) (G) D(ν) (G) =

N⊕
κ=1

m ν
κΓ(κ) (G)

e, portanto,

D(µ×ν) (G) = D(µ) (G)⊗D(ν) (G) =

(
N⊕
η=1

mµ
η Γ(η) (G)

)
⊗

(
N⊕
κ=1

m ν
κΓ(κ) (G)

)

=

N⊕
η=1

N⊕
κ=1

mµ
ηm

ν
κΓ(η) (G)⊗ Γ(κ) (G) =

N⊕
τ=1

[
N∑

η,κ=1

mµ
ηm

ν
κ (ηκτ)

]
Γ(τ) (G) .

Esta expressão pode sempre ser estendida ao produto direto de mais de duas representações.

5.8.2 BASES PARA REPRESENTAÇÕES DE PRODUTOS DIRETOS. CO-
EFICIENTES DE CLEBSCH-GORDAN

A base para uma representação de produto direto pode ser obtida conhecendo as bases das
irreps que compõe o produto direto. Sejam Φ =

{
φ1, φ2, . . . , φnµ

}
uma base do espaço vetorial in-

variante V nµ ao qual estão associadas as irreps Γ(µ) (G) e Ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξnν} uma base do espaço
invariante V nν ao qual estão associadas as irreps Γ(ν) (G). Deseja-se encontrar um conjunto
Ψ

.
= Φ × Ξ de nλ tensores de base Ψ

(λτλ)
m (m = 1, . . . , nλ), os quais são dados pelas combinações

lineares dos produtos tensoriais dos vetores das bases Φ e Ξ,

Ψ(λτλ)
m =

nµ∑
k=1

nν∑
`=1

(µk, ν` | λτλm)φk ⊗ ξ`, (m = 1, . . . , nλ) (5.38)

onde as quantidades (µk, ν` | λτλm) são os coeficientes de Clebsch-Gordan.
Conforme discutido na seção 4.11, os produtos φk ⊗ ξ` em (5.38) estão contidos na base do

espaço tensorial V nµ ⊗ V nν de dimensão nµnν . O conjunto dos tensores Ψ
(λτλ)
m forma uma base

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 06/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



208 5.8. Bases para representações de grupos de produto direto

do espaço tensorial ao qual estão associadas as irreps Γ(λ) (G). Conforme discutido na seção
anterior, sabe-se que o conjunto Ψ somente existe se Γ(λ) (G) está contido na decomposição de
Γ(µ) ⊗ Γ(ν), isto é, se (µνλ) 6= 0. Por outro lado, se (µνλ) > 1, existe esta quantidade de diferentes
conjuntos de tensores associados com a multiplicidade de Γ(λ) em Γ(µ) ⊗ Γ(ν). Por esta razão
os tensores de base são distinguidos também pelo índice τλ = 1, . . . , (µνλ), denominado o índice
de multiplicidade exterior. O número total de tensores Ψ

(λτλ)
m deve igualar a cardinalidade do

conjunto Ψ, isto é, ∑
λ

(µνλ)nλ = nµnν .

Os coeficientes de Clebsch-Gordan (CG) (µk, ν` | λτλm) compõe uma matriz nµnν × nµnν . A
relação (5.38) não é nada mais do que uma mudança de base no espaço tensorial, a qual pode
ser invertida, resultando nas relações inversas

φk ⊗ ξ` =
∑
λ,τλ

nλ∑
m=1

(λτλm | µk, ν`) Ψ(λτλ)
m ,

k = 1, . . . , nµ

` = 1, . . . , nν .

Para tanto, é necessário que sejam satisfeitas as identidades

nµ∑
k=1

nν∑
`=1

(µk, ν` | λτλm) (λ′τ ′λ′m
′ | µk, ν`) = δλλ′δτλτ ′λδmm′ ,

∑
λ,τλ

nλ∑
m=1

(λτλm | µk, ν`) (µk′, ν`′ | λτλm) = δkk′δ``′ .

Como as irreps consideradas são sempre unitárias, as diferentes bases dos espaços vetoriais
e tensoriais podem ser tomadas como ortonormais, o que implica que a matriz dos coeficientes
CG também é unitária. Neste caso, os seus elementos satisfazem

(λτλm | µk, ν`) = (µk, ν` | λτλm)
∗
, (5.39a)

nµ∑
k=1

nν∑
`=1

(µk, ν` | λτλm) (µk, ν` | λ′τ ′λ′m′)
∗

= δλλ′δτλτ ′λδmm′ , (5.39b)

∑
λ,τλ

nλ∑
m=1

(µk, ν` | λτλm)
∗

(µk′, ν`′ | λτλm) = δkk′δ``′ (5.39c)

Aplicando agora um elemento R ∈ G sobre o tensor Ψ
(λτλ)
m , resulta de (5.38),

RΨ(λτλ)
m =

nλ∑
m′=1

Γ
(λ)
m′m (R) Ψ

(λτλ)
m′ =

∑
m′,k′,`′

(µk′, ν`′ | λτλm′) Γ
(λ)
m′m (R)φk′ ⊗ ξ`′ .

Por outro lado, aplicando R sobre o lado direito de (5.38), resulta

R

nµ∑
k=1

nν∑
`=1

(µk, ν` | λτλm)φk ⊗ ξ` =

nµ∑
k=1

nν∑
`=1

(µk, ν` | λτλm) (Rφk)⊗ (Rξ`)

=
∑
k,`

∑
k′,`′

(µk, ν` | λτλm) Γ
(µ)
k′k (R) Γ

(ν)
`′` (R)φk′ ⊗ ξ`′ .

Como os tensores de base são LI, resulta∑
m′

(µk′, ν`′ | λτλm′) Γ
(λ)
m′m (R) =

∑
k,`

(µk, ν` | λτλm) Γ
(µ)
k′k (R) Γ

(ν)
`′` (R) .

As expressões acima obtidas podem ser manipuladas com as propriedades (5.39) dos coefici-
entes CG. Por exemplo, multiplicando ambos os lados por (µk′, ν`′ | λ′τ ′λ′t)

∗ e somando sobre k′ e
`′, resulta

Γ
(λ)
m′m (R) δλλ′δτλτ ′λ =

∑
k,`,k′,`′

(µk′, ν`′ | λ′τ ′λ′m′)
∗

(µk, ν` | λτλm) Γ
(µ)
k′k (R) Γ

(ν)
`′` (R) .
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Ou, multiplicando ambos os lados por (µi, νj | λτλm)
∗ e somando sobre λ, τλ e m, resulta

Γ
(µ)
ij (R) Γ

(ν)
k` (R) =

∑
λ,τλ,m,m′

(µj, ν` | λτλm)
∗

(µi, νk | λτλm′) Γ
(λ)
m′m (R) .

As equações assim resultantes fornecem relações suficientes para a determinação dos coeficien-
tes de Clebsch-Gordan ou coeficientes de Wigner ou coeficientes de acoplamento vetorial.

5.8.3 REPRESENTAÇÃO DE UM GRUPO PRODUTO DIRETO

Considera-se agora um grupo que é o produto direto de dois subgrupos que comutam entre
si. Sejam H = {H1 ≡ I,H2, . . . ,Hh} (ordem h) e G = {G1 ≡ I,G2, . . . , Gg} (ordem g) estes subgrupos,
o grupo produto direto K .

= H⊗ G (de ordem k = hg) possui os elementos

K = {K11 ≡ I,K12, . . . ,K1g,K21, . . . ,K2g, . . . ,Kh1,Kh2, . . . ,Khg} ,

os quais são obtidos por
Kij = HiGj = GjHi.

Sejam HiHm = Hp e GjGn = Gq; então

KijKmn = (HiGj) (HmGn) = (HiHm) (GjGn) = HpGq = Kpq. (5.40)

Sejam agora D(µ) (H) uma representação de H e D(ν) (G) uma representação de G. Então

D(µ) (Hi)D
(µ) (Hm) = D(µ) (Hp) D(ν) (Gj)D

(ν) (Gn) = D(ν) (Gq) .

Realizando o produto direto destas matrizes, obtém-se

D(µ) (Hp)⊗D(ν) (Gq) =
[
D(µ) (Hi)D

(µ) (Hm)
]
⊗
[
D(ν) (Gj)D

(ν) (Gn)
]

=
[
D(µ) (Hi)⊗D(ν) (Gj)

] [
D(µ) (Hm)⊗D(ν) (Gn)

]
,

onde a propriedade (5.11a) foi empregada. Definindo novas matrizes pelo produto direto

D(µ×ν) (Kpq)
.
= D(µ) (Hp)⊗D(ν) (Gq) ,

então
D(µ×ν) (Kpq) = D(µ×ν) (Kij)D

(µ×ν) (Kmn) . (5.41)

Comparando (5.41) com (5.40), conclui-se que as matrizes produto direto assim definidas for-
mam uma representação de K. Esta representação é identificada por D(µ×ν) (K). Ou seja, o
produto direto de representações de dois grupos que comutam é uma representação do grupo pro-
duto direto.

Agora, se D(µ) (H) ≡ Γ(µ) (H) e D(ν) (G) ≡ Γ(ν) (G) são irreps de H e G, respectivamente, então
D(µ×ν) (K) ≡ Γ(µ×ν) (K) também é irrep de K. Para verificar isso, recorre-se à condição necessária
e suficiente (5.29), a qual fica escrita

k =
∑
Kij∈K

∣∣∣χ(µ×ν) (Kij)
∣∣∣2 .

Pode-se verificar facilmente, de forma semelhante ao que foi feito em (5.13), que χ(µ×ν) (Kij) =
χ(µ) (Hi)χ

(ν) (Gj), ou seja,

∑
Kij∈K

∣∣∣χ(µ×ν) (Kij)
∣∣∣2 =

[ ∑
Hi∈H

∣∣∣χ(µ) (Hi)
∣∣∣2]
∑
Gj∈G

∣∣∣χ(ν) (Gj)
∣∣∣2
 = hg = k,

provando que Γ(µ×ν) (K) de fato é irrep de K.
Finalmente, se Nh e Ng forem respectivamente os números de classes e, portanto, de irreps

dos gruposH e G, então a condição (5.21) se aplica a ambos. Dada a irrep Γ(µ×ν) (K), de dimensão
nµν = nµnν , todas as combinações possíveis de µ e ν fornecem a soma a seguir,

Nµ∑
µ=1

Nν∑
ν=1

n2
µν =

Nµ∑
µ=1

Nν∑
ν=1

n2
µn

2
ν =

 Nµ∑
µ=1

n2
µ

( Nν∑
ν=1

n2
ν

)
= hg = k.

Portanto, a condição (5.21) também se aplica a Γ(µ×ν) (K), i. e., Nµν = NµNν é o número total de
irreps de K e os produtos diretos das irreps de H e G exaurem todas as irreps de K.
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5.9 APLICAÇÕES FÍSICAS DA TEORIA DE REPRESENTA-
ÇÕES DE GRUPO

Algumas aplicações físicas da teoria de representações de grupos serão discutidas agora.
Desde as primeiras contribuições ao assunto, no início do século XX, as principais aplicações
são dirigidas para a mecânica quântica, física atômica, molecular e estado sólido e física de
partículas e campos. São estas as aplicações a ser discutidas aqui.

Continuando a discussão realizada na seção 5.2.1, o problema fundamental na mecânica
quântica está na solução e investigação das propriedades das soluções da equação de Schroe-
dinger

H |ψ (t)〉 = i~
d

dt
|ψ (t)〉 , (5.42)

ou H |ψ〉 = E |ψ〉 na forma independente do tempo, sendo |ψ〉 um vetor ket que descreve o estado
do sistema e que pertence a um espaço de Hilbert H , H um operador linear sobre H e E a
energia total do sistema físico no estado |ψ〉. A equação acima forma (juntamente com condições
de contorno apropriadas) um problema de autovalores,15 no qual |ψ〉 é a autofunção de H e E o
seu autovalor. O operador H, denotado o Hamiltoniano do sistema é suposto ser um operador
Hermitiano,16 em cuja situação o autovalor E é real.

Os casos em que a equação de Schroedinger é exatamente solúvel são muito poucos e restritos
a sistemas com uma ou duas partículas. Portanto, a grande maioria dos sistemas físicos de
interesse, tais como átomos com números atômicos Z > 2, moléculas e sólidos, não têm solução
conhecida. Entretanto, os métodos desenvolvidos neste capítulo e no capítulo 3 podem fornecer
informações importantes sobre esses sistemas.

O poder da teoria de representações de grupos aplicada à mecânica quântica está na sua ca-
pacidade de fornecer conclusões e informações exatas sobre o sistema físico, partindo somente
do conhecimento de suas simetrias, frente às quais o Hamiltoniano permanece invariante. Além
disso, ao se estabelecer o grupo de operadores de simetria (o grupo do Hamiltoniano), as repre-
sentações irredutíveis do grupo surgem de forma natural, devido à conexão entre as simetrias
do sistema e a degenerescência dos autoestados descritos pela equação de Schroedinger.

Uma primeira evidência já é fornecida pela equação de movimento do valor esperado de um
observável. Se O é um observável (possivelmente dependente do tempo) e O = O (t) o operador
linear associado ao mesmo, então a evolução temporal do valor esperado do observável é dada
por

d

dt
〈O〉 = − i

~
〈[O,H]〉+

〈
∂O
∂t

〉
,

sendo [O,H] = OH−HO o comutador de O com H. Se O não depender do tempo e o mesmo comutar
com o Hamiltoniano, isto é, se [O,H] = 0, então d 〈O〉 /dt = 0 e o observável O é uma constante de
movimento.

5.9.1 ISOMORFISMO ENTRE TRANSFORMAÇÕES SOBRE SISTEMAS

FÍSICOS E TRANSFORMAÇÕES SOBRE ESPAÇOS FUNCIONAIS

A partir deste ponto, ao invés de se manter a descrição da evolução do sistema físico na
forma abstrata fornecida pela equação (5.42), será adotada a descrição simplificada provida pela
“representação” ou “modo de descrição” de Schroedinger, segundo a qual o vetor de estado do
sistema é descrito pela função de onda ψ = ψ (r, t) sobre o espaço Euclideano E3 (ver exemplo
4.5). Nesta descrição, a equação de Schroedinger (5.42) passa a ser formalmente escrita como

Hψ (r, t) = i~
∂

∂t
ψ (r, t) , (5.43)

sendo que agora o Hamiltoniano é um operador que atua sobre o espaço das funções sobre o
E

3, i. e., é um funcional na forma H = H {r,∇; t}, por exemplo.
Seja R = {Ri} um grupo abstrato que contenha todas as isometrias de um sistema físico.

Os elementos de R são transformações aplicadas ao sistema, de tal forma que a ação de R ∈ R
15De forma mais específica, um problema de Sturm-Liouville.
16Ver definição 4.23.
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sobre o sistema físico consiste em modificar as coordenadas do mesmo. O termo “coordenadas”
aqui possui um significado amplo. Este pode significar de fato as coordenadas das posições
das partículas do sistema físico em relação a um determinado sistema de referência em um
espaço métrico, mas podem também se referir a coordenadas no espaço de fase, ou a outras
propriedades que caracterizam o estado físico do sistema, tais como spin, carga elétrica, cor,17

etc.
A dinâmica deste sistema, por sua vez, será determinada por um conjunto de leis (e. g., Leis

de Newton, equações de Maxwell, equação de Schroedinger, etc) que fornecerão uma descrição
quantitativa da evolução do mesmo. Esta descrição será usualmente realizada por intermédio de
uma classe de funções que irão depender das coordenadas (no sentido amplo) do sistema. Essas
funções serão elementos de um espaço funcional, isto é, de um espaço vetorial (de dimensão
finita ou infinita), cujas bases são conjuntos de funções das coordenadas.

Seja agora o grupo PR = {PR} formado por operadores lineares que executam transformações
sobre as funções das coordenadas do sistema, ao invés das coordenadas propriamente ditas.
Como o sistema físico permanece indistinguível após ser atuado por uma transformação isomé-
trica R ∈ R, as leis que regem a sua evolução também devem também permanecer invariantes
frente a ação de um operador PR ∈ PR que atua sobre uma função das coordenadas. Para que
esta exigência seja satisfeita, é necessário que exista um isomorfismo entre o operador R ∈ R e
um (e somente um) operador PR ∈ PR. Este isomorfismo é garantido pelo seguinte mapeamento:
se r denota as coordenadas (no sentido amplo) do sistema físico e f (r) é uma função dessas
coordenadas, então

PRf (Rr) = f (r)

PRf (r) = f
(
R−1r

)
,

(5.44)

sendo ambas as expressões equivalentes. Pode-se dizer que o operador PR muda a forma funci-
onal de f (r) de maneira tal que compensa a transformação nas coordenadas r executada pelo
operador R.

Antes de se mostrar alguns exemplos, será verificado agora que o grupo PR é de fato isomór-
fico a R. Para tanto, é necessário demonstrar que para R,S ∈ R, os correspondentes operadores
PR, PS ∈ PR, dados por (5.44), satisfazem

PSPR = PSR.

Procede-se por etapas. Inicialmente, dada uma função das coordenadas f (r), a ação de PR
executa a transformação f (r)→ g (r), sendo esta última uma outra função das mesmas coorde-
nadas. Ou seja,

PRf (r) = f
(
R−1r

)
= g (r) .

Assim, g (r) é a nova função que incorpora a ação de R−1 sobre as coordenadas na sua forma
funcional. Aplicando agora o operador PS, obtém-se

PS [PRf (r)] = PSg (r)
(5.44)

= g
(
S−1r

)
= f

[
R−1

(
S−1r

)]
= f

(
R−1S−1r

) R,S∈R−−−−−−−−−−−→
R−1S−1=(SR)−1

f
[
(SR)

−1
r
]

= PSRf (r) .

Portanto, a transformação PSR correspondente ao elemento SR ∈ R é de fato o “produto” das
transformações PS por PR.

Algumas das transformações isométricas mais comuns e seus respectivos operadores funci-
onais serão apresentados a seguir.

5.9.1.1 TRANSLAÇÕES ESPACIAIS

Seja um sistema físico cujas coordenadas são descritas como pontos no espaço Euclideano
E

3. Uma translação no sistema de coordenadas do E3 consiste na operação

r → r′, onde r′ = Tρr
.
= r + ρ,

sendo r = (x1, x2, x3) ∈ E3 uma posição no espaço, Tρ o operador de translação atuando sobre
E

3 e ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) ∈ E3 um vetor constante. A isometria do sistema físico frente a ação T irá

17No sentido da cromodinâmica quântica.
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estabelecer os grupos cristalográficos espaciais. Como T pertence a um grupo, sempre existe a
transformação inversa T−1

ρ r = r − ρ.
Seja agora uma função das coordenadas ψ (r). Esta função pode ser, por exemplo, a solução

da equação de Schroedinger para uma rede cristalina. Então, como após a transformação r → r′

a relação r = r′ − ρ é válida, a função ψ (r) passa a ser escrita como

ψ (r) = ψ (r′ − ρ)
r′;r−−−→ ψ (r − ρ) ,

sendo que a última forma foi obtida simplesmente eliminando o apóstrofo.
Esta transformação possui duas interpretações. A translação r → r′ ocorreu no sistema de

referências, cuja origem foi colocada no ponto r = −ρ do sistema original. Esta transformação
é dita ser do ponto de vista passivo. De forma equivalente, a transformação ψ (r) → ψ (r − ρ)
consiste em manter o referencial fixo e deslocar a função ψ (r) pela quantidade ρ. Esta é uma
transformação do ponto de vista ativo.18 Por exemplo, se ρ1 > 0, a ação Tρ1r = Tx1 = x′1 = x1 + ρ1

significa que a origem do referencial foi deslocada para a esquerda e colocada no ponto x1 = −ρ1

do referencial anterior (transformação passiva). De forma equivalente, ψ (x1)→ ψ (x1 − ρ1) signi-
fica que a função foi deslocada em relação à origem para a direita pela quantidade ρ1 (transfor-
mação ativa), pois o valor da função na origem ψ (0) irá ocorrer agora em x1 = ρ1.

Define-se então um operador linear PTρ que atua sobre as funções ψ (r) e que realiza sobre
as mesmas a transformação correspondente a Tρ. Este operador é definido por

PTρψ (r) = ψ
(
T−1r

)
≡ ψ′ (r) = ψ (r − ρ) . (5.45)

Busca-se agora uma expressão para o operador de translação PTρ . Escrevendo r = (x, y, z),
considera-se inicialmente o caso particular onde ρ = (ρ, 0, 0). Então, dada a função ψ (x, y, z),

PTρψ (x, y, z) = ψ (x− ρ, y, z) .

Desenvolvendo ψ (x− ρ, y, z) em uma série de Taylor em torno de r, resulta

ψ (x− ρ, y, z) =

(
1− ρ∂

∂x
+
ρ2

2!

∂2

∂x2
+ · · ·

)
ψ (x, y, z) = exp

(
−ρ∂

∂x

)
ψ (x, y, z) ,

onde o operador exp (−ρ∂/∂x) pode ser interpretado no contexto de uma série de Taylor.
Estendendo essa operação agora para translação arbitrária ρ = (ρx, ρy, ρz), resulta

ψ (r − ρ) = exp (−ρ · ∇)ψ (r) = exp (−iρ · p/~)ψ (r) ,

onde p = −i~∇ é o operador momento linear empregado na descrição de Schroedinger da mecâ-
nica quântica. Comparando este resultado com (5.45), identifica-se

PTρ = exp

(
− i
~
ρ · p

)
= 1− i

~
ρ · p+ · · · .

Uma vez que ρ é real e p é um operador Hermitiano,19 resulta que PTρ é unitário. Neste caso, o
operador inverso de PTρ satisfaz

ψ′ (r) = PTρψ (r) =⇒ P−1
Tρ
ψ′ (r) = P †Tρψ

′ (r) = ψ (r) .

Uma interpretação mais clara do significado matemático do operador PTρ é a seguinte. Su-
pondo que PTδr seja o operador que executa uma translação infinitesimal por ρ = δr. Então,
adotando a notação r = (x1, x2, x3), pode-se escrever

PTδr = 1− i

~
p· δr = 1− i

~

3∑
j=1

pjδxj
.
= 1− i

3∑
j=1

Ixjδxj , onde Ixj =
pj
~
.

Este deslocamento arbitrário por δr pode ser escrito em termos de deslocamentos infinitesimais
ao longo de cada eixo coordenado como

PTδr =

3∏
j=1

PTδxj , sendo PTδxj = 1− iIxjδxj .

18Transformações ativas ou passivas serão novamente abordadas na seção 6.2.1.
19Ver definição 4.23.
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Portanto, basta estudar o comportamento dos operadores de translação unidimensional PTδxj .
Duas aplicações consecutivas de PTδxj rendem a translação

P 2
Tδxj

=
(
1− iIxjδxj

)2
= 1− 2iIxjδxj ,

o que equivale a uma translação infinitesimal de magnitude 2δxj. Após N aplicações sucessivas
deste operador, a translação total na direção xj, Nδxj, será finita, se

ρj
.
= lim
δxj→0

N→∞

Nδxj .

Então, a translação finita ao longo de xj será obtida através do processo de limite

PTρj = lim
δxj→0

N→∞

PNTδxj
= lim
δxj→0

N→∞

(
1− iIxjδxj

)N
= lim
N→∞

[
1− i

(ρj
N

)
Ixj

]N
.

Dado então o conhecido limite exponencial

lim
N→∞

(
1 +

x

N

)N
= ex,

resulta que

PTρj = exp
(
−iρjIxj

)
=⇒ PTρ =

3∏
j=1

PTρj .

Dessa maneira, a translação executada pelo operador PTρj ocorre devido à existência da
quantidade Ixj = pj/~, a qual é denominada o gerador do grupo de translações.

Uma outra relação importante é obtida considerando a aplicação do operador comutador[
xi, PTδxj

]
= xiPTδxj − PTδxj xi

sobre a função de onda. Cada termo separadamente fornece

xiPTδxjψ (r) = xi

(
1− i

~
δxjpj

)
ψ (r) , PTδxj xiψ (r) = xi

(
1− i

~
δxjpj

)
ψ (r)− δxjδijψ (r) ,

resultando [
xi, PTδxj

]
ψ (r) = δxjδijψ (r) .

Mas, do ponto de vista dos operadores,[
xi, PTδxj

]
= − i

~
δxj [xi, pj ] .

Portanto, resulta daí a importante relação de comutação

[xi, pj ] = i~δij . (5.46)

δxj

δxi

Figura 5.1: Translações infinitesimais sucessivas
em diferentes direções.

Por outro lado, a ação do comutador
[
PTδxi , PTδxj

]
resulta em[

PTδxi , PTδxj

]
ψ (r) = − 1

~2
δxiδxj [pi, pj ]ψ (r) .

Entretanto, uma propriedade fundamental das
translações no espaço é que translações suces-
sivas, mesmo em diferentes direções, comutam
entre si. Isto está ilustrado na figura 5.1.
Esta propriedade implica que, necessariamente,[
PTδxi , PTδxj

]
ψ (r) = 0, de onde resulta uma outra

relação de comutação essencial,

[pi, pj ] = 0.
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Isto é, os geradores do grupo de translações comu-
tam. Uma das consequências deste fato é que este
grupo é Abeliano.

Deseja-se agora investigar a ação do operador
PTρ sobre um sistema quantum-mecânico, descrito
pela equação de Schroedinger (5.43). Aplicando o
operador i~∂/∂t sobre ψ′ (r,t),

i~
∂

∂t
ψ′ (r, t) = i~

∂

∂t

[
PTρψ (r, t)

]
= i~PTρ

∂

∂t
ψ (r, t) ,

uma vez que ∂/∂t e ∇ comutam. Mas, de acordo com (5.43), resulta que

i~
∂

∂t
ψ′ (r, t) = PTρHψ (r, t) = PTρHP †Tρψ

′ (r, t) .

Portanto, se
PTρHP †Tρ = H ou, de forma equivalente, se

[
PTρ ,H

]
= 0,

então

i~
∂

∂t
ψ′ (r, t) = Hψ′ (r, t) .

Ou seja, a função transformada ψ′ (r, t) também satisfaz a equação de Schroedinger e é uma
função de onda do sistema.

Se o operador PTρ comuta com o Hamiltoniano, lembrando da dependência do mesmo com o
operador p, segue que [p,H] = 0. Além disso, como PTρ não depende explicitamente do tempo,
resulta que se o sistema físico é invariante frente a todas as translações espaciais, o seu momento
linear é uma constante de movimento, i. e., p é conservado. A mesma lei de conservação é válida
para um sistema clássico.

5.9.1.2 ROTAÇÕES

Da mesma forma como ocorre com as translações, uma rotação pode ser executada dos
pontos de vista passivo ou ativo, sendo estas também discutidas na seção 6.2.1. Uma rotação
no ponto de vista passivo no espaço de configuração consiste na aplicação de um operador
R ∈ R, sendo R representado por matrizes dos grupos SO (3) ou SO (2).

Como um exemplo simples, considera-se um rotação (passiva) do sistema de coordenadas em
torno de um dos eixos coordenados, por exemplo, em torno do eixo x. O operador Rx (θ) ∈ SO (2)
que executa esta transformação é representado por (seção 6.5.2)

Rx (θ) =

1 0 0
0 cos θ sen θ
0− sen θ cos θ

 , R−1
x (θ) =

1 0 0
0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ

 ,

juntamente com o operador inverso R−1
x (θ). Após a aplicação de Rx (θ), as coordenadas de um

ponto no E3, representadas pelo vetor coluna r =
(
x y z

)T
, passam a ser dadas por

r′ = Rx (θ) r.

O grupo de operadores PR, isomórfico a R, tem seus elementos dados pelo mapeamento
(5.44), de tal forma que PRx(θ) ∈ PR é o operador que executa a rotação (do ponto de vista ativo)
das funções das coordenadas que compensa a ação de Rx (θ). O exemplo a seguir ilustra a
diferença nas ações destes operadores.

Exemplo 5.8 (Orbitais p do átomo de hidrogênio). Sabe-se da solução da equação de Schroe-
dinger para o átomo de hidrogênio que as funções de onda correspondentes aos orbitais p podem
ser escritas nas formas px (r) = xϕ (r), py (r) = yϕ (r) e pz (r) = zϕ (r), sendo ϕ (r) uma função de
r = |r|, isotrópica em r. Estas funções são tais que px (r) está orientada ao longo do eixo x, py ao
longo de y e pz ao longo de z, conforme está ilustrado na figura 5.2.
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Figura 5.2: Representações gráficas dos orbitais atômicos px, py e pz.

Exemplo. Suponha agora que uma rotação de 90◦ em torno do eixo x (sentido anti-horário) é
executada. Do ponto de vista passivo, esta transformação é tal que

r → r′ =⇒ r→ r′ =

1 0 0
0 0 1
0−1 0

xy
z

 =

 x
z
−y

 =⇒


x′ = x

y′ = z

z′ = −y.

Lembrando que [
R−1
x

(π
2

)]
r =

1 0 0
0 0−1
0 1 0

xy
z

 =

 x
−z
y

 ,

de acordo com (5.44), a ação de PRx(θ) sobre uma função f (x, y, z) resulta em

PRx(π2 )f (x, y, z) = PRx(π2 )f (r) = f
[
R−1
x

(π
2

)
r
]

= f (x,−z, y) .

Portanto, se o operador PRx(π2 ) atuar sobre os orbitais p, os resultados serão

p′x = PRx(π2 )px = PRx(π2 ) [xϕ (r)] = xϕ (r) = px

p′y = PRx(π2 )py = PRx(π2 ) [yϕ (r)] = −zϕ (r) = −pz

p′z = PRx(π2 )pz = PRx(π2 ) [zϕ (r)] = yϕ (r) = py,

uma vez que r =
√
x2 + y2 + z2 é invariante frente a esta rotação. Nota-se na figura 5.2 que os

contornos destes orbitais são rotados no sentido horário por 90◦ em torno do eixo x, compen-
sando a rotação dos eixos coordenados.

A forma explícita do operador PRx(θ) pode ser obtida considerando inicialmente a matriz R−1
1

para uma rotação infinitesimal δθ sobre as coordenadas r =
(
x1 x2 x3

)T
, em torno do eixo x1:

R−1
1 (δθ) =

1 0 0
0 1 −δθ
0 δθ 1

⇐⇒ r′ = R−1
1 (δθ) r⇒ x′i =

3∑
j=1

(δij − ε1ijδθ)xj , (i = 1, 2, 3) ,

sendo εijk o símbolo de Levi-Civita.20 Então, a ação de PR1(δθ) sobre a função de onda ψ (r) ≡
ψ (x1, x2, x3) ≡ ψ ({xj}) resulta em

ψ′ ({xj}) = PR1(δθ)ψ ({xj}) = ψ
({
x′j
})
.

Desenvolvendo ψ
({
x′j
})

em uma série de Taylor em termos de δθ,

ψ
({
x′j
})

= ψ ({xj}) +
d

dθ
ψ
({
x′j
})
δθ = ψ ({xj}) +

[
3∑
k=1

∂

∂xk
ψ ({xj})

dx′k
dθ

]
δθ

= ψ ({xj})−
3∑

k,`=1

ε1k`x`
∂ψ

∂xk
δθ =

(
1− i

~
L1δθ

)
ψ ({xj}) ,

20Seção 6.1.2.
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sendo

L1 =

3∑
j,k=1

ε1jkxjpk = −i~
3∑

j,k=1

ε1jkxj
∂

∂xk

a componente na direção x1 do operador quantum-mecânico associado ao momento angular.
Portanto,

PR1(δθ) = 1− i

~
L1δθ

.
= 1− iIL1δθ, sendo IL1 =

L1

~
.

Uma rotação finita por θ é então obtida via

θ = lim
δθ→0
N→∞

Nδθ

e pela aplicação do operador PR1(θ), dado por

PR1(θ) = lim
δθ→0
N→∞

PNR1(δθ) = lim
N→∞

[
1− i

(
θ

N

)
IL1

]N
= exp (−iIL1θ) .

Ou seja, IL1 = L1/~ é o gerador do grupo de rotações (ativas) em torno de x1.
Portanto, rotações no espaço de configuração aplicadas a um sistema físico estão relaciona-

das com o momento angular desse sistema, da mesma forma que translações estão relacionadas
com o momento linear. Também de forma equivalente, a invariância de um sistema físico frente a
uma rotação arbitrária no espaço de configuração, em torno de um eixo xi, implica na conservação
de seu momento angular nesta direção, uma vez que o operador Li irá comutar com o Hamiltoni-
ano.

Retornando brevemente ao grupo de rotações passivas em torno do eixo x1, composto pelas
matrizes R1 (θ) ∈ SO (2), é possível obter-se também o seu gerador. Para tanto, considera-se a
rotação infinitesimal implementada por

R1 (δθ) =

1 0 0
0 1 δθ
0−δθ 1

 .

Então,

r′ = R1 (δθ) r =⇒ x′i =

3∑
j=1

(δij + ε1ijδθ)xj , (i = 1, 2, 3) ,

uma vez que
R1 (δθ) = R−1

1 (−δθ) .

A partir de R1 (δθ), deseja-se escrever o operador que executa uma rotação arbitrária R1 (θ)
na forma

R1 (θ) = exp (iM1θ) = I3 + iM1θ + · · · ,

onde I3 é a matriz identidade e M1 é uma matriz 3 × 3 a ser determinada. Realizando o limite
θ → δθ, observa-se que

R1 (δθ) = I3 + iM1δθ =⇒ M1 =
1

iδθ
[R1 (δθ)− I3] =

0 0 0
0 0−i
0 i 0

 ,

a qual pode ser escrita como
M1 = 0⊕ σ2,

onde 0 = 0 é a matriz 1× 1 nula e

σ2 =

(
0−i
i 0

)
é uma das matrizes de Pauli. Portanto, as matrizes de Pauli são os geradores do grupo SO (2).
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5.9.1.3 DESLOCAMENTO TEMPORAL

Um último exemplo de operador de transformação consiste em realizar um deslocamento
temporal sobre a função de onda. Esta transformação é realizada por um operador PTτ ∈ PR tal
que

PTτψ (r,t) = ψ′ (r,t) = ψ (r,t− τ) .

Desenvolvendo a função ψ (r,t− τ) em uma série de Taylor em torno de t, é fácil concluir que

PTτ = exp

(
−τ ∂

∂t

)
.

Porém, de acordo com a equação de Schroedinger (5.43), observa-se que

PTτ = exp

(
iτ
H
~

)
.

Este resultado mostra também que PTτ é um operador unitário, uma vez que o Hamiltoniano é
Hermitiano.

Se o sistema físico é invariante frente a qualquer deslocamento temporal, a forma de PTτ
mostra que a energia do mesmo é uma constante de movimento e, também, que este operador
comuta com o Hamiltoniano,

[PTτ ,H] = 0, para todo τ .

Sistemas que possuem essa simetria têm o seu estado descrito por funções de onda ψ = ψ (r)
determinadas pela equação de Schroedinger independente do tempo (5.43)

Hψ (r) = Eψ (r) , (5.47)

onde E é o autovalor de energia e ψ (r) é a autofunção associada a este autovalor. Neste caso, a
evolução temporal da função de onda é determinada simplesmente pela ação de PTτ sobre ψ (r):

Ψ (r, t) = PTtψ (r) = ψ (r) eiEt/~.

5.9.2 O GRUPO DO HAMILTONIANO

Os exemplos anteriores destacaram alguns operadores de transformações que podem ser
aplicados à função de onda ψ (r, t), como solução da equação de Schroedinger (5.43). Observou-
se que se essas transformações são isométricas para o sistema físico, os operadores comutam
com o Hamiltoniano e seus geradores (que são também observáveis do sistema) são constantes
de movimento.

O Hamiltoniano, por si próprio, é um funcional de vários parâmetros do sistema, tais como
posição, tempo, momento linear, momento angular, etc. A sua forma funcional específica reflete
a simetria do sistema físico cuja dinâmica o mesmo está descrevendo.

Por exemplo, para uma única partícula com massa m movimentando-se sob a energia poten-
cial V , o Hamiltoniano é

H = − ~
2

2m
∇2 + V.

O Laplaciano ∇2 é invariante frente as transformações ortogonais do sistema de referências, i. e.,
frente ao grupo O (3) que compreende as rotações próprias ou impróprias, e também invariante
frente as translações espaciais. Por sua vez, o potencial V pode apresentar as mesmas simetrias
ou outras. Se a partícula se movimenta sob um campo de forças centrais, então V = V (r) e
o potencial também é invariante frente o O (3). Em consequência, o Hamiltoniano H como um
todo apresenta a simetria rotacional. Por outro lado, se a partícula encontra-se sob a ação de
um potencial periódico, como o de uma rede cristalina, V é invariante frente as translações de
algum grupo de isometrias espaciais.

A partir deste ponto, serão considerados sistemas para os quais o tempo é uma constante
de movimento e que, portanto, têm sua dinâmica determinada pela equação de Schroedinger
independente do tempo (5.47).

Seja então ψ (r) uma função de onda determinada por Hψ = Eψ, onde E é a energia do
sistema. Seja agora PR um operador que atua sobre a função de onda ψ (r) e o qual corresponde a
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uma determinada transformação de coordenadas (no sentido amplo) R, através do mapeamento
(5.44). Considera-se a transformação

ψ′ (r) = PRψ (r) .

Aplicando o Hamiltoniano na relação acima, obtém-se

Hψ′ (r) = HPRψ (r) .

Por outro lado, como sempre existe a transformação inversa P−1
R tal que P−1

R PR = PRP
−1
R = 1,

pode-se escrever
Hψ′ (r) = PRP

−1
R HPRψ (r) = PRH′ψ (r) ,

onde H′ é o Hamiltoniano transformado por H′ = P−1
R HPR. Entretanto se R,R−1 são isometrias

do sistema físico, então o Hamiltoniano é invariante frente a PR, P
−1
R , ou seja, H′ = H. Em

consequência,
PRH = HPR =⇒ [PR,H] = 0;

ou seja, o operador PR comuta com o Hamiltoniano. Retornando, segue então de (5.47) que

Hψ′ (r) = HPRψ (r) = PRHψ (r) = EPRψ (r) .

Do desenvolvimento acima, seguem então que:

1. Se R é uma isometria do sistema físico, então H é invariante frente a ação de PR.

2. Como H é invariante frente a PR, segue que [PR,H] = 0.

3. Como PR comuta com H, segue que

ψ′ (r) = PRψ (r)

também é autofunção de H para o mesmo autovalor de energia E, pois

Hψ′ = H (PRψ) = E (PRψ) = Eψ′.

4. Como ψ′ = PRψ está associada ao mesmo autovalor E, segue que ψ (r) e ψ′ (r) são autofun-
ções degeneradas.

Assumindo que as simetrias do sistema físico e, portanto, do Hamiltoniano, são conheci-
das, então é em princípio possível determinar-se um conjunto de operadores que executam as
transformações correspondentes a essas simetrias. Todos esses operadores comutam com H e
formam o denominado grupo do Hamiltoniano (PH). Este conjunto de operadores de fato forma
um grupo frente a operação de concatenação de transformações porque: (i) a transformação
trivial PR = 1 é o elemento identidade deste grupo; (ii) para todo operador de transformação
existe o elemento inverso que executa a transformação inversa; (iii) o produto de dois operadores
quaisquer também é uma transformação que comuta com H e (iv) a ação de operadores lineares
é sempre associativa.

Diversas propriedades importantes do grupo do Hamiltoniano serão agora discutidas.

5.9.2.1 DEGENERESCÊNCIA NORMAL OU ACIDENTAL

Dado um certo sistema físico o qual tem associado o Hamiltoniano H e sejam ψ (r) e E
respectivamente a autofunção e o autovalor de energia determinados por H através de (5.47).
Seja PH o grupo do Hamiltoniano H. Todo PR ∈ PH satisfaz a relação de comutação [PR,H] = 0
e gera uma nova autofunção ψ′ (r) degenerada a ψ (r) ao mesmo autovalor E através da ação
ψ′ (r) = PRψ (r).

Pela aplicação de todos os elementos de PH a ψ (r) cria-se um conjunto de autofunções de-
generadas ao mesmo autovalor E. Em outras palavras, a aplicação de todas as operações de
simetria que comutam com o Hamiltoniano gera um conjunto de estados físicos, todos com o
mesmo valor de energia. Se este procedimento gerar todas as autofunções degeneradas a E,
esta degenerescência é dita normal ou essencial. Se existir alguma outra função de onda com
o mesmo valor de energia, mas que não é gerada pelas operações de simetria do sistema, esta
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degenerescência é dita acidental, no sentido de que se trata de uma degenerescência sem uma
origem evidente a partir das simetrias conhecidas do sistema.

A existência de degenerescências acidentais pode estar ligada a simetrias ocultas no sistema
e que não são aparentes no Hamiltoniano. Neste caso, a presença de degenerescências acidentas
pode indicar que grupo do Hamiltoniano não está completo. Outra razão para a sua ocorrência
está ligada a determinadas combinações dos parâmetros físicos do sistema que levam dois ou
mais níveis de energia, usualmente distintos, a se cruzarem nesta particular combinação. A pre-
sença de degenerescências acidentais também pode resultar em quantidades físicas conservadas
adicionais, relacionadas às mesmas.

Este fato já fica aparente com as autofunções e autovalores do átomo de hidrogênio. Supondo
que o grupo de simetria do sistema é o O(3), uma vez que o potencial é central, a degenerescência
entre as diferentes autofunções de um mesmo orbital atômico é normal: dada a autofunção px,
as outras funções podem ser obtidas por rotações de coordenadas. Por outro lado, a degeneres-
cência entre as autofunções de diferentes orbitais com o mesmo autovalor de energia (orbitais 2s
e 2p, por exemplo) deve ser considerada acidental. Isto ocorre porque existem simetrias ocultas
no Hamiltoniano do átomo de hidrogênio. De fato, a degenerescência das suas funções de onda
se torna normal quando um outro operador que comuta com o Hamiltoniano é considerado.
Esse outro operador é usualmente o vetor de Runge-Lenz

A =
1

2
(p× L−L× p)− kmr

r
,

onde k é a constante de unidade na Lei de Coulomb. A comutação do operador de Runge-Lenz
com o Hamiltoniano mostra que o grupo do átomo de hidrogênio tem as suas simetrias descritas
por um grupo superior ao O(3).

5.9.2.2 REPRESENTAÇÕES DE PH

Assume-se agora que um dado autovalor E = En de H seja `n vezes degenerado
(
`n = 1, 2, . . .

)
,

excluindo quaisquer degenerescências acidentais. O índice n = 1, 2, . . . passa a ser adotado para
se distinguir os distintos autovalores de energia e a quantidade `n é denominada a ordem da
degenerescência. Selecionando aquelas autofunções de H que são também degeneradas ao
autovalor En, pode-se formar a partir destas o conjunto de autofunções degeneradas dado por

Ψn =
{
ψ

(n)
1 , . . . , ψ

(n)
`n
| Hψ(n)

ν = Enψ
(n)
ν , (n = 1, 2, . . . ; ν = 1, . . . , `n)

}
.

A partir deste ponto, será empregada a notação ψ
(n)
ν (r) para identificar a ν-ésima autofunção

pertencente ao conjunto Ψn, formado pelos autovetores degenerados à energia En.
As funções em Ψn formam um subespaço do espaço de Hilbert H ao qual as autofunções de H

pertencem21 e, portanto, sempre é possível determinar um conjunto de funções que sejam tanto
LI quanto ortonormais através de combinações lineares de funções em Ψn, via algum processo
de ortogonalização como o de Gram-Schmidt. Ou seja, a partir das autofunções em Ψn sempre
é possível se formar uma base em um subespaço, de dimensão menor ou igual a `n, do espaço
de Hilbert H .

A importância que os subespaços formados pelas bases em Ψn possuem está no fato de que
estes são subespaços invariantes de H com relação ao grupo PH.22 Estes subespaços devem ser
invariantes porque a aplicação de qualquer operador em PH em uma dada autofunção ψ(n)

ν ∈ Ψn

deve, necessariamente, gerar outra outra autofunção ψ
′(n)
ν associada ao mesmo autovalor En e

pertencente ao conjunto Ψn. Portanto, o espaço de Hilbert H ao qual todas as soluções de (5.47)
pertencem pode ser contruído a partir da soma direta

H =
⊕

n=1,2,...,

Hn = H1 ⊕H2 ⊕ · · · ,

sendo Hn o subespaço formado pela base em Ψn.
Será assumido então que as autofunções ψ

(n)
ν (r) ∈ Ψn (com |Ψn| = `n) formam uma base

ortonormal do subespaço Hn. Considera-se agora um operador PR ∈ PH, o qual corresponde
à transformação de coordenadas R via o mapeamento (5.44). É sempre possível construir uma

21Ver teorema 4.2
22Ver definição 4.16
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representação para PR ↔ R. De acordo com a discussão realizada na seção 5.2.2, esta repre-
sentação é obtida a partir da aplicação de PR sobre ψ(n)

ν (r), da qual resulta a função ψ′ (r) que
descreve um outro estado físico do sistema com a mesma energia. A função ψ′ (r) pode sempre
ser decomposta em termos dos vetores da base Ψn, resultando, dessa maneira,

ψ′ (r) = PRψ
(n)
ν =

`n∑
µ=1

ψ(n)
µ

〈
ψ(n)
µ , PRψ

(n)
ν

〉
=

`n∑
µ=1

ψ(n)
µ Γ(n)

µν (R) , (5.48a)

sendo
Γ(n)
µν (R)

.
=
〈
ψ(n)
µ , PRψ

(n)
ν

〉
; Γ(n) (R)

.
=
[
Γ(n)
µν (R)

]
(`n × `n) (5.48b)

a representação de PR na base Ψn.
O conjunto

Γ(n) (H) =
{

Γ(n) (R) , ∀PR ∈ PH
}

(5.48c)

forma, portanto, uma representação de dimensão `n do grupo do Hamiltoniano H. Estas repre-
sentações são necessariamente irredutíveis, uma vez que a aplicação de qualquer PR ∈ PH sobre
qualquer ψ(n)

ν sempre vai resultar em um vetor contido em Hn (por este ser invariante); pela
mesma razão, nunca será possível representar PRψ

(n)
ν pela soma direta de matrizes menores.

Uma demonstração de que Γ(n) (H) é irredutível segue da seguinte maneira. Supõe-se que a
representação Γ(n) (H), obtida a partir do conjunto Ψn seja redutível. Então Hn é dado pela soma
direta de pelo menos dois subespaços menores. Existe então uma matriz S unitária que executa
uma transformação de similaridade, correspondente a uma mudança de base Ψn → Φn, que irá
colocar cada matriz em Γ(n) (H) na forma bloco-diagonal. Isto implica que agora o resultado da
aplicação de PR ∈ PH a qualquer nova autofunção ϕ(n) ∈ Φn corresponderá a uma combinação
linear que contém somente autofunções de seu subespaço e nenhuma dos complementares em
Hn. Isto significa que PRϕ

(n) é degenerado ao mesmo resultado obtido a partir de qualquer
outro subespaço complementar e, portanto, a degenerescência em En é acidental, contrariando
a hipótese inicial de que a degenerescência é normal. Portanto, a representação Γ(n) (H) não
pode ser redutível; ela deve ser necessariamente irredutível.

Pode-se repetir aqui a demonstração de que Γ(n) (H) de fato forma uma representação de
PH. Dadas as transformações R,S ∈ R, com os correspondentes operadores PS , PR ∈ PH, então
SR←→ PSR = PSPR. Dado agora qualquer ψ(n)

ν ∈ Ψn, a representação de PSR na base Ψn é então

PSRψ
(n)
ν = PSPRψ

(n)
ν = PS

`n∑
κ=1

ψ(n)
κ Γ(n)

κν (R)

=

`n∑
κ=1

(
PSψ

(n)
κ

)
Γ(n)
κν (R) =

`n∑
κ,λ=1

ψ
(n)
λ Γ

(n)
λκ (S) Γ(n)

κν (R)

=

`n∑
λ=1

ψ
(n)
λ

[
Γ(n) (S) Γ(n) (R)

]
λν
.

Ou seja,

PSRψ
(n)
ν =

`n∑
λ=1

ψ
(n)
λ Γ

(n)
λν (SR) =⇒ Γ(n) (SR) = Γ(n) (S) Γ(n) (R) ,

mostrando que Γ(n) (H) é de fato uma representação de PH.
Portanto, conclui-se que o conjunto das `n autofunções ψ

(n)
ν (r) que descrevem estados dege-

nerados de energia En consistem nas funções de base que formam uma representação irredutível
`n-dimensional Γ(n) (H) do grupo do Hamiltoniano.

Pode-se mostrar facilmente que esta representação é também unitária, se a base Ψn for for-
mada por autofunções ortonormais e se os elementos de PH forem operadores unitários com um
parâmetro contínuo. Conforme mencionado nos exemplos apresentados no início desta seção, os
operadores que formam o grupo PH atuam sobre as funções de onda e como estas, por sua vez,
descrevem estados físicos (mensuráveis) do sistema, é assumido então que os membros de PH
sejam expressos em termos de operadores Hermitianos (como os momentos linear ou angular),
pois somente neste caso pode-se garantir que o valor esperado do observável seja real.23 Esses

23Ver discussão na seção 5.2.1.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 06/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 5. Teoria de Representações de Grupos 221

operadores Hermitianos servirão de geradores infinitesimais dos grupos de transformação e se
esses grupos possuírem somente um parâmetro livre, é sempre possível escrever os elementos
de PH como operadores unitários.

Demonstração. Emprega-se a definição usual do produto interno de dois vetores de um espaço
de Hilbert H complexo, sendo que estes vetores são funções das coordenadas do espaço Eucli-
deano E3. Neste caso, dados ψ,ϕ ∈H , o seu produto interno é

〈ψ,ϕ〉 =

ˆ
d3r ψ∗ϕ.

Dados agora os autovetores ψ(n)
µ , ψ

(n)
ν ∈ Ψn, como a base é ortonormal, resulta que〈

ψ(n)
µ , ψ(n)

ν

〉
=

ˆ
d3r ψ(n)∗

µ ψ(n)
ν = δµν .

Como o Hamiltoniano é Hermitiano, um operador PR ∈ PH sempre pode ser construído de
forma que este seja unitário. Neste caso, de acordo com o teorema 4.22,〈

ψ(n)
µ , ψ(n)

ν

〉
=
〈
PRψ

(n)
µ , PRψ

(n)
ν

〉
= δµν .

Este resultado pode ser compreendido interpretando a ação de PR como uma “rotação genérica”
das coordenadas que não altera o produto interno. Então,

δµν =
〈
PRψ

(n)
µ , PRψ

(n)
ν

〉
=

〈
`n∑
κ=1

ψ(n)
κ Γ(n)

κµ (R) ,

`n∑
λ=1

ψ
(n)
λ Γ

(n)
λν (R)

〉

=

`n∑
κ,λ=1

〈
ψ(n)
κ , ψ

(n)
λ

〉
Γ(n)∗
κµ (R) Γ

(n)
λν (R) =

`n∑
κ=1

Γ(n)∗
κµ (R) Γ(n)

κν (R)

=

`n∑
κ=1

Γ(n)†
µκ (R) Γ(n)

κν (R) =
[
Γ(n)† (R) Γ(n) (R)

]
µν
.

Ou seja,
Γ(n)† (R) Γ(n) (R) = I`n

e a representação é unitária.

A relação entre a ortonormalidade das funções de base e a unitariedade da representação
Γ(n) (H) discutida acima também pode ser considerada no sentido inverso. Supondo que Ψn seja
formado por autofunções linearmente independentes, será mostrado agora que se os elementos
do grupo PH forem operadores unitários então as autofunções serão necessariamente ortogonais
entre si.

Demonstração. Sejam as autofunções ψ
(n)
ν ∈ Ψn e ψ

(m)
µ ∈ Ψm, associadas respectivamente aos

autovalores En e Em. Seja também PR ∈ PH um operador unitário. O produto interno destas
funções satisfaz, portanto, a identidade〈

ψ(m)
µ , ψ(n)

ν

〉
=
〈
PRψ

(m)
µ , PRψ

(n)
ν

〉
.

Introduzindo a representação para PR dada por (5.48), resulta〈
ψ(m)
µ , ψ(n)

ν

〉
=

〈
`m∑
κ=1

ψ(m)
κ Γ(m)

κµ (R) ,

`n∑
λ=1

ψ
(n)
λ Γ

(n)
λν (R)

〉

=

`m∑
κ=1

`n∑
λ=1

Γ(m)∗
κµ (R) Γ

(n)
λν (R)

〈
ψ(m)
κ , ψ

(n)
λ

〉
.

Observa-se que o lado esquerdo da identidade acima não depende de PR. Então, o mesmo
produto interno à esquerda ocorrerá para todos os elementos de PH. Somando todas as equações
correspondentes a todos os elementos do grupo, resulta

g
〈
ψ(m)
µ , ψ(n)

ν

〉
=

`m∑
κ=1

`n∑
λ=1

∑
PR∈PH

Γ(m)∗
κµ (R) Γ

(n)
λν (R)

〈
ψ(m)
κ , ψ

(n)
λ

〉
,
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onde g = |PH| será assumido finito, por enquanto.
Segundo o teorema 5.1, as representações de PR em Hn e Hm ou são unitárias ou podem

se tornar unitárias frente a transformações de similaridade, que correspondem a mudanças de
base em Ψn e Ψm. Portanto, de acordo com o grande teorema da ortogonalidade 5.2, resulta
então 〈

ψ(m)
µ , ψ(n)

ν

〉
=

1

`n
δnmδµν

`m∑
κ=1

`n∑
λ=1

δκλ

〈
ψ(m)
κ , ψ

(n)
λ

〉
. (5.49a)

O resultado acima mostra que se n 6= m e/ou µ 6= ν,〈
ψ(m)
µ , ψ(n)

ν

〉
= 0,

(
n 6= m

µ 6= ν

)
. (5.49b)

Ou seja, as propriedades do grupo PH mostram que as autofunções ψ
(m)
µ e ψ

(n)
ν são necessa-

riamente ortogonais quanto estas estão associadas a distintos autovalores de energia ou são
distintas autofunções do mesmo autovalor En. Por outro lado, se m = n e µ = ν,〈

ψ(n)
ν , ψ(n)

ν

〉
=

1

`n

`n∑
κ,λ=1

δκλ

〈
ψ(n)
κ , ψ

(n)
λ

〉
=

1

`n

`n∑
κ=1

〈
ψ(n)
κ , ψ(n)

κ

〉
.

Ou seja, obtém-se a seguinte relação entre as normas das autofunções:∥∥∥ψ(n)
ν

∥∥∥2

=
1

`n

`n∑
κ=1

∥∥∥ψ(n)
κ

∥∥∥2

, ∀ν.

Mas, somando ambos os lados sobre o índice ν = 1, . . . , `n, conclui-se que, necessariamente,∥∥∥ψ(n)
ν

∥∥∥ =
∥∥∥ψ(n)

κ

∥∥∥ , (1 6 ν, κ 6 `n) . (5.49c)

Ou seja, todas as autofunções em Ψn possuem a mesma norma.

Embora as conclusões acima tenham sido obtidas supondo que PH é finito, as mesmas valem
também para grupos do Hamiltoniano contínuos e compactos. Este resultado é importante
porque demonstra a ortogonalidade das autofunções, mesmo que estas sejam degeneradas na
energia. Este resultado foi obtido de uma forma genérica, empregando somente as propriedades
de simetria do sistema físico. A bem conhecida ortogonalidade das autofunções do átomo de
Hidrogênio, tanto dentro de um orbital quanto entre diferentes orbitais, é um exemplo deste
resultado.

5.9.2.3 TEORIA DE GRUPOS E “BONS” NÚMEROS QUÂNTICOS

Em mecânica quântica, um “bom” número quântico é aquele número/índice (ou conjunto de
números/índices) que identificam os diferentes autovalores de observáveis que são constantes
de movimento. Uma condição necessária e suficiente para tanto ocorre se o operador associado
ao observável comutar com o Hamiltoniano, pois neste caso o valor esperado do observável será
constante.

A teoria de representações de grupos oferece uma relação direta entre as irreps do grupo
do Hamiltoniano e bons números quânticos. De acordo com a discussão realizada na seção
anterior, a representação de qualquer PR ∈ PH é obtida a partir de uma dada autofunção ψ

(n)
ν ∈

Ψn via as expressões (5.48). Estas expressões mostram que ψ(n)
ν está sempre relacionada com a

ν-ésima coluna de qualquer matriz do conjunto Γ(n) (H), que forma a n-ésima irrep do grupo do
Hamiltoniano. Estabelece-se então a correspondência ψ

(n)
ν ! Γ

(n)
µν (H) e diz-se que ψ(n)

ν pertence
à (ou que se transforma de acordo com a) ν-ésima coluna da n-ésima representação irredutível
de PH.

Caso fosse realizada uma mudança de base Ψn → Ψ′n em Hn através da relação24

ψ(n)′
ν =

`n∑
µ=1

ψ(n)
µ Aµν ⇐⇒ ψ(n)

ν =

`n∑
µ=1

ψ(n)′
µ A−1

µν ,

24Ver seção 4.3.1.
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onde ψ
(n)
ν ∈ Ψn, ψ(n)′

µ ∈ Ψ′n e A = [Aµν ] : (`n × `n) uma matriz não singular, então, para todo
PR ∈ PH,

PRψ
(n)′
ν =

`n∑
µ=1

PRψ
(n)
µ Aµν

(5.48)
=

`n∑
µ,κ=1

ψ(n)
κ Γ(n)

κµ (R)Aµν

=

`n∑
µ,κ,λ=1

ψ
(n)′
λ A−1

λκΓ(n)
κµ (R)Aµν =

`n∑
λ=1

ψ
(n)′
λ

[
A−1Γ(n) (R) A

]
λν

=

`n∑
λ=1

ψ
(n)′
λ Γ

(n)′
λν (R) ,

onde
Γ(n)′ (R)

.
= A−1Γ(n) (R) A

é a representação de PR na base Ψ′n.
Contudo, esta relação nada mais é senão a transformação de similaridade (5.5); ou seja,

Γ(n)′ (R) é equivalente a Γ(n) (R). Além disso, ψ(n)′
ν também se transforma de acordo com a ν-

ésima coluna de Γ(n)′ (R). Portanto, a menos de uma transformação de similaridade, existe uma
única representação irredutível do grupo do Hamiltoniano correspondente a cada autovalor de
energia.

Um conjunto de autofunções pode sempre ser classificado ou identificado de uma única
maneira, de acordo com a representação irredutível à qual pertence. Desta forma, a teoria de
representações de grupos fornece os “bons números quânticos” para a dinâmica do sistema
físico através dos índices relacionados ao autovalor de energia (n) e à coluna da irrep Γ(n) (H).
A degenerescência (normal) do autovalor é simplesmente a dimensionalidade da representação.
Caso seja possível calcular as dimensionalidades de todas as irreps do grupo do Hamiltoniano,
as ordens das degenerescências (normais) serão automaticamente obtidas.

Se ocorrerem degenerescências acidentais associadas a um dado autovalor En, as distintas
bases dos subespaços invariantes correspondentes podem ser facilmente distinguidas, bastando
para isso introduzir um índice adicional. Dessa forma, a base

Ψpn
.
=
{
ψ(n)
pν (r) | Hψ(n)

pν = Epnψ
(n)
pν , (n = 1, 2, . . . ; p = 1, 2, . . . ; ν = 1, . . . , `n;E1n = E2n = · · · )

}
é formada por autofunções tais que uma dada ψ

(n)
pν ∈ Ψpn é a autofunção que se transforma de

acordo com a ν-ésima coluna da n-ésima irrep de PH que ocorre pela p-ésima vez na distribuição
de níveis de energia do sistema físico. Nesta situação, é adequado identificar os autovalores por
Epn e os bons números quânticos serão portanto {p, n, ν}.

Esta discussão também implica que uma perturbação aplicada ao sistema físico somente
poderá quebrar degenerescências se, e somente se, a sua inclusão no Hamiltoniano reduzir o
grupo de simetria do sistema, alterando assim as suas representações irredutíveis.

Exemplo 5.9. Um exemplo simples, envolvendo um grupo PH finito, consiste em um elétron
movendo-se sob o potencial de três prótons localizados nos vértices de um triângulo equilátero.

Neste caso, o sistema físico claramente possui as isometrias do triângulo, discutidas pela
primeira vez nos exercícios 3.10 e 3.11. Estas isometrias formam o grupo C3v, isomórfico ao S3 e
que possui três representações irredutíveis (exercício 5.1), de dimensões 1, 1 e 2, apresentadas
na tabela 5.1.

Portanto, este sistema possui somente 3 (três) autoestados de energia, sendo que os dois
primeiros são não degenerados e o terceiro é duplamente degenerado. De acordo com (5.48), a
autofunção do estado E1

(
ψ

(1)
1 (r)

)
permanece invariante frente a todas as operações de simetria

do grupo, uma vez que estas são operacionalizadas por Γ(1) (S3). Por outro lado, a autofunção
do estado E2

(
ψ

(2)
1 (r)

)
, em ações são descritas por Γ(2) (S3), permanece invariante frente as rota-

ções próprias, operadas por {I, π4, π5}S3 ≡
{
E,C2

3 , C3

}
C3v

, mas muda de sinal frente as rotações
impróprias {π2, π3, π6}S3 ≡ {σv16, σv35, σv24}C3v . Finalmente, as duas autofunções do estado E3 são
transformadas de acordo com Γ(3) (S3):

Pπiψ
(3)
ν =

2∑
µ=1

ψ(3)
µ Γ(3)

µν (πi) ,

(
i = 1, . . . , 6

ν = 1, 2

)
;
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ou seja, ψ(3)
ν transforma-se de acordo com a ν-ésima coluna de Γ(3) (S3). Por exemplo, uma

reflexão em torno do plano 3− 5 do triângulo (figura 3.5) irá realizar as transformações

ψ
(3)
1,2

Pσv35−−−−→ ψ
(3)′
1,2 : ψ(3)′

ν = Pσv35ψ
(3)
ν =

2∑
µ=1

ψ(3)
µ Γ(3)

µν (σv35) , (ν = 1, 2) ,(
ψ

(3)′
1

ψ
(3)′
2

)
=

1

2

(
ψ

(3)
1 ψ

(3)
2

)( 1 −
√

3

−
√

3 −1

)
=

1

2

(
ψ

(3)
1 −

√
3ψ

(3)
2

−
√

3ψ
(3)
1 − ψ(3)

2

)
.

5.9.3 GRUPOS ABELIANOS E O TEOREMA DE BLOCH

Algumas conclusões importantes já podem ser obtidas para sistemas físicos que possuem
propriedades de simetria que formam grupos Abelianos. Um exemplo de sistema com essa
propriedade é uma rede cristalina, a qual é isométrica frente a algum grupo cristalográfico
espacial.25

Em um grupo Abeliano, cada elemento forma uma classe por si próprio26 e, por consequência,
o número de representações irredutíveis é igual ao número de elementos do grupo. Contudo,
como (5.21) deve sempre ser satisfeita, neste caso

g∑
n=1

`2n = g, sendo g =
∣∣PH∣∣,

e a única possibilidade é `n = 1, para n = 1, 2, . . . , g.
Portanto, um grupo Abeliano de ordem g tem g representações irredutíveis unidimensionais e

um sistema físico cujas isometrias pertencem a esse grupo possui o mesmo número de autoestados
de energia. Um sistema cujo grupo do Hamiltoniano é Abeliano tem seus autoestados descritos
por autofunções todas não degeneradas.

5.9.3.1 GRUPOS CÍCLICOS

Se além de Abeliano, o grupo for também cíclico, então PH =
〈
PA : P gA = I

〉
=
{
PA, P

2
A, . . . , P

g
A =

I
}
, sendo PA o gerador do grupo.
Denotando por Γ (A) = r o valor que representa PA em uma certa irrep de PH, a discussão

realizada ao longo da seção 5.6 mostra que Γ (PmA ) = [Γ (PA)]
m

= rm (m = 2, . . . , g). Em particular,
como Γ (P gA) = Γ (I) = 1, resulta que a quantidade r satisfaz rg = 1. Ou seja, as g irreps de PA são
dadas pelas g raízes da unidade. Assim, pode-se escolher

rg = 1 =⇒ Γ(n) (PA) = rn = e2π(n−1)i/g, (n = 1, . . . , g) ,

sendo que esta escolha foi realizada para que Γ(1) (PA) = 1 seja a irrep trivial.
As irreps de P 2

A são, por conseguinte, obtidas a partir de Γ(n)
(
P 2
A

)
=
[
Γ(n) (PA)

]2
= r2

n =

e4π(n−1)i/g. Assim, para qualquer elemento de PH pode-se escrever

Γ(n) (PmA ) = e2πm(n−1)i/g, (n,m = 1, . . . , g) . (5.50)

Nota-se que com as escolhas aqui realizadas, a irrep trivial corresponde a Γ(1) (PmA ) = 1,
(
m =

1, . . . , g
)
. A tabela 5.4 lista algumas das irreps de PH. A mesma tabela também serve para listar

os caracteres das representações.

5.9.3.2 O TEOREMA DE BLOCH

O teorema de Bloch possui grande importância da dinâmica de uma rede cristalina e pode
ser deduzido facilmente considerando a simetria translacional inerente a estes sistemas. Este
teorema será deduzido agora para uma rede unidimensional, mas o mesmo pode ser estendido
para outras dimensões.

Conforme discutido na seção 3.4.3, em uma dimensão o grupo cíclico de ordem N é o grupo
de simetria do Hamiltoniano para o potencial periódico de uma rede cristalina com N períodos

25Seção 3.4.3.
26Ver página 101.
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Tabela 5.4: Tabela das representações irredutíveis do grupo cíclico de ordem g
〈
PA : P gA = I

α
, sendo ω = e2πi/g.

I PA P 2
A P 3

A · · · P g−1
A

Γ(1) 1 1 1 1 · · · 1
Γ(2) 1 ω ω2 ω3 · · · ω(g−1)

Γ(3) 1 ω2 ω4 ω6 · · · ω2(g−1)

...
...

...
...

...
. . .

...
Γ(g) 1 ω(g−1) ω2(g−1) ω3(g−1) · · · ω(g−1)2

em um anel circular ou em uma rede linear com condições de contorno periódicas, sendo a o
parâmetro de rede. Neste caso, um elemento do grupo translação T é o operador T1, cuja ação
sobre a coordenada x ao longo da rede é

T1x = x′ = x+ a,

ou seja, transladar a origem para a esquerda por uma distância igual ao parâmetro de rede. O
operador inverso é T−1

1 x = x − a e o operador que executa a translação por m 6 N períodos de
rede é simplesmente Tmx = Tm1 x = x+ma, onde, devido às condições de contorno, TNx = TN1 x =
x + Na = x = Ex. Assim, observa-se que T1 é o gerador do grupo de translação, o qual pode ser
descrito por T =

〈
T1 : TN1 = E

〉
.

De acordo com o mapeamento (5.44), o operador PT1 que efetua a transformação correspon-
dente na função de onda é dado por

PT1ψ (x) = ψ
(
T−1

1 x
)

= ψ (x− a) .

Da mesma forma, o operador PTm ↔ Tm tem sua ação dada por PTmψ (x) = ψ
(
T−1
m x

)
= ψ (x−ma) .

Conforme a discussão realizada a respeito das propriedades do grupo do Hamiltoniano, dada
a equação de Schroedinger (5.47) para um potencial periódico, o número total de autovalores
de energia possíveis é igual ao número de representações irredutíveis do grupo PH; ou seja,
E = En, com 1 6 n 6 N . Além disso, como o grupo T é cíclico, todos os autovalores são não
degenerados, pois as irreps são unidimensionais. Finalmente, de acordo com (5.48), a ação de
qualquer operador em T implica na transformação de ψ (x) de acordo com alguma representação
irredutível de PH.

Assim, dada autofunção ψ(n) (x) associada ao autovalor En, esta deve se transformar sob a
ação de PT1 de acordo com a n-ésima irrep de PH. De acordo com (5.50), resulta então

ψ(n) (x− a) = PT1ψ
(n) (x) = Γ(n) (T1)ψ(n) (x) = e2π(n−1)i/Nψ(n) (x) = ωn−1ψ(n) (x) ,

onde o parâmetro ω está na tabela 5.4. Como as irreps na tabela são puramente fases unimo-
dulares, a seguinte propriedade é imediata:∣∣∣ψ(n) (x− a)

∣∣∣2 =
∣∣∣ψ(n) (x)

∣∣∣2 .
Portanto, a forma mais geral para ψ(n) (x) é

ψ(n) (x) = e−iφn(x)un (x) ,

onde φn (x) é uma função real denominada função de fase e un (x) apresenta a periodicidade da
rede: un (x− a) = un (x).

A forma explícita de φn (x) pode ser determinada. Aplicando uma translação qualquer,

PTmψ
(n) (x)

(5.50)
= ωm(n−1)ψ(n) (x) = ωm(n−1)e−iφn(x)un (x) .

Por outro lado,
PTmψ

(n) (x) = ψ(n) (x−ma) = e−iφn(x−ma)un (x) .

Igualando ambos os resultados, conclui-se que a função de fase φn (x) deve satisfazer

φn (x−ma) = φn (x)− 2πm (n− 1)

N
.
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Desenvolvendo φn (x+ma) em uma série de Taylor em torno de x,

φn (x−ma) =

∞∑
r=0

(−m)
r
ar

r!
φ(r)
n (x) = φn (x)−maφ′n (x) +

1

2
m2a2φ′′n (x) + · · · ,

conclui-se que a identidade somente pode ser satisfeita se φ′′n (x) = 0, ou seja, se esta for linear
em x. Obtém-se também que

φ′n (x) =
2π (n− 1)

L
⇒ φn (x) =

2π (n− 1)

L
x+ α,

onde L = Na é a extensão da rede periódica e α é uma constante.
Portanto, definindo a nova quantidade kn = 2π (n− 1) /L, denominada o número de onda, a

forma geral da autofunção é
ψn (x) = e−iknxun (x) .

Este resultado é o teorema de Bloch (unidimensional) e esta forma para ψn (x) é denominada
função de Bloch.

A dedução recém concluída pode ser estendida para uma rede cristalina real (em 3D). Fa-
zendo isso, pode-se mostrar que o número de onda é generalizado para o vetor de onda

kn1,n2,n3 = 2π

3∑
r=1

nr − 1

Nr
br,

onde {br} são os vetores translacionais da rede recíproca. Com isso, a função de Bloch fica
escrita

ψk (r) = e−ik·ruk (r) .

De acordo com a discussão realizada na seção 5.9.2.3, o vetor de onda k é um bom número
quântico para a função de onda de um elétron em um cristal, desde que a simetria translacional
não seja quebrada por alguma perturbação. Neste caso, o vetor de onda aparece relacionado
com o espalhamento do elétron e ~k é o momento de um quantum de vibração da rede.

5.9.4 FUNÇÕES DE BASE PARA REPRESENTAÇÕES IRREDUTÍVEIS

Os exemplos apresentados na seção anterior já dão uma indicação da utilidade da teoria de
representação para obter-se informações importantes a respeito da dinâmica do sistema quando
o seu grupo de simetria for Abeliano.

Serão agora desenvolvidos métodos mais gerais, que irão também fornecer informações im-
portantes quando os estados de energia são degenerados, em cuja situação as representações
irredutíveis possuem dimensões maiores que um. Nesta situação, conforme salientado na dis-
cussão a respeito de bons números quânticos (seção 5.9.2.3), as funções de base dos subespaços
vetoriais necessitam de, no mínimo, dois índices para a sua identificação, um índice para indicar
a representação irredutível à qual pertencem e outro para indicar a coluna (ou linha) dentro da
representação.

Retomando então a nomenclatura introduzida na seção 5.9.2.3, ψ(n)
ν (r) é a função de base

pertencente à ν-ésima coluna da n-ésima irrep. As outras autofunções ψ(n)
µ (r) necessárias para

completar a base da representação são denominadas as parceiras de ψ
(n)
ν (r). Retornando a

(5.48), a ação de qualquer elemento PR do grupo do Hamiltoniano PH sobre ψ
(n)
ν (r) pode ser

expresso com o auxílio das parceiras como

PRψ
(n)
ν =

`n∑
µ=1

ψ(n)
µ Γ(n)

µν (R) ,

sendo `n a ordem da degenerescência do n-ésimo estado de energia. Multiplicando agora ambos
os lados por Γ

(m)∗
µ′ν′ (R) e somando sobre os elementos do grupo, o teorema da ortogonalidade 5.2

fornece

∑
PR∈PH

Γ
(m)∗
µ′ν′ (R)PRψ

(n)
ν =

`n∑
µ=1

∑
PR∈PH

ψ(n)
µ Γ(n)

µν (R) Γ
(m)∗
µ′ν′ (R)
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=
g

`n

`n∑
µ=1

ψ(n)
µ δmnδµµ′δνν′

=
g

`n
δmnδνν′ψ

(n)
µ′ ,

lembrando que g = |PH|.
O resultado acima permite definir o operador de transferência

P(n)

µν

.
=
`n
g

∑
PR∈PH

Γ(n)∗
µν (R)PR, (5.51a)

com o qual pode-se escrever o resultado como

P(k)

µκ
ψ(n)
ν = δnkδνκψ

(k)
µ . (5.51b)

Ou seja, a atuação do operador P(m)

µκ
sobre uma função de base gera um resultado nulo, a não

ser que esta pertença à κ-ésima coluna da k-ésima representação irredutível. Neste caso, se
n = k e ν = κ, resulta que

P(n)

µν
ψ(n)
ν = ψ(n)

µ ,

ou seja, ao se aplicar (5.51a) na função de base ψ
(n)
ν , obteve-se a sua parceira ψ

(n)
µ . Esta pro-

priedade do operador P(n)

µν
fornece um método para se obter todas funções de base de uma dada

irrep conhecendo somente uma delas.
Retornando ao último resultado acima, se µ = ν, resulta que

P(n)

νν
ψ(n)
ν = ψ(n)

ν .

Ou seja, ψ(n)
ν é uma autofunção de P(n)

νν
com autovalor unitário. Esta propriedade permite identi-

ficar de forma única os índices de qualquer função de base e até mesmo se uma dada autofunção
associada a En é de fato uma função de base. Além disso, como P(n)

νν
é um operador linear, qual-

quer combinação de funções pertencentes à ν-ésima coluna de Γ(n), mas oriundas de diferentes
escolhas de bases (tal como aψ

(n)
ν + bψ

′(n)
ν ), também pertencerá às mesmas coluna e representa-

ção. Finalmente, como o autovalor é unitário, o operador é tal que P(n)

νν
P(n)

νν
= P(n)

νν
. Operadores

que possuem esta propriedade são denominados idempotentes.
Com base nas propriedades do operador de transferência, o teorema a seguir pode ser for-

mulado.

Teorema 5.8. Se Γ(1), Γ(2), . . . , Γ(N) são as representações irredutíveis de um grupo de operadores
PR, então qualquer função F no espaço operado por PR pode ser decomposto em uma soma na
forma

F =

N∑
n=1

`n∑
ν=1

f (n)
ν ,

onde f (n)
ν pertence à ν-ésima coluna da n-ésima representação irredutível do grupo.

Demonstração. Considera-se todas as funções F, F ′2, F
′
3, . . . , F

′
g obtidas pelas aplicações de todos

os operadores PR sobre F . Primeiro descarta-se todas as funções que são LD das outras e
ortonormaliza-se as demais (e. g. via o processo de Gram-Schmidt). Denotando o conjunto
resultante por Φ = {F, F2, . . . , Fm} (m 6 g), estas funções formam a base para uma representação
unitária do grupo, identificada por D̂ (H), de tal forma que

PRFk =

m∑
r=1

FrD̂rk (R) , (k = 1, . . . ,m) .

Agora, há duas possibilidades: ou a representação D̂ é irredutível ou não. Se for irredutível,
então Fk pertence à sua k-ésima coluna e o teorema está provado. Se não o for, então existe
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uma matriz não singular S que gera uma transformação de similaridade que irá colocar todas as
matrizes em D̂ na forma bloco-diagonal. Neste caso, as novas funções

F ′′` =

m∑
k=1

FkSk`, (` = 1, . . . ,m)

podem ser escritas como combinações lineares de funções do tipo f
(n)
ν , as quais são as funções

de base das irreps. Usando então a matriz inversa S−1, pode-se finalmente escrever as funções
em Φ (em particular F ) em termos das funções f (n)

ν .

Com base neste teorema, é possível empregar o operador de transferência (5.51a) para a
determinação das funções de base. Como foi constatado que

P(k)

κκ
f (n)
ν = δnkδνκf

(k)
κ , (5.52a)

a aplicação de P(k)

κκ
sobre uma função qualquer F resulta

P(k)

κκ
F = P(k)

κκ

(
g∑

n=1

`n∑
ν=1

f (n)
ν

)
=

g∑
n=1

`n∑
ν=1

P(k)

κκ
f (n)
ν =⇒ P(k)

κκ
F = f (k)

κ . (5.52b)

Assim, P(k)

κκ
atua sobre qualquer função F projetando sua componente ao longo da κ-ésima

coluna da irrep Γ(k). Por esta razão, P(k)

κκ
é denominado operador de projeção.

É importante mencionar que a função f
(n)
ν (r) projetada pelo operador P(n)

νν
aplicado a uma

função arbitrária F (r) está diretamente relacionada à função de base ψ
(n)
ν (r), pertencente à

ν-ésima coluna da irrep Γ(n), por f
(n)
ν (r) = c

(n)
ν ψ

(n)
ν (r), sendo c

(n)
ν ∈ C uma constante a ser

determinada, e. g., pela normalização da autofunção.
Com os recursos deduzidos acima, é possível obter-se as funções de base de qualquer re-

presentação irredutível (por exemplo, Γ(n)). Partindo de uma função F arbitrária, projeta-se
inicialmente a mesma ao longo de uma coluna da irrep, obtendo assim f

(n)
ν (por exemplo). Esta

função é então normalizada, obtendo assim a função de base ψ
(n)
ν adequada. A partir daí, o

uso sistemático do operador de transferência P(n)

µν
irá gerar todas as suas parceiras, uma vez

que P(n)

µν
ψ

(n)
ν = ψ

(n)
µ . O físico americano John Hasbrouck Van Vleck (1899–1980) denominou este

procedimento de máquina geradora das funções de base.
Os resultados recém obtidos requerem o conhecimento total das representações irredutíveis

do grupo do Hamiltoniano. Em algumas situações, este conhecimento é impossível ou muito
difícil de ser obtido. Em comparação, a dedução da tabela de caracteres é mais fácil de ser
obtida, se for aplicado um procedimento semelhante ao discutido na seção 5.6.6. Nesta situação,
ainda é possível obter-se informações a respeito das funções de base, conhecendo os caracteres
da representação. Com este intuito, retorna-se a (5.51a), coloca-se µ = ν e soma-se sobre ν para
obter

P(n) .
=

`n∑
ν=1

P(n)

νν
=
`n
g

∑
PR∈PH

(
`n∑
ν=1

Γ(n)∗
νν (R)

)
PR,

P(n)
=
`n
g

∑
PR∈PH

χ(n)∗ (R)PR, (5.53)

sendo χ(n) (R) o caractere de PR na n-ésima representação irredutível.
A ação de P(n) sobre uma função qualquer das coordenadas pode ser vista a partir de (5.52b),

P(n)

νν
F = f (n)

ν =⇒
∑
ν

P(n)

νν
F =

∑
ν

f (n)
ν =⇒ P(n)

F = f (n),

isto é, a partir de uma função arbitrária, P(n) projeta a parte pertencendo à n-ésima irrep, a
qual consiste na soma das funções de base da mesma. Este resultado, da mesma forma que o
caractere, não é afetado por transformações de similaridade que alteram as funções de base.
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Por sua vez, a ação de P(n) sobre a função f (n) pode ser visualizada a partir de (5.52a),

P(n)

κκ
f (n)
ν = δνκf

(n)
κ =⇒

∑
κ

P(n)

κκ
f (n)
ν =

∑
κ

δνκf
(n)
κ =⇒ P(n)

f (n)
ν = f (n)

ν .

Então,
P(n)

∑
ν

f (n)
ν =

∑
ν

f (n)
ν =⇒ P(n)

f (n) = f (n).

Finalmente, retornando à ação genérica do operador de transferência sobre uma função de
base, dada por (5.51b), fazendo κ = µ e somando sobre µ e k, resulta∑

k

P(k)
ψ(n)
ν = ψ(n)

ν .

Ou seja, ∑
k

P(k)
= PI ,

sendo PI a identidade do grupo do Hamiltoniano.

Exemplo 5.10 (Operador de projeção do grupo C1h). O grupo C1h contém apenas duas ope-
rações (eq. 3.7): a identidade E e a reflexão σh, a qual realiza a transformação σhx = −x. Os
correspondentes operadores que atuam no espaço funcional são PE e Pσh , cujas ações sobre
uma função F (x), de acordo com (5.44), são PEF (x) = F (x) e PσhF (x) = F (−x). A partir agora
da tabela de caracteres do grupo (tabela 5.3), os operadores de projeção do grupo são dados por
(5.53):

P(1)
=

1

2
(PE + Pσh) , P(2)

=
1

2
(PE − Pσh) .

Estes operadores, ao atuarem sobre uma função arbitrária F (x), resultam em

P(1)
F (x) =

1

2
[PEF (x) + PσhF (x)] =

1

2
[F (x) + F (x)] ,

P(2)
F (x) =

1

2
[PEF (x)− PσhF (x)] =

1

2
[F (x)− F (−x)] .

Claramente, as funções resultantes são, respectivamente, par e ímpar frente a uma reflexão,
como seria esperado para estas pertecerem às representações Γ(1) e Γ(2), respectivamente.

Exemplo 5.11 (Funções de base simetrizadas do C3v). Seja uma molécula formada por três
núcleos atômicos puntiformes situados nos vértices de um triângulo equilátero (conforme ilus-
trado na figura 5.3) e por um elétron. Supondo que as funções de onda do elétron ligado sepa-
radamente a cada núcleo, denotadas por ψj (r) (j = a, b, c), correspondam ao estado fundamental
de um átomo monoeletrônico, deseja-se construir as funções de base da molécula a partir das
autofunções atômicas empregando as suas propriedades de simetria, as quais são as isometrias
de um triângulo equilátero.

hh
x

y

a

bc

C

h
Figura 5.3: Molécula formada por três núcleos atô-
micos nos vértices de um triângulo equilátero e um
elétron.
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Seja R = {Rj , j = 1, . . . , 6} o grupo de transformações passivas aplicado às coordenadas das
autofunções. Como este grupo irá realizar transformações somente no plano xy, deixando o
eixo z invariante, existe um isomorfismo natural entre R e o grupo C3v, o qual foi discutido
no exercício 3.10. Por exemplo, sendo R1 o operador que realiza uma rotação do referencial
em torno do eixo z no sentido anti-horário por um ângulo de 120◦, observa-se que R1

∼= C2
3 .

Para verificar isso, se r =
(
x y
)T

é a matriz coluna que contém as coordenadas de um ponto no
sistema, o operador R1 pode ser representado pela matriz de rotação R (2π/3) ∈ SO(2),27 onde

R (θ) =

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
.

Ou seja, chamando α =
√

3/2 e β = 1/2,

r′ = R1r ; r′ = R

(
2

3
π

)
r = Γ(3) (π4) r =

(
−β α
−α−β

)(
x
y

)
=

(
−βx+ αy
−αx− βy

)
.

Dessa maneira, o isomorfismo R ∼= C3v permite estabelecer

R1
∼= C2

3 , R2
∼= C3, R3

∼= σv16, R4
∼= σv24, R5

∼= σv35.

Seja agora PR o grupo de transformações ativas aplicado às autofunções atômicas ψj (r).
Para determinar a ação dos operadores de PR de acordo com o mapeamento (5.44), observa-se

que ψj (x, y, z) = ψ (rj) (j = a, b, c), sendo ra =

√
x2 + (y − h)

2
+ z2, rb =

√
(x− αh)

2
+ (y + βh)

2
+ z2

e rc =

√
(x+ αh)

2
+ (y + βh)

2
+ z2. Como as transformações mantêm a coordenada z invariante,

observa-se que

R−1
1 r = C3r ; r′ = Γ(3) (π5) r =

(
−β −α
α −β

)(
x
y

)
=⇒

{
x′ = −βx− αy
y′ = αx− βy.

Então,

ra → r′a =

√
x′2 + (y′ − h)

2
+ z2 =

√
(−βx− αy)

2
+ (αx− βy − h)

2
+ z2

=

√
(x− αh)

2
+ (y + βh)

2
+ z2 = rb,

rb → r′b =

√
(x+ αh)

2
+ (y + βh)

2
+ z2 = rc,

rc → r′c =

√
x2 + (y − h)

2
+ z2 = ra.

Ou seja, PR1ψa = ψb, PR1ψb = ψc e PR1ψc = ψa e a ação do operador PR1 consiste em rodar a
molécula por um ângulo de 120◦ no sentido horário. Da mesma forma,

R−1
4 r = σv24r ; r′ = Γ(3) (π6) r =

(
β α
α−β

)(
x
y

)
=⇒

{
x′ = βx+ αy

y′ = αx− βy

r′a =

√
(x− αh)

2
+ (y + βh)

2
+ z2 = rb

r′b =

√
x2 + (y − h)

2
+ z2 = ra

r′c =

√
(x+ αh)

2
+ (y + βh)

2
+ z2 = rc.

Portanto,

PR2ψa = ψc PR2ψb = ψa PR2ψc = ψb

PR3ψa = ψa PR3ψb = ψc PR3ψc = ψb

PR4ψa = ψb PR4ψb = ψa PR4ψc = ψc

PR5ψa = ψc PR5ψb = ψb PR5ψc = ψa.

27Ver seção 6.5.2.
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A partir de qualquer uma das autofunções atômicas é possível agora obter as funções de
base simetrizadas para esta molécula. Para tanto, toma-se por exemplo a autofunção ψa (r) e
aplica-se sobre a mesma o operador de projeção (5.52a) P(n)

µµ
= `n

6

∑
Ri

Γ
(n)∗
µµ (Ri)PRi . De acordo

com o teorema 5.8, este procedimento irá fornecer as funções de base do n-ésimo autoestado de
energia da molécula. Como a molécula possui a simetria do triângulo equilátero, conclui-se que:
(i) o número de autoestados de energia da molécula é igual ao número de irreps do grupo C3v e
(ii) a degenerescência de cada autoestado n (= 1, 2, 3) é igual à dimensão da n-ésima irrep do C3v.
Estado n = 1. Para este estado, `1 = 1, correspondendo ao estado fundamental, o qual não é

degenerado. O operador de projeção é P(1)
= 1

6

∑
Ri

Γ(1)∗ (Ri)PRi = 1
6

∑
Ri
PRi . Portanto,

P(1)
ψa =

1

6

∑
Ri

PRiψa =
1

6
(ψa + PR1ψa + PR2ψa + PR3ψa + PR4ψa + PR5ψa)

=
1

6
(ψa + ψb + ψc + ψa + ψb + ψc) =

1

3
(ψa + ψb + ψc) .

Ou seja, calculando a constante de normalização,

ψ
(1)
mol =

1√
3

(ψa + ψb + ψc) .

Estado n = 2. Para este estado, `2 = 1 e P(2)
= 1

6

∑
Ri

Γ(2)∗ (Ri)PRi . Então,

P(2)
ψa =

1

6

∑
Ri

Γ(2)∗ (Ri)PRiψa =
1

6
(ψa + ψb + ψc − ψa − ψb − ψc) = 0.

Ou seja, não há projeção sobre o subespaço n = 2. As autofunções atômicas não formam
uma função molecular neste caso. Isto pode ser verificado aplicando P(2) a ψb e ψc.

Estado n = 3. Agora, `3 = 2; o autoestado é duplamente degenerado e

P(3)

µµ
ψa =

1

3

∑
Ri∈R

Γ(3)∗
µµ (Ri)PRiψa, (µ = 1, 2) .

• Para µ = 1:

P(3)

11
ψa =

1

3

∑
Ri∈R

Γ
(3)∗
11 (Ri)PRiψa =

1

3

(
ψa −

1

2
ψb −

1

2
ψc − ψa +

1

2
ψb +

1

2
ψc

)
= 0.

Ou seja, não há projeção de ψa sobre o subespaço n = 3.
• Para µ = 2:

P(3)

22
ψa =

1

3

∑
Ri∈R

Γ
(3)∗
22 (Ri)PRiψa

=
1

3

(
ψa −

1

2
ψb −

1

2
ψc + ψa −

1

2
ψb −

1

2
ψc

)
=

1

3
(2ψa − ψb − ψc) .

Ou seja,

ψ
(3)
mol,2 =

1√
6

(2ψa − ψb − ψc) .

A função ψ
(3)
mol,2 é uma das funções da base do subespaço n = 3, o qual tem dimensão

2. A sua parceira é obtida a partir do operador de transferência (5.51a),

ψ
(3)
1 = P(3)

12
ψ

(3)
mol,2 =

1

3

∑
Ri∈R

Γ
(3)∗
12 (Ri)PRiψ

(3)
mol,2,

2
√

3ψ
(3)
1 = PR1ψ

(3)
mol,2 − PR2ψ

(3)
mol,2 + 0.PR3ψ

(3)
mol,2 + PR4ψ

(3)
mol,2 − PR5ψ

(3)
mol,2,

√
2ψ

(3)
1 = ψb − ψc,

a qual fica, após a normalização,

ψ
(3)
mol,1 =

1√
3

(ψb − ψc) .
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5.9.5 PERTURBAÇÕES, REGRAS DE SELEÇÃO E SIMETRIA

Nesta seção será realizada uma breve discussão sobre como o formalismo da teoria de gru-
pos pode auxiliar na obtenção de resultados aproximados envolvendo sistemas quânticos. Em
particular, será abordado o problema do tratamento de perturbações que são aplicadas a um
sistema inicialmente em um estado estacionário, levando o mesmo a transições para diferentes
estados. Um dos objetivos do uso da teoria de grupos neste caso consiste na obtenção das regras
de seleção que definem quais transições são permitidas ou quais são proibidas.

5.9.5.1 PERTURBAÇÕES SOBRE AUTOESTADOS

Em geral, a solução da equação de Schroedinger completa (5.43) não existe; de fato, na maior
parte das situações, mesmo a forma estacionária (5.47) não é exatamente solúvel. Contudo,
para simplificar a discussão, será suposto que as soluções da equação independente do tempo
sejam conhecidas.

Assume-se que o sistema físico esteja inicialmente em um estado estacionário, determinado
pela solução de (5.47), quando o Hamiltoniano é formalmente escrito como H = H0. Aplica-se
então uma perturbação sobre o sistema de tal forma que o Hamiltoniano é alterado por H0 → H,
onde H inclui o efeito da perturbação. Se esse efeito puder ser considerado suficientemente
“pequeno” (sob algum critério), então a perturbação pode ser adicionada linearmente ao Hamil-
toniano original e pode-se então escrever

H = H0 + H′,
onde H′ é o termo que inclui a perturbação.

Seja P0 o grupo das transformações de simetria de H0. Em geral, existe um ou mais opera-
dores PR ∈ P0 para os quais

[
PR,H′

]
6= 0, i. e., existem operações para as quais H0 é invariante,

mas H′ não o é. Isto se deve ao fato de que a ação da perturbação remove uma ou mais simetrias
do sistema físico. Supõe-se que, neste caso, o sistema atuado pela perturbação apresente um
conjunto reduzido de isometrias, o qual é um subconjunto das isometrias originais. Por isso,
assume-se que ainda existe um grupo de transformações de simetria de H′, denotado por P ′ e tal
que todos os operadores P ′R ∈ P ′ satisfaçam

[
P ′R,H

′]
= 0, i. e., deixam H′ invariante. Supõe-se

também que P ′ ⊂ P0, i. e., é um subgrupo das operações de simetria de H0. Com isso, o Hamil-
toniano completo H permanece invariante apenas sob as transformações de simetria comuns a
H0 e H′, ou seja, o grupo de simetrias de H passa a ser P ′.

Retornando ao Hamiltoniano não perturbado H0, uma vez que suas propriedades foram su-
postas conhecidas, sabe-se quantos autovalores de energia En existem e as ordens de suas
degenerescências. Conhecem-se também os conjuntos de autofunções Ψn =

{
ψ
{n}
1 , . . . , ψ

{n}
`n

}
, as

quais formam as bases ortonormais dos subespaços Hn e a partir das quais as representações
irredutíveis Γ(n) (P0) são deduzidas.

Aplicando então a perturbação H′ sobre o sistema, o grupo de simetrias é reduzido para P ′.
Como P ′ é subgrupo de P0, as funções de base em Ψn ainda geram uma representação de di-
mensão `n para P ′, mas esta representação será, em geral, redutível. Essa representação pode
ser reduzida à forma bloco-diagonal, quando então surgirão novos subconjuntos de funções de
base, expressos a partir de Ψn, tais que uma dada função de um determinado subconjunto será
expressa apenas em termos de suas parceiras no subconjunto sob a ação de qualquer P ′R ∈ P ′.
Como as representações irredutíveis de P0 foram determinadas a partir das autofunções dege-
neradas (normais) aos autovalores de H0, os novos subconjuntos serão compostos por funções
degeneradas a novos autovalores, exceto no caso de degenerescências acidentais; em outras pa-
lavras, os autovalores de energia originais

{
E

(0)
n

}
dividem-se em novos níveis devido à redução

na simetria do sistema físico.

5.9.5.2 O TEOREMA DOS ELEMENTOS DE MATRIZ E REGRAS DE SELEÇÃO

Uma importante aplicação do tratamento perturbativo da mecânica quântica está na de-
terminação das probabilidades temporais (ou taxas temporais) de transições entre dois estados
estacionários de energia sob a ação de uma perturbação dependente (de forma “lenta”) do tempo.
É assumido que antes da perturbação incidir sobre o sistema, este estava em um estado estaci-
onário bem definido, descrito pela autofunção ψ(n)

ν (r), associada ao autovalor En,28 os quais são

28Ou ψ
(n)
pν (r) e Epn, caso existam degenerescências acidentais.
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soluções do Hamiltoniano H0.
Uma perturbação dependente do tempo é então aplicada ao sistema em um dado instante t =

t0. Um tipo comum de perturbação deste tipo consiste na incidência de radiação eletromagnética
sobre átomos, moléculas ou sólidos. Essa perturbação não somente reduz a simetria do sistema,
como também promove transições entre diferentes estados, de tal maneira que, se no instante t =
tf > t0 a perturbação é removida e o sistema torna a ser regido por H0, existe uma probabilidade
não nula de o mesmo se encontrar em um outro autoestado ψ(m)

µ , distinto do inicial.
Empregando a teoria de perturbações dependentes do tempo na mecânica quântica, mostra-

se que a probabilidade de transição por unidade de tempo na presença de uma perturbação
pode ser expressa genericamente pela regra de ouro de Fermi

w =
2π

~
ρ (m)

∣∣H ′mµ,nν∣∣2 , sendo H ′mµ,nν =
〈
ψ(m)
µ ,H′ψ(n)

ν

〉
.

Na expressão acima, ρ (m) é a densidade de estados finais e H ′mµ,nν é o elemento da matriz do
Hamiltoniano perturbado H′ que conecta o estado inicial nν com o estado final mµ. A partir
desta expressão fica evidente que a transição nν → mµ somente poderá ocorrer se H ′mµ,nν 6= 0.
Transições que satisfazem esta condição são denominadas permitidas, ao passo que aquelas
para as quais H ′mµ,nν = 0 são ditas proibidas.

A teoria de representações de grupos pode fornecer informações acerca de quais transições
são permitidas ou não. Para tanto, considera-se a ação da perturbação H′ sobre a autofunção
do estado inicial ψ(n)

ν . Como H′ψ(n)
ν continua sendo uma função pertencente ao espaço de Hilbert

H completo, o teorema 5.8 mostrou que a mesma pode ser decomposta em termos do conjunto
completo de autofunções de H0 por

H′ψ(n)
ν =

∑
m

∑
µ

ψ(m)
µ c (n, ν;m,µ) ,

sendo {c (n, ν;m,µ)} ∈ C constantes a ser determinadas. Como as autofunções H0 são ortonor-
mais, estas constantes são formalmente dadas por

c (n, ν;m,µ) =
〈
ψ(m)
µ ,H′ψ(n)

ν

〉
= H ′mµ,nν .

Ou seja,
H′ψ(n)

ν =
∑
m

∑
µ

ψ(m)
µ H ′kκ,mµ.

O que mostra que a componente de H′ψ(n)
ν ao longo da função de base ψ(k)

κ é justamente deter-
minada pela matriz de transição H ′kκ,nν .

Na linguagem da teoria de grupos, o resultado acima mostra que a transição nν → mµ so-
mente é permitida se o vetor H′ψ(n)

ν possuir uma componente ao longo do estado final. Isto
demonstra o teorema a seguir.

Teorema 5.9 (Elemento da matriz de transição). Se a função H′ψ(n)
ν não contiver uma compo-

nente que se transforma de acordo com a µ-ésima coluna da representação irredutível Γ(m) (P0), o
elemento de matriz

H ′mµ,nν =
〈
ψ(m)
µ ,H′ψ(n)

ν

〉
deve ser nulo.

É necessário ressaltar aqui que ainda assim pode ocorrer que transições em princípio per-
mitidas pelo teorema acima resultem com H ′mµ,nν = 0, mas neste caso isto ocorre devido a
circunstâncias particulares.

Para determinar se uma transição é permitida ou proibida de acordo com este teorema, o
seguinte procedimento genérico é adotado. Lembrando que, por hipótese, P ′ ⊂ P0, a função
ψ′ = H′ψ(n)

ν pode ser usada para gerar uma representação DH′ψ(n)ν
do grupo de simetria P0.

Contudo, essa representação em geral será redutível, uma vez que ψ′ não é autofunção de H0,
exceto nos (raros) casos em que

[
H′,H0

]
= 0.

A perturbação H′, de forma isolada, é suposta ser uma função das coordenadas ou um fun-
cional das coordenadas. Neste caso, pode-se usar o mesmo para gerar uma representação D′ de
P0, também redutível em princípio. Além disso, a autofunção sobre a qual a perturbação atua
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pertence à representação irredutível Γ(n) (P0). Então, para se construir de forma genérica a re-
presentação à qual H′ψ(n)

ν pertence, sem possuir maiores detalhes acerca da forma de atuação da
perturbação, pode-se empregar a técnica de construção de produtos diretos de representações,
discutida na seção 5.8.

A função ψ′ = H′ψ(n)
ν , considerada como o “produto” da “função” H′ com a função ψ

(n)
ν , per-

tence à representação
DH′ψ(n)ν

= D′ ⊗ Γ(n) (P0) .

Esta representação de produto direto, por sua vez, pode ser decomposta nas irreps de P0, de
acordo com (5.37a),

DH′ψ(n)ν
= D′ ⊗ Γ(n) (P0) =

∑
n

anΓ(n) (P0) .

Portanto, fica claro que se o produto direto D′ ⊗ Γ(n) (P0) não contiver nenhum componente na
representação Γ(m) (i. e., am = 0), então o elemento de matriz H ′mµ,nν deve ser nulo.

Deve ser observado que esta é uma condição fraca; ou seja, para determinar se uma transição
é proibida, basta verificar se am = 0. Contudo, o resultado am 6= 0 não é suficiente para determi-
nar se a transição é permitida; para tanto, é necessário verificar se H′ψ(n)

ν contém alguma parte
que se transforma de acordo com a µ-ésima coluna de Γ(m).

Um outro procedimento semelhante ao acima e que irá fornecer a mesma conclusão é devido
à seguinte propriedade da decomposição de produtos diretos de representações:

Propriedade 5.3. Dadas Γ(α) e Γ(β) duas representações irredutíveis não equivalentes de um
mesmo grupo G:

(i) O produto direto Γ(α)∗ ⊗ Γ(β) não contém a representação identidade.

(ii) Os produtos diretos Γ(α)∗ ⊗ Γ(α) ou Γ(β)∗ ⊗ Γ(β) contêm a representação identidade somente
uma vez.

Com base nesta propriedade, o procedimento alternativo consiste em realizar o produto direto
de Γ(m) por DH′ψ(n)ν

e realizar a decomposição

Γ(m)∗ (P0)⊗D′ ⊗ Γ(n) (P0) =
∑
n

bnΓ(n) (P0) .

Se b1 = 0, i. e. o produto direto não contém a representação identidade, então Γ(m) e DH′ψ(n)ν
são

não equivalentes e o elemento de matriz é nulo.
Em resumo, a teoria de representações de grupos determina, com base nas simetrias do

sistema físico, se uma determinada transição é proibida. Se a transição for permitida, cálculos
adicionais se fazem necessários para determinar a probabilidade da transição.

Exemplo 5.12 (Transições eletrônicas induzidas por ondas eletromagnéticas). O Hamilto-
niano clássico de um elétron confinado por um potencial V (r), sobre o qual se incide um campo
de radiação eletromagnética é

H =
1

2me
[p+ eA (r, t)]

2
+ V (r)− eΦ (r, t) ,

sendo p o momento conjugado, e a carga elementar e Φ (r, t) e A (r, t) os potenciais escalar e
vetor do campo eletromagnético, respectivamente. Para a obtenção do correspondente operador
H, a seguinte generalização do comutador (5.46) é empregada,

[f (r) , pj ] = i~
∂f

∂xj
, (j = 1, 2, 3) .

Com isso, obtém-se

H =
p2

2me
+

e

me
A · p− ie~

2me
∇ ·A+

e2A2

2me
+ V (r)− eΦ.

Adotando o calibre de Coulomb, resulta que ∇ ·A = Φ = 0. Assumindo também que a pertur-
bação introduzida pela radiação é de pequena amplitude (i. e., e |A · p| � me |V |), resulta que o
operador Hamiltoniano pode ser escrito como

H ' H0 + H′, sendo

H0 =
p2

2me
+ V (r) , H′ =

e

me
A · p.
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Exemplo. Com isto, resulta que o elemento da matriz de transição é dado por

H ′mµ,nν =
e

me

3∑
j=1

〈
ψ(m)
µ , Ajpjψ

(n)
ν

〉
.

Exemplo 5.13 (Transições do tipo dipolo elétrico). O elemento de matriz obtido na seção
anterior pode ser aproximado para certas situações. Uma vez que a perturbação incidente é
uma onda eletromagnética, o potencial vetor pode ser escrito como

Aj (r, t) = A0je
ik·r−ωt,

onde k e ω são respectivamente o vetor de onda e a sua frequência (angular). Pode ser mostrado
neste caso que a probabilidade de transição do autoestado En ao autoestado Em sob a ação da
onda será dada por

w =
2πe

~me
ρ (m)

3∑
j=1

∣∣∣〈ψ(m)
µ , A0je

ik·rpjψ
(n)
ν

〉∣∣∣2 δ (Em − En − ~ω) .

Em muitos casos de interesse, o comprimento da onda (dado por λ = 2π/k) é muito maior
que a dimensão típica da função de onda. Nesta situação, pode-se realizar a aproximação
k · r � 1 ; exp (ik · r) ≈ 1. Neste caso,

w ≈ 2πe

~me
ρ (m)

3∑
j=1

|A0j |2
∣∣∣(pj)mnµν ∣∣∣2 δ (Em − En − ~ω) , onde (pj)

mn
µν =

〈
ψ(m)
µ , pjψ

(n)
ν

〉
.

Mas, uma relação básica para a dinâmica de um elemento de matriz Fk` = 〈ψk, Fψ`〉 é

dFk`
dt

=
∂Fk`
∂t

+ i~ [H, F ]k` .

Como o operador pj não depende explicitamente do tempo, resulta então que

(pj)
mn
µν =

i

~
me (Em − En) (xj)

mn
µν =

i

~
me (Em − En)

〈
ψ(m)
µ , xjψ

(n)
ν

〉
.

Ou seja,

w ≈ 2πme

~3
ρ (m) (Em − En)

2
3∑
j=1

|A0j |2
∣∣∣〈ψ(m)

µ , exjψ
(n)
ν

〉∣∣∣2 δ (Em − En − ~ω) .

O aparecimento da componente do momento de dipolo elétrico pe = er (pej = exj) mostra que a
perturbação introduzida pela onda deforma a nuvem eletrônica do sistema de maneira a induzir
a formação de um dipolo elétrico. Por esta razão, as transições permitidas pelo elemento de
matriz acima são denominadas transições do tipo dipolo elétrico.

O exemplo a seguir apresenta uma aplicação particular da metodologia delineada nesta seção
para determinar as regras de seleção para transições.

Exemplo 5.14 (Regras de seleções para transições do tipo dipolar em uma molécula tri-
angular). Considere um sistema formado por três átomos idênticos ligados quimicamente de
tal forma que no estado estacionário os mesmos se encontrem nos vértices de um triângulo
equilátero. Este sistema possui a evidente isometria do grupo pontual C3v, obtido no exercício
3.10. Por sua vez, as suas representações irredutíveis foram obtidas no exercício 5.1 (pelo iso-
morfismo S3 ↔ C3v) e a tabela de caracteres deste grupo foi obtida no exemplo 5.3. A tabela 5.5
é repetida aqui, explicitamente em termos das classes do C3v.

Exemplo. Uma perturbação (de pequena amplitude) que incide sobre esta molécula irá excitar
oscilações harmônicas na mesma, de tal forma que a simetria triangular é quebrada. Em outras
palavras, a perturbação irá provocar transições entre estados vibracionais da molécula. Se
as oscilações induzidas pela perturbação são do tipo dipolo elétrico, então a probabilidade de
transição depende do elemento de matriz

〈
ψ

(m)
µ , xjψ

(n)
ν

〉
(j = 1, 2, 3). Neste caso, para determinar

as regras de seleções de dipolo elétrico para este sistema, é necessário primeiro determinar as
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Tabela 5.5: Tabela de caracteres do grupo C3v.

Caracteres
Classes CE Cσv16 CC3

{E} {σv16, σv24, σv35}
{
C3, C

2
3

}
χ(1) +1 +1 +1

χ(2) +1 −1 +1
χ(3) +2 0 −1

propriedades de transformação do operador posição r = (x, y, z). Para tanto, será aplicado o
procedimento delineado nesta seção.

Assumindo que a molécula se situa no plano x − y, o eixo z está orientado ao longo do eixo
de rotação do triângulo. Supondo que as oscilações ocorrem somente no plano da molécula, a
coordenada z permanece invariante frente a todas as operações de transformação do C3v. Por
outro lado, as coordenadas (x, y) podem servir como funções de base para gerar a representação
irredutível de dimensão 2, i. e., Γ(3) (C3v). Portanto, o operador r transforma-se, neste sistema
de coordenadas, de acordo com

D′ (r) = Γ(1) ⊕ Γ(3),

onde a representação identidade Γ(1) ocorre devido à invariância do sistema na direção z.
Como é necessário realizar produtos diretos de representações irredutíveis do grupo P0, iso-

mórfico a C3v, é útil verificar quais são as possíveis decomposições em irreps que podem ser
obtidas. Usando resultados obtidos nas seções 5.6.5 e 5.8, obtém-se a tabela abaixo, a qual
apresenta os caracteres dos produtos diretos das irreps e suas decomposições.

⊗ CE Cσv16 CC3 Γ⊗ Γ =
⊕
aΓ

Γ(1) ⊗ Γ(1) 1 1 1 Γ(1)

Γ(1) ⊗ Γ(2) 1 -1 1 Γ(2)

Γ(1) ⊗ Γ(3) 2 0 -1 Γ(3)

Γ(2) ⊗ Γ(2) 1 1 1 Γ(1)

Γ(2) ⊗ Γ(3) 2 0 -1 Γ(3)

Γ(3) ⊗ Γ(3) 4 0 1 Γ(1) ⊕ Γ(2) ⊕ Γ(3)

Observa-se como as possibilidades mencionadas na propriedade 5.3 são de fato satisfeitas.
Com base nesta tabela, pode-se começar a construir as diferentes possibilidades da represen-

tação DH′ψ(n)ν
= D′ (r)⊗Γ(n). Essas possibilidades são apresentadas na tabela abaixo, juntamente

com as decomposições dos resultados, os quais foram obtidos empregando as propriedades 5.2:

D′ (r) Γ(n)(
Γ(1) ⊕ Γ(3)

)
⊗ Γ(1) = Γ(1) ⊗ Γ(1) ⊕ Γ(3) ⊗ Γ(1) = Γ(1) ⊕ Γ(3)(

Γ(1) ⊕ Γ(3)
)
⊗ Γ(2) = Γ(1) ⊗ Γ(2) ⊕ Γ(3) ⊗ Γ(2) = Γ(2) ⊕ Γ(3)(

Γ(1) ⊕ Γ(3)
)
⊗ Γ(3) = Γ(1) ⊗ Γ(3) ⊕ Γ(3) ⊗ Γ(3) = Γ(3) ⊕ Γ(1) ⊕ Γ(2) ⊕ Γ(3)

Finalmente, verifica-se agora se a decomposição de Γ(m)∗⊗D′ (r)⊗Γ(n) contém a representação
identidade. Em caso contrário, a transição é proibida. Isto será realizado considerando todas as
possibilidades em que m 6= n. A tabela abaixo resume os resultados:

Γ(m) D′ (r) Γ(n) Transição
Γ(2) ⊗

(
Γ(1) ⊕ Γ(3)

)
⊗ Γ(1) = Γ(2) ⊕ Γ(3) 1 −→ 2 Proibida

Γ(1) ⊗
(
Γ(1) ⊕ Γ(3)

)
⊗ Γ(2) = Γ(2) ⊕ Γ(3) 2 −→ 1 Proibida

Γ(3) ⊗
(
Γ(1) ⊕ Γ(3)

)
⊗ Γ(2) = Γ(3) ⊕ Γ(1) ⊕ Γ(2) ⊕ Γ(3) 2 −→ 3 Permitida

Γ(2) ⊗
(
Γ(1) ⊕ Γ(3)

)
⊗ Γ(3) = Γ(3) ⊕ Γ(2) ⊕ Γ(1) ⊕ Γ(3) 3 −→ 2 Permitida

Γ(3) ⊗
(
Γ(1) ⊕ Γ(3)

)
⊗ Γ(1) = Γ(3) ⊕ Γ(1) ⊕ Γ(2) ⊕ Γ(3) 1 −→ 3 Permitida

Γ(1) ⊗
(
Γ(1) ⊕ Γ(3)

)
⊗ Γ(3) = Γ(3) ⊕ Γ(1) ⊕ Γ(2) ⊕ Γ(3) 3 −→ 1 Permitida

Nota-se que somente verificou-se a condição fraca, isto é, somente verificou-se quais transi-
ções são proibidas. Para confirmar se as transições listadas como permitidas acima realmente
podem ocorrer, é necessário ainda verificar se D′ (r) ⊗ Γ(n) possui algum componente que se
transforma conforme a µ-ésima coluna de Γ(m).
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5.10 GRUPOS E ÁLGEBRAS DE LIE E SUAS REPRESEN-
TAÇÕES

Até este ponto, foram discutidos de forma predominante os grupos finitos, particularmente
os grupos cíclicos (seção 3.2.2), os grupos de permutações (seção 3.2.3) e os grupos de simetrias
pontuais (seção 3.4.1) de uma estrutura cristalina regular.

Em se tratando de grupos de simetria, existem diversos exemplos de sistemas físicos que per-
manecem invariantes frente a um conjunto infinito de transformações. Um exemplo corriqueiro
consiste em uma partícula submetida a um campo de força central, como ocorre com o elétron
em um átomo de Hidrogênio. O Hamiltoniano deste sistema é invariante a todas as rotações
no espaço Euclideano E3 (exemplo 4.5), as quais compõe o grupo contínuo SO (3). Portanto,
muitos sistemas físicos demandam o estudo de grupos infinitos (discretos ou contínuos) e suas
representações.

Grupos infinitos foram definidos e brevemente discutidos na seção 3.1.1. Nesta seção estes
serão discutidos em mais detalhes, com o interesse focado em uma classe particular de grupos
contínuos denominados grupos de Lie, os quais foram estudados pela primeira vez pelo mate-
mático norueguês Marius Sophus Lie (1842 – 1899). Devido à grande importância que a teoria
de representações de grupos possui para grupos contínuos em geral e para os grupos de Lie em
particular, este assunto será discutido nesta seção, ao invés do capítulo 3.

5.10.1 DEFINIÇÕES INICIAIS

Parte-se de um grupo finito G = {G; ∗} de ordem g. Denominando gi (i = 1, . . . , g) um elemento
qualquer do grupo, o conjunto G = {gi} destes pode ser interpretado de forma abstrata como
um conjunto de “pontos”, sendo gi um “ponto” em particular de G. Este conjunto de pontos será
denominado como a variedade do grupo.

Para qualquer conjunto discreto, sempre é possível realizar-se uma associação de cada ele-
mento do mesmo com um número do conjunto N. Assim, ao ponto rotulado por a ∈ N, pode-se
associar o elemento ga ∈ G, em cuja situação o índice a pode assumir os valores 1 6 a 6 g. No
produto ga ∗ gb = gc, se o índice a for mantido fixo e o índice b variar de forma que o elemento
gb varre G, o resultado gc também irá varrer o grupo, de acordo com a linha de ga na tabela de
multiplicações de G. Pode-se afirmar então que a tabela de multiplicações define uma função

c = φ (a, b)

entre os índices a, b, c ∈ N.
Quando o número de elementos do grupo tende ao infinito, este pode ser tornar um grupo

discreto ou contínuo. No segundo caso, que é o de interesse aqui, os índices a, b e c passam a
variar de forma contínua e o elemento ga ∈ G passa a ser identificado por uma função real g (a).
Em geral, mais de um parâmetro contínuo pode ser necessário para identificar um elemento de
G. Por exemplo, a translação

x′ = ax+ b

forma um grupo de transformação com 2 parâmetros: a e b, os quais podem variar continua-
mente nos intervalos −∞ < a, b < ∞. Esta translação pode ser descrita em termos do operador
de transformação T (a, b), o qual executa a ação T (a, b)x = ax + b. O número de parâmetros
contínuos necessários para definir um elemento do grupo serve para categorizar o mesmo; neste
ponto, repete-se a definição 3.5 de uma maneira conveniente para esta seção.

Definição 5.12 (Grupo contínuo de r parâmetros). Um grupo é denominado grupo contínuo
de r parâmetros quando todos os seus elementos dependem de um conjunto de parâmetros
contínuos reais {aλ} para λ = 1, . . . , r. Um determinado elemento deste grupo é denotado por

g (a1, . . . , ar)
.
= g (a) .

Se o número de parâmetros contínuos necessários para identificar os elementos do grupo
é finito, então este é denominado um grupo contínuo finito e o parâmetro r é dito ser a ordem
ou a dimensão do grupo contínuo. O conjunto de parâmetros {aλ} forma um espaço métrico
Euclideano29 Sr denominado o espaço de parâmetros. Se o domínio de variação dos parâmetros
é finito, a variedade do grupo é dita ser fechada.

29Ver exemplo 4.2.
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Uma definição mais rigorosa para um grupo contínuo de r parâmetros envolve a elaboração
e imposição de conceitos tais como “proximidade” ou continuidade entre os elementos da varie-
dade do grupo. Relacionada com essa imposição, surge a necessidade de definição da vizinhança
de um determinado elemento da variedade. Essa formalização, que não será aqui realizada, leva
à definição de um grupo topológico, como sendo aquele cuja variedade do grupo forma um
espaço topológico (definição 4.39).

De uma forma coloquial, a continuidade imposta à variedade do grupo é expressa em termos
da métrica ou função distância do espaço de parâmetros. Dois elementos g (a) e g (a′) de G estão
“próximos” entre si se existe um número ε ∈ R para o qual

d (a, a′) = ‖a− a′‖ .=

√√√√ r∑
i=1

(ai − a′i)
2
< ε.

As outras imposições realizadas sobre um grupo contínuo de r parâmetros são os axiomas
de grupo (definição 3.1). Dados g (a) , g (b) ∈ G:

• Deve existir um conjunto de parâmetros a0 ∈ Sr tal que para todo a ∈ Sr

g
(
a0
)
g (a) = g (a) g

(
a0
)

= g (a) ,

sendo que g
(
a0
)
∈ G é o elemento identidade do grupo.

• Para todo a ∈ Sr deve existir um conjunto de parâmetros ā ∈ Sr tal que

g (ā) g (a) = g (a) g (ā) = g
(
a0
)
.

O elemento g (ā) ≡ g−1 (a) é o elemento inverso de g (a).

• Para todo a, b ∈ Sr deve existir um conjunto de parâmetros c ∈ Sr tal que

g (a) g (b) = g (c) ,

sendo que g (c) ∈ G.

Esta relação de clausura implica na existência de um conjunto de funções contínuas
{φk (a; b)} dos parâmetros a e b tais que

c = φ (a; b) , ou seja, ck = φk (a1, . . . , ar; b1, . . . , br) (k = 1, . . . , r) .

Impõe-se agora condições adicionais à definição de um grupo contínuo. As funções contínuas
{φk (a; b)} do espaço de parâmetros são exigidas serem funções suaves, i. e., devem possuir
derivadas em todas as ordens com respeito a ambos os conjuntos de parâmetros a e b. Além
disso, exige-se que o parâmetro ā seja uma função analítica30 do parâmetro a. Estas exigências
adicionais levam à definição de um grupo de Lie de r parâmetros.

Definição 5.13 (Grupo de Lie de r parâmetros). Seja G um grupo contínuo de r parâmetros.
Sejam g (a) , g (b) ∈ G determinados pelos parâmetros a .

= (a1, . . . , ar) e b .= (b1, . . . , br). Seja g (c) ∈ G
determinado por g (c) = g (a) g (b) de tal forma que c

.
= (c1, . . . , cr) é obtido a partir da função

contínua c = φ (a; b), onde φ
.
= (φ1, . . . , φk) contém um conjunto de funções contínuas tais que

ck = φk (a; b) (k = 1, . . . , r). Sejam também g
(
a0
)
, g (ā) ∈ G tais que g

(
a0
)

é o elemento identidade
de G e g (ā) o elemento inverso de g (a). Este grupo é denominado um grupo de Lie de r parâmetros
se:

1. As funções {φk (a1, . . . , ar; b1, . . . , bk)} (k = 1, . . . , r) possuem derivadas em todas as ordens em
relação aos parâmetros {ak} e {bk}.

2. O conjunto de parâmetros ā
.
= (ā1, . . . , ār) que determina o elemento inverso g (ā) g (a) =

g (a) g (ā) = g
(
a0
)

é uma função analítica do conjunto de parâmetros a, i. e., a função
ā = ā (a1, . . . , ar) pode ser desenvolvida em uma série de potências dos parâmetros a1, . . . , ar.

30Ver seções 2.4.5 e 2.8.3.
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Como a função φ = φ (a; b) é suave, a variedade do grupo é diferenciável.31 A definição acima
de um grupo de Lie será agora adaptada ao tipo de grupo de interesse para a física: grupos de
operadores de transformação, ou, simplesmente, grupos de transformação. Assim, uma outra
definição pode ser apresentada, especificamente para grupos de transformação.

Definição 5.14 (Grupo de Lie de transformações de r parâmetros). Seja V n um espaço
vetorial de dimensão n e Ψ = {ψ1, . . . , ψn} ⊂ V n uma base de V n tal que todo vetor x ∈ V n pode
ser decomposto de forma unívoca com componentes {xi} (i = 1, . . . , n) com respeito à base Ψ.
Seja G = {f (x; a)} um conjunto de operadores lineares f : V 7−→ V , sendo que x

.
= (x1, . . . , xn)

são as componentes do vetor x e a
.
= (a1, . . . , ar) um conjunto de r parâmetros, tais que existe

x′ ∈ V n cujas coordenadas {x′i} correspondem às imagens dos mapeamentos

x′i = fi (x1, . . . , xn; a1, . . . , ar) , (i = 1, . . . , n) ; (5.54a)

ou, simbolicamente,
x′ = f (x; a) . (5.54b)

Se as funções {f (x; a)} são funções analíticas dos parâmetros a e satisfazem as condições da de-
finição 5.13, então o grupo G é denominado um grupo de Lie de transformações de r parâmetros.

A exigência de cumprimento por parte do conjunto G = {f (x; a)} dos axiomas para a formação
de um grupo de Lie possui as seguintes implicações:

• Clausura: dado um vetor x ∈ V n, devem existir x′, x′′ ∈ V n que resultam de duas transfor-
mações sucessivas, obtidas respectivamente a partir dos conjuntos de r parâmetros a e b
da seguinte maneira:

xi −→ x′i = fi (x1, . . . , xn; a1, . . . , ar) −→ x′′i = fi (x′1, . . . , x
′
n; b1, . . . , br) (i = 1, . . . , n) .

Para que a condição de clausura seja satisfeita, a composição de transformações acima deve
corresponder a uma única transformação, ou seja, deve existir um conjunto de parâmetros
c
.
= (c1, . . . , cr) tais que

x′′ = f (f (x; a) ; b) = f (x; c) , (5.55a)

e os quais são uma função analítica

c = φ (a; b) , ou seja, ck = φk (a1, . . . , ar; b1, . . . , br) (k = 1, . . . , r) (5.55b)

dos parâmetros a e b. Esta condição também pode ser escrita como

f (f (x; a) ; b) = f (x;φ (a; b)) . (5.55c)

• Elemento identidade: deve existir um conjunto de parâmetros a0 tais que

x′ = f
(
x; a0

)
= x.

Em muitas situações, é conveniente escolher o grupo de transformações de tal forma que
o elemento identidade é obtido como a imagem da origem do espaço de parâmetros, i. e.,
a0 ≡ 0 = (0, . . . , 0)⇒ x = f (x; 0).

• Elemento inverso: dada a transformação x′ = f (x; a), deve existir um conjunto de parâme-
tros ā tais que

x′′ = f (x′; ā) = f (f (x; a) ; ā) = x.

Existem duas importantes condições impostas como consequência:

1. As relações (5.54) devem ser inversíveis, i. e., deve ser possível exprimir os {xi} em
termos dos {x′i}. A condição para tanto é que o Jacobiano da transformação não pode
ser nulo,

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1
· · · ∂f1∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1
· · · ∂fn∂xn

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

31Ver definição 4.42.
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2. Os parâmetros {āk} devem ser funções analíticas dos {ak}, pois

x = f (f (x; a) ; ā) = f
(
x; a0

)
implica a partir de (5.55) que

a0 = φ (a; ā) =⇒ ā = ψ
(
a; a0

)
,

uma vez que os parâmetros a0 são fixos (únicos).

Os grupos de Lie de transformações definidos em 5.14 pressupõe a existência de um conjunto
de funções {f (x; a)} = {f1 (x; a) , . . . , fn (x; a)}, as quais são funções suaves não somente dos
parâmetros {ai}, mas também dos componentes {xi}. Por isso, estes grupos são exemplos de
grupos de Lie matriciais, os quais descrevem grupos de transformações realizadas na forma
de matrizes que atuam sobre os componentes de um vetor do espaço vetorial. Alguns exemplos
simples ajudam a clarificar as definições apresentadas acima.

Exemplo 5.15 (Transformações de alongamento unidimensionais). Dados x, x′ e a 6= 0 tais
que

x′ = ax.

Neste caso, G = {a} ≡ R \ {0} é um grupo de Lie de transformações de 1 parâmetro, no qual:

• Clausura: ∃ a, b, c ∈ G tais que c = ab.

• Elemento identidade: a = 1.

• Elemento inverso: ∀ a ∈ G tal que x′ = ax, ∃ ā = 1/a tal que

x′′ =
1

a
x′ =

1

a
(ax) = x.

Exemplo 5.16 (Transformações de alongamento/deslocamento unidimensionais). Dados
x, x′ e os parâmetros reais a1 6= 0 e a2 tais que

x′ = f (x; a1, a2)
.
= T (a1, a2)x = a1x+ a2.

Neste caso, G = {T (a1, a2)} forma um grupo de Lie de transformações de 2 parâmetros, no qual:

• Clausura: ∃ a1, b1, c1, a2, b2, c2 tais que dadas as transformações sucessivas

x′ = f (x; a1, a2) = a1x+ a2 −→ x′′ = f (x′; b1, b2) = b1x
′ + b2 = b1 (a1x+ a2) + b2,

a condição de clausura implica em existir

x′′ = f (x; c1, c2) = c1x+ c2.

De (5.55) resulta que

f (f (x; a1, a2) ; b1, b2) = f (x; c1, c2)⇒ c1 = a1b1, c2 = a2b1 + b2.

• Elemento identidade: a0 = (1, 0), i. e., a1 = 1 e a2 = 0, pois

x = f
(
x; a0

)
= 1.x+ 0 = x.

• Elemento inverso: ā = (ā1, ā2), com ā1 = 1/a1 e ā2 = −a2/a1, pois

x′ = a1x+ a2 =⇒ x′′ = f (x′; ā) = ā1x
′ + ā2 =

1

a1
(a1x+ a2)− a2

a1
= x.

Verifica-se que este grupo não é Abeliano para a1 6= 1, pois se

T1 (a1, a2)x = f (x; a1, a2) e T2 (b1, b2)x = f (x; b1, b2)

então

x′′ = T1T2x = f (f (x; b1, b2) ; a1, a2) = a1 (b1x+ b2) + a2

x′′′ = T2T1x = f (f (x; a1, a2) ; b1, b2) = b1 (a1x+ a2) + b2,

ou seja, x′′ 6= x′′′.
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Exemplo 5.17 (Grupo geral linear de n dimensões, GL (n,K)). Como sempre, K = R ou C.
Dado o espaço vetorial V n cujos vetores têm componentes representados coluna x = (x1 · · · xn )T,
então para toda matriz A ∈ GL (n,K) tal que det A 6= 0,

x′ = Ax⇒ x′i =

n∑
j=1

aijxj (i = 1, . . . , n) .

• Clausura: Existem A,B,C ∈ GL (n,K) tais que

C = AB.

• Elemento identidade: A = In.

• Elemento inverso: A−1.

O grupo GL (n,K) é um grupo de Lie de transformações de n2 parâmetros.

Exemplo 5.18 (Grupo unimodular de n dimensões, SL (n,K)). Consiste no grupo GL (n,K)
com a restrição adicional que para todo A ∈ SL (n,K), det A = +1. Trata-se de um grupo de Lie
de n2 − 1 parâmetros.

Exemplo 5.19 (Grupo ortogonal de n dimensões, O (n)). Consiste no subgrupo GL (n,R)
composto por matrizes reais, com a condição adicional de que a norma de V n, dada por

∑n
i=1 x

2
i ,

permaneça invariante. De acordo com a discussão realizada na seção 6.2.1, isto implica que as
matrizes são ortogonais, i. e., toda matriz A ∈ O (n) é tal que AÃ = ÃA = In. Este grupo, portanto,
é composto por todas as rotações (próprias ou impróprias) em V n.

A condição de ortogonalidade implica que det A = ±1 e que

n∑
k=1

aikajk =

n∑
k=1

akiakj = δij ,

o que resulta em n condições do tipo
∑
k a

2
ik = 1 e n (n− 1) /2 condições do tipo

∑
k aikajk = 0 para

i 6= j. Portanto, o número de parâmetros independentes é n2 − [n+ n (n− 1) /2] = n (n− 1) /2. Ou
seja, o grupo O (n) é um grupo de transformações de n (n− 1) /2 parâmetros.

Exemplo 5.20 (Grupo ortogonal especial de n dimensões, SO (n)). Trata-se do grupo O (n)
com a condição adicional de que todas as matrizes A ∈ SO (n) são tais que det A = +1, corres-
pondendo a somente rotações próprias em V n. O número de parâmetros do grupo também é
n (n− 1) /2.

Exemplo 5.21 (Grupo unitário de n dimensões, U (n)). Consiste no subgrupo GL (n,C) com-
posto por matrizes complexas que atuam sobre um espaço vetorial complexo de dimensão n,
com a restrição de que as matrizes sejam unitárias, i. e., todas A ∈ U (n) são tais que

AA† = A†A = In.

Esta condição implica em que |det A| = +1 e que

n∑
k=1

aika
∗
jk =

n∑
k=1

a∗kiakj = δij .

Como os elementos {aij} são complexos, aij = Re aij + i Im aij, o que significa que a matriz A
possui 2n2 parâmetros reais. Contudo, a condição de unitariedade impõe n condições do tipo∑
k |aik|

2
= 1 e 2

(
n
2

)
= n (n− 1) condições do tipo

∑
k aika

∗
jk =

∑
k a
∗
kiakj = 0 (i 6= j), resultando em

um total de 2n2 − [n+ n (n− 1)] = n2 parâmetros reais independentes (contando separadamente
as partes real e imaginária de aij ). Ou seja, o grupo U (n) é um grupo de transformações de n2

parâmetros.
Além disso, a condição de unitariedade também implica que |aij |2 6 1 (∀ i, j = 1, . . . , n). Por-

tanto, o parâmetros reais devem variar sobre um intervalo finito, implicando em que o grupo é
fechado. Em consequência, todos os subgrupos de U (n), tais como o O (n), são também grupos
de Lie fechados.

Quando o O (n) está representando um grupo de operadores unitários, as suas matrizes são
tais que a norma e o produto interno de vetores no espaço complexo são preservados.32

32Teorema 4.22.
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Exemplo 5.22 (Grupo especial unitário de n dimensões, SU (n)). Trata-se do grupo U (n)
com a restrição adicional de que det A = +1, tratando-se, assim, de um grupo de n2−1 parâmetros
reais.

5.10.2 TRANSFORMAÇÕES INFINITESIMAIS DO GRUPO

Em (5.55a-c) mostrou-se que os parâmetros {ci} descrevem uma concatenação de transfor-
mações em termos dos parâmetros a e b. Como sempre deve existir um elemento inverso para
cada transformação, a relação c = φ (a; b) deve ser inversível, i. e., deve ser sempre possível
escrever a = ψ (b; c) ou b = ζ (a; c). Para que isso ocorra, os Jacobianos |∂φk/∂a`| e |∂φk/∂b`| não
podem ser nulos.

A transformação x′ = f (x; a) toma todos os pontos do espaço V n de suas “posições” iniciais
x = (x1, . . . , xn) e os leva às suas posições finais em x′. Como as funções {fi (x; a)} são analíticas
nos parâmetros {ak}, pode-se definir o elemento identidade do grupo de transformações como
o parâmetro a0 = (0, . . . , 0) e se considerar variações infinitesimais dos parâmetros, o que gera
uma transformação infinitesimal.

Figura 5.4: Uma variação infinitesimal a →
a+da que leva à transformação infinitesimal
x→ x′ → x′ + dx′.

A figura 5.4 ilustra o conceito de uma transforma-
ção infinitesimal para um grupo de transformações de
um parâmetro G = {f (x; a)} que atua em um espaço
de dimensão 1. Uma transformação inicial com o pa-
râmetro a leva x a x′ = f (x; a). O parâmetro a + da,
nas vizinhanças de a irá levar o mesmo vetor x ao vetor
x′′ = x′+dx′ = f (x; a+ da). Por outro lado, como f (x; a) é
analítica, deve existir um parâmetro δa próximo a a0 = 0
que leva o vetor x′ ao vetor x′ + dx′ = f (x′; δa).

Assim, existem dois caminhos alternativos que le-
vam x para x′ + dx′:

x′ + dx′ = f (x; a+ da) , ou

x′ = f (x; a)→ x′ + dx′ = f (x′; δa) .

Desenvolvendo a última expressão em uma série de Taylor sobre a = a0 e mantendo somente o
primeiro termo, resulta

x′ + dx′ = f (x′; 0)︸ ︷︷ ︸
=x′

+
∂f (x′; a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

δa =⇒ dx′ =
∂f (x′; a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

δa
.
= u (x′) δa.

Por outro lado,

x→ x′ = f (x; a)→ x′ + dx′ = f (f (x; a) ; δa) = f (x; a+ da) ,

implica, a partir de (5.55), que
a+ da = φ (a; δa) ,

de forma que

da =
∂φ (a; b)

∂b

∣∣∣∣
b=0

δa⇐⇒ δa = ψ (a) da.

Substituindo este último resultado no anterior, resulta

dx′ = u (x′)ψ (a) da =⇒ dx′

u (x′)
= ψ (a) da.

Chamando ˆ
dx′

u (x′)
= y (x′) e

ˆ a

0

ψ (a′) da′ = t,

a integração do resultado anterior de a′ = 0 a a′ = a resulta em

y′ − y = t, sendo y′ = y (a) e y = y (0) .

Ou seja, um grupo de transformações de 1 parâmetro é sempre isomorfo ao grupo de translações
(exemplo 5.16, com a1 = 1), o qual é Abeliano.
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Portanto, independente da transformação específica que está sendo considerada, um grupo
de Lie de um parâmetro será sempre um grupo Abeliano, com as propriedades

f (t1) f (t2) = f (t1 + t2) , f−1 (t) = f (−t) ,

as quais são diretamente obtidas do exemplo 5.16, sendo t denominado o parâmetro canônico do
grupo.

Considera-se agora o caso geral dado em (5.54) e a dupla sequência de transformações infi-

nitesimais xi
a−→ x′i

δa−→ x′i + dx′i e xi
a+da−−−→ x′i + dx′i para as n componentes xi e com os r parâmetros

(a1, . . . , ar). Para o primeiro caminho,

x′i = fi (x1, . . . , xn; a1, . . . , ar) , (i = 1, . . . , n) ,

x′i + dx′i = fi (x′1, . . . , x
′
n; δa1, . . . , δar) .

(5.56a)

Desenvolvendo fi (x; δa) em torno de δa = 0 (a identidade) e mantendo somente os dois primeiros
termos da série, resulta que

dx′i =

r∑
k=1

uik (x′) δak, sendo uik (x)
.
=
∂

∂ak
fi (x; a)

∣∣∣∣
a=0

. (5.56b)

Por outro lado, o segundo caminho implica que devem existir funções φ` (` = 1, . . . , r) tais que

a` + da` = φ` (a1, . . . , ar; δa1, . . . , δar) .

Esta condição vem da relação de clausura do grupo e de (5.55b). Desenvolvendo agora φ` em
torno de δa = 0 e mantendo somente os dois primeiros termos, resulta

da` =

r∑
m=1

Θ`m (a) δam, sendo Θ`m (a)
.
=
∂

∂bm
φ` (a; b)

∣∣∣∣
b=0

. (5.56c)

Se for determinado que a = 0, isto implica que o primeiro caminho não foi realizado, o que
significa que da` = δa`. Portanto, os elementos da matriz Θ devem satisfazer a condição inicial
Θ`m (0) = δ`m.

As relações (5.56c) podem ser invertidas, de forma que os δa’s são expressos em termos dos
da’s, se existir uma matriz Ψ (a1, . . . , ar) = [ψk` (a)] tal que

ΨΘ = Ir, com ψk` (a = 0) = δk`. (5.56d)

Neste caso,

δak =

r∑
`=1

ψk` (a) da`, (k = 1, . . . , r) .

Substituindo então este resultado em (5.56b), resulta

dx′i =

r∑
k,`=1

uik (x′)ψk` (a) da`,

a qual expressa a diferencial da coordenada x′i em termos dos da’s. Como x′i = x′i (x; a), isto
implica que

∂x′i
∂a`

=

r∑
k=1

uik (x′)ψk` (a) ,
(
i=1,...,n
`=1,...,r.

)
(5.56e)

Este resultado constitui um sistema de equações para as coordenadas x′i em função dos parâ-
metros a, com a condição inicial x′i (a = 0) = xi (i = 1, . . . , n).

As equações (5.56e) levam a um resultado fundamental para o estudo dos grupos de Lie.
Dada uma função qualquer das coordenadas do sistema, F = F (x1, . . . , xn), se forem aplicadas

as transformações (5.54) às mesmas, a função será transformada de acordo com F (x)
x→x′−−−→

F ′ = F (x′). Realizando a transformação infinitesimal (5.56a) resulta então

F → F ′ = F + dF = F (x+ dx) =⇒ dF =

n∑
i=1

∂F

∂xi
dxi.
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Inserindo então (5.56b), resulta

dF =

n∑
i=1

∂F

∂xi

r∑
`=1

ui` (x) δa` =

r∑
`=1

δa`X`F, sendo

X`
.
=

n∑
i=1

ui` (x)
∂

∂xi
. (5.57)

Ou seja, sob a transformação infinitesimal,

F ′ =

[
1 +

r∑
`=1

δa`X`

]
F (x) .

Os operadores diferenciais X` são denominados os geradores infinitesimais do grupo. Por
exemplo, se for escolhido F (x) = xi, resulta que

x′i =

[
1 +

r∑
`=1

δa`X`

]
xi = xi +

r∑
`=1

ui` (x) δa`,

o que reproduz o resultado (5.56b).
A transformação xi → x′i = xi +

∑
` ui`δa` foi levada a cabo por meio de uma variação infini-

tesimal dos parâmetros a. Se somente for variado o parâmetro ak(1 6 k 6 r), então, obviamente,
x′i = xi + uikδak. Se δak não for infinitesimal, mas suficientemente pequeno, então

x′i ≈ xi + uik∆ak = (1 + ∆akXk)xi,

onde |∆ak| � 1. Após um número grande N de passos finitos ∆ak, o parâmetro irá valer ak =
N∆ak e a coordenada xi sofre uma variação que pode ser aproximada pela sequência de passos
finitos

x
(N×)
′···′
i ≈ (1 + ∆akXk)

N
xi =

(
1 +

1

N
akXk

)N
xi.

Se for realizado agora o limite ∆ak → 0, porém simultaneamente com N → ∞, de tal forma que
ak = N∆ak resulta em um valor finito, emprega-se a identidade exponencial

lim
N→∞

(
1 +

1

N
x

)N
= ex

para se obter a expressão formal

xi (0; . . . , ak, . . . ) = exp (akXk)xi.

Realizando variações arbitrárias em todos os parâmetros, as mesmas são todas realizadas de
forma independente entre si, o que permite escrever então a expressão final

xi (a1, . . . , ar) = P (x; a)xi, sendo P (x; a)
.
= exp

(
r∑

k=1

akXk

)
(5.58)

o operador que executa a transformação finita. Este resultado mostra como o conjunto de
geradores {Xk} realiza as transformações do grupo.

Antes de prosseguir com a determinação das propriedades restantes do grupo de Lie, serão
apresentados alguns exemplos de determinação dos geradores infinitesimais.

Exemplo 5.23 (Geradores do grupo de alongamento/deslocamento unidimensional). Re-
tornando ao grupo de 2 parâmetros discutido no exemplo 5.16, se x′ = f (x; a, b) = ax + b, a
identidade do grupo é a = 1 e b = 0, de onde resulta que a transformação infinitesimal será

x′ = (1 + δa)x+ δb = x+ xδa+ δb.

Então, de (5.56b),

ua =
∂

∂a
f (x; a, b)

∣∣∣∣
a=0

= x, ub =
∂

∂b
f (x; a, b)

∣∣∣∣
b=0

= 1,
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e então de (5.57) resultam os geradores do grupo

Xa = ua (x)
∂

∂x
= x

∂

∂x
, Xb = ub (x)

∂

∂x
=
∂

∂x
.

Nota-se que o comutador [Xa, Xb]
.
= XaXb −XbXa resulta

[Xa, Xb] = x
∂

∂x

∂

∂x
− ∂

∂x

(
x
∂

∂x

)
= −∂

∂x
= −Xb;

isto é, o comutador é uma função dos geradores do grupo.

Exemplo 5.24 (Geradores do grupo geral linear de 2 dimensões, GL (2,R)). A partir do
exemplo 5.17, se x =

(
x1 x2

)T
, então

x′ = f (x1, x2; a) = Ax =⇒

{
x′1 = f1 (x1, x2; a1, a2) = a1x1 + a2x2

x′2 = f2 (x1, x2; a3, a4) = a3x1 + a4x2,

constituindo um grupo de Lie de 4 parâmetros. Agora, a identidade do grupo é A = I2 e, portanto,

x′1 = (1 + δa1)x1 + δa2x2

x′2 = δa3x1 + (1 + δa4)x2.

Então, de (5.56b) e (5.57) resultam

u11 (x1, x2) = x1, u12 (x1, x2) = x2, u13 (x1, x2) = u14 (x1, x2) = 0

u23 (x1, x2) = x1, u24 (x1, x2) = x2, u21 (x1, x2) = u22 (x1, x2) = 0,

resultando os geradores

X1 = x1
∂

∂x1
, X2 = x2

∂

∂x1
, X3 = x1

∂

∂x2
, X4 = x2

∂

∂x2
.

Os comutadores dos geradores ficam agora

[X1, X2] = −X2, [X1, X3] = X3, [X1, X4] = 0,

[X2, X3] = X4 −X1, [X2, X4] = −X2, [X3, X4] = X3.

Novamente, os comutadores dos geradores sempre são expressos como combinações lineares
dos mesmos.

Exemplo 5.25 (Gerador do grupo SO(2) e rotações finitas). Do exemplo 5.20, o SO (2) é um
grupo de 1 parâmetro, sendo que as transformações são matrizes ortogonais RR̃ = I2 unimodu-
lares (det R = +1) que atuam em um espaço de dimensão 2. Ou seja, se x =

(
x1 x2

)T
e denotando

por φ o parâmetro do grupo, então

x′ = f (x1, x2;φ) = R (φ) x,

sendo que a identidade do grupo é R (a = 0) = I3. Se uma transformação infinitesimal for escrita
como a soma matricial

x′ = R (δφ) x = [I2 + B (δφ)] x,

sendo δφ o infinitésimo do parâmetro do grupo, como R é ortogonal, resulta que, mantendo
somente os termos em primeira ordem no infinitésimo,

RR̃ = (I2 + B)
(

I2 + B̃
)

= I2 + B̃ + B = I2 =⇒ B̃ + B = 0;

ou seja, B = −B̃; a matriz B é antissimétrica. Neste caso, pode-se escrever

B =

(
0 δφ
−δφ 0

)
=⇒

{
x′1 = x1 + x2δφ

x′2 = x2 − x1δφ.
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Então, de (5.56b) e (5.57) obtém-se

X = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
,

o qual é o gerador do SO(2).
De acordo com a discussão realizada acima, o operador de rotação, para um ângulo finito φ,

pode ser escrito formalmente como
R (φ) = eφX .

A partir da transformação infinitesimal é possível obter-se a representação de uma matriz de
rotação R (φ) por um ângulo finito φ. Retornando a

x′ (δφ) = R (δφ) x =⇒ R (δφ) = I2 + δφX, sendo X =

(
0 1
−1 0

)
.

Então, de acordo com a argumentação acima, realizando um número arbitrariamente grande N
de rotações infinitesimais consecutivas, resulta a rotação pelo ângulo finito φ = Nδφ. Neste caso,

x′ (φ) = lim
N→∞

RN (δφ) x = R (φ) x.

Mas,

R (φ)
N�1
≈ RN (δφ) =

(
I2 +

φ

N
X

)N
=

N∑
n=0

(
N

n

)(
φ

N
X

)n
.

Para N � 1, pode-se usar a expansão assintótica33(
N

n

)
1

Nn

N�1∼ 1

n!

[
1 +

(1− n)n

2N
+O

(
1

N2

)]
.

Portanto, mantendo somente o termo mais significativo,

R (φ) =

∞∑
n=0

φn

n!
Xn = I2 + φX +

φ2

2!
X2 +

φ3

3!
X3 + · · · = eφX.

Observando que para k = 0, 1, 2, . . . ,

X2k = (−1)
k I2, X2k+1 = (−1)

k X,

resulta

R (φ) =

(
1− φ2

2!
+ · · ·

)
I2 +

(
φ− φ3

3!
+ · · ·

)
X = cosφ

(
1 0
0 1

)
+ senφ

(
0 1
−1 0

)
,

R (φ) =

(
cosφ senφ
− sinφ cosφ

)
,

a qual é a matriz que executa uma rotação dos eixos coordenados de um referencial bidimensi-
onal em torno de um eixo de rotação perpendicular ao plano do referencial.34

De fato, o resultado R (φ) = eφX obtido no exemplo anterior é sustentado também por teoremas
válidos para grupos matriciais. Dada uma matriz n× n complexa A, a exponencial da mesma, a
qual é desenvolvida na forma de uma série de potências

eA =

∞∑
m=0

Am

m!
= In + A +

1

2!
A2 + · · · ,

sempre converge. Além disso, se A é um subgrupo do GL (n,C) e é também um grupo de um
parâmetro t, então sempre existe uma única matriz n× n complexa X tal que

A (t) = etX, sendo A (t) ∈ A.
33Referência: http://functions.wolfram.com/06.03.06.0003.01.
34Ver discussão na seção 6.2.1.
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Exemplo 5.26 (Geradores do grupo SO (3)). Novamente do exemplo 5.20, o SO (3) é um grupo
de 3 parâmetros, sendo que as transformações são matrizes ortogonais AÃ = I3 unimodulares
(det A = +1) que atuam em um espaço de dimensão 3. Ou seja, se x =

(
x1 x2 x3

)T
, então

x′ = f (x1, x2, x3; a1, a2, a3) = A (a1, a2, a3) x,

sendo que a identidade do grupo é A (a = 0) = I3. Se uma transformação infinitesimal for escrita
como a soma matricial

x′ = A (ε1, ε2, ε3) x = [I3 + B (ε1, ε2, ε3)] x,

sendo os εi’s infinitésimos dos parâmetros do grupo, como A é ortogonal, resulta que, mantendo
somente os termos em primeira ordem nos infinitésimos,

AÃ = (I3 + B)
(

I3 + B̃
)

= I3 + B̃ + B = I3 =⇒ B̃ + B = 0;

ou seja, B = −B̃; a matriz B é antissimétrica. Neste caso, pode-se escrever

B =

 0 ε3 −ε2
−ε3 0 ε1
ε2 −ε1 0

 =⇒ fi (x; ε) = xi +

3∑
j,k=1

εijkεkxj , (i = 1, 2, 3) ,

sendo εijk o símbolo de Levi-Civita.35

Então, de (5.56b) e (5.57) obtém-se

ui` (x) =
∂

∂ε`
fi (x; ε)

∣∣∣∣
ε=0

=

3∑
j,k=1

εijkδk`xj =

3∑
j=1

εij`xj .

Com isso, os geradores do grupo ficam

Xi =

3∑
j=1

uji (x)
∂

∂xj
=

3∑
j,k=1

εijkxk
∂

∂xj
, (i = 1, 2, 3) .

Os comutadores do grupo são:

[Xi, Xj ] = XiXj −XjXi, (i 6= j = 1, 2, 3) ,

=

3∑
p,q,r=1

εpqi

(
εrpjxq

∂

∂xr
− εqrjxr

∂

∂xp

)
,

[Xi, Xj ] = −xi
∂

∂xj
+ xj

∂

∂xi
,

onde foi empregada a identidade (6.3g). A mesma identidade mostra que este resultado pode ser
colocado na forma

[Xi, Xj ] =

3∑
k=1

εijkXk, (i, j = 1, 2, 3) .

Recordando da discussão realizada na seção 5.9.1.2, se for introduzido o operador de mo-
mento angular na mecânica quântica,

Li =

3∑
j,k=1

εijkxjpk
p=−i~∇−−−−−−→ i~

3∑
j,k=1

εijkxk
∂

∂xj
, (i = 1, 2, 3) ,

observa-se que o gerador infinitesimal do SO (3) é próprio operador L,

Xi =

3∑
j,k=1

εijkxk
∂

∂xj
= − i

~
Li, (i = 1, 2, 3) .

35Ver seção 6.1.2.
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Obtém-se assim as conhecidas relações de comutação do momento angular

[Li, Lj ] = i~
3∑
k=1

εijkLk, (i, j = 1, 2, 3)⇒


[L1, L2] = i~L3

[L3, L1] = i~L2

[L2, L3] = i~L1.

Finalmente, colocando os geradores do SO (3), escritos em termos do momento angular, no
operador de transformação finita (5.58), pode-se escrever o mesmo como

R (a) = e−ia·L/~,

onde o operador R (a) é interpretado como o operador que executa uma rotação arbitrária finita
no espaço E3. Neste caso, o vetor a é um vetor axial associado a uma rotação em torno de algum
eixo que passa pela origem.

5.10.3 CONSTANTES DE ESTRUTURA

Os exemplos anteriores mostraram que, nos grupos em questão, os comutadores dos gera-
dores infinitesimais sempre podem ser escritos em termos de combinações lineares dos próprios
geradores. Será mostrado agora que esta propriedade é universal para grupos de Lie.

Nas transformações infinitesimais (5.56a), supõe-se que os r parâmetros a variam de forma
independente entre si. Em consequência, na variação infinitesimal da coordenada xi em (5.56b),
dxi = 0 se e somente se todas as variações δak forem simultaneamente nulas. Isto implica em
uma relação de independência linear entre as funções uik (x) (k = 1, . . . , r).

Retorna-se então a (5.56e), a qual será escrita como

∂xi
∂aλ

= uiκ (x)ψκλ (a) ,
(
i=1,...,n
λ,κ=1,...,r.

)
(5.59)

Para simplificar a notação, já na expressão acima adotou-se, em primeiro lugar, o uso de índices
gregos para denotar os r distintos parâmetros do grupo, mantendo os índices latinos para deno-
tar os componentes do vetor. Em segundo lugar, adotou-se a convenção de somas implícitas de
índices repetidos,36 segundo a qual existe na expressão acima uma soma oculta sobre o índice
κ = 1, . . . , r, uma vez que este índice está repetido.

Como a transformação (5.54) é por hipótese uma função analítica de a, então

∂2xi
∂aλ∂aµ

=
∂2xi

∂aµ∂aλ
;

ou seja,

∂

∂aλ
[uiκ (x)ψκµ (a)]− ∂

∂aµ
[uiκ (x)ψκλ (a)] = 0,

uiκ

(
∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

)
+ ψκµ

∂uiκ
∂aλ

− ψκλ
∂uiκ
∂aµ

= 0,

onde foi levado em conta que as funções uiκ são funções dos componentes xi, os quais, de acordo
com (5.59), são funções dos parâmetros a. Portanto, se uiκ = uiκ (x (a)),

∂uiκ
∂aλ

=
∂uiκ
∂xj

∂xj
∂aλ

=
∂uiκ
∂xj

ujνψνλ. (5.60)

Portanto,

uiκ

(
∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

)
+ ujν

∂uiκ
∂xj

ψκµψνλ − ujν
∂uiκ
∂xj

ψκλψνµ︸ ︷︷ ︸
κ↔ν

= 0,

uiκ

(
∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

)
+

(
ujν

∂uiκ
∂xj

− ujκ
∂uiν
∂xj

)
ψκµψνλ = 0.

36Ver a convenção completa na seção 6.1.1.
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Lembrando agora da relação (5.56d), ψκµ (a) Θµλ (a) = δκλ, chega-se ao resultado(
∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

)
uiκΘµτΘλσ +

(
ujν

∂uiκ
∂xj

− ujκ
∂uiν
∂xj

)
ψκµΘµτψνλΘλσ = 0,(

∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

)
uiκΘµτΘλσ +

(
ujν

∂uiκ
∂xj

− ujκ
∂uiν
∂xj

)
δκτδνσ = 0,

ujτ
∂uiσ
∂xj

− ujσ
∂uiτ
∂xj

=

(
∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

)
ΘµτΘλσuiκ.

Definindo a quantidade

cκτσ (a)
.
=

(
∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

)
ΘµτΘλσ, (5.61)

escreve-se
ujτ

∂uiσ
∂xj

− ujσ
∂uiτ
∂xj

= cκτσuiκ. (5.62)

Derivando agora ambos os lados em relação a aρ,

∂

∂aρ

(
ujτ

∂uiσ
∂xj

)
− ∂

∂aρ

(
ujσ

∂uiτ
∂xj

)
=
∂cκτσ
∂aρ

uiκ + cκτσ
∂

∂aρ
uiκ.

Nos termos que contêm derivadas das funções u (x) e suas derivadas em x, realiza-se a interpre-
tação ∂/∂aρ = (∂xk/∂aρ) (∂/∂xk), conforme foi realizado em (5.60). Portanto,

∂xk
∂aρ

∂

∂xk

(
ujτ

∂uiσ
∂xj

)
− ∂xk
∂aρ

∂

∂xk

(
ujσ

∂uiτ
∂xj

)
=
∂cκτσ
∂aρ

uiκ + cκτσ
∂xk
∂aρ

∂uiκ
∂xk

.

Por outro lado, retornando a (5.62) e aplicando diretamente o último operador, resulta

∂xk
∂aρ

∂

∂xk

(
ujτ

∂uiσ
∂xj

)
− ∂xk
∂aρ

∂

∂xk

(
ujσ

∂uiτ
∂xj

)
= cκτσ

∂xk
∂aρ

∂uiκ
∂xk

.

Comparando as duas últimas expressões, conclui-se que

∂cκτσ
∂aρ

uiκ = 0,
(

i=1,...,n
τ,σ,ρ=1,...,r.

)
Como já foi estabelecido que as funções uiκ (x) (κ = 1, . . . , r) são linearmente independentes, este
resultado implica que

∂cκτσ
∂aρ

= 0 =⇒ cκτσ (a) = cte., (κ, τ, σ = 1, . . . , r) .

Estes coeficientes são as constantes de estrutura do grupo de Lie.
Retornando à definição (5.61), resulta que os elementos da matriz Ψ satisfazem

∂ψκµ
∂aλ

− ∂ψκλ
∂aµ

= cκτσψτµψσλ, (5.63)

onde foi empregado novamente (5.56d).
Consideram-se agora o geradores infinitesimais do grupo, definidos por (5.57). Calculando o

comutador de dois geradores, obtém-se

[Xρ, Xσ] = XρXσ −XσXρ

= uiρ
∂

∂xi
ujσ

∂

∂xj
− ujσ

∂

∂xj
uiρ

∂

∂xi

=

(
uiρ

∂ujσ
∂xi

− uiσ
∂ujρ
∂xi

)
∂

∂xj
.

Mas, de acordo com (5.62),

[Xρ, Xσ] = cκρσujκ
∂

∂xj
= cκρσXκ. (5.64a)
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Ou seja, de fato o comutador de dois geradores infinitesimais sempre pode ser escrito como
uma combinação linear dos mesmos geradores, sendo que os coeficientes da combinação são as
constantes de estrutura do grupo.

Outras propriedades das constantes de estrutura são facilmente obtidas. Claramente, se em
(5.62) forem trocados os índices τ ↔ σ,

cκστuiκ = ujσ
∂uiτ
∂xj

− ujτ
∂uiσ
∂xj

= −cκτσuiκ =⇒ (cκστ + cκτσ)uiκ = 0 =⇒ cκστ = −cκτσ. (5.64b)

Seja agora a identidade de Jacobi de três objetos, definida na seção 3.7.3, é fácil verificar que
quaisquer três geradores do grupo satisfazem

[Xρ, [Xσ, Xτ ]] + [Xσ, [Xτ , Xρ]] + [Xτ , [Xρ, Xσ]] = 0.

Introduzindo a relação (5.64a), conclui-se então que(
cµρσc

ν
µτ + cµστ c

ν
µρ + cµτρc

ν
µσ

)
Xν = 0 =⇒ cµρσc

ν
µτ + cµστ c

ν
µρ + cµτρc

ν
µσ = 0, (ρ, σ, ν, τ = 1, . . . , r) . (5.64c)

Recapitulando, partindo da definição 5.14 de um grupo de Lie de transformações, chega-se ao
sistema de equações (5.56e), o qual descreve a variação das coordenadas de um vetor do espaço
vetorial com os parâmetros do grupo. Como as transformações são analíticas nos parâmetros,
chegou-se então a (5.62) e (5.63) e, finalmente, às propriedades (5.64b) e (5.64c) das constantes
de estrutura do grupo.

Sophus Lie mostrou que este procedimento pode ser invertido: se for possível empregar
as propriedades (5.64b) e (5.64c) para se derivar as constantes de estrutura de um grupo de
transformações, pode-se então encontrar as funções u (x) e ψ (a) que satisfazem (5.62) e (5.63).
Com isso, pode-se encontrar finalmente as funções x (a) pela integração de (5.56e), as quais irão
formar o grupo de transformações.

Exemplo 5.27 (Constantes de estrutura do SO(3)). No exemplo 5.26 já foi mostrado que os
geradores do SO(3) satisfazem a relação de comutação

[Xi, Xj ] = εijkXk,

onde foi mantida a notação de Einstein de somas implícitas. Portanto, de (5.64a) segue direta-
mente que as constantes de estrutura do grupo são os símbolos de Levi-Civita ckij = εijk.

Como os símbolos de Levi-Civita são antissimétricos, segue diretamente a propriedade (5.64b),
ckij = −ckji. Já para verificar que a identidade (5.64c) é satisfeita, observa-se

ckijc
r
ks + ckjsc

r
ki + cksic

r
kj = εijkεksr + εjskεkir + εsikεkjr

= δisδjr − δirδjs + δijδrs − δjrδis + δjsδir − δrsδij
= 0, (X)

onde a propriedade (6.3g) foi empregada.

Exemplo 5.28 (Geradores e constantes de estrutura do SU(2)). Do exemplo 5.22, observa-
se que o SU (2) é um grupo de 22 − 1 = 3 parâmetros reais, composto por matrizes unitárias
UU† = I2 unimodulares (det U = +1) que atuam sobre um espaço complexo de dimensão 2. Sendo
x =

(
x1 x2

)T
a matriz dos componentes de um vetor, então

x′ = f (x1, x2; a1, a2, a3) = Ux =⇒
(
x′1
x′2

)
=

(
α β
γ η

)(
x1

x2

)
=

(
αx1 + βx2

γx1 + ηx2

)
,

onde {α, β, γ, η} ⊂ C.
Como U é unitária, então

UU† =

(
α β
γ η

)(
α∗ γ∗

β∗ η∗

)
=

(
1 0
0 1

)
=⇒

{
|α|2 + |β|2 = |γ|2 + |η|2 = 1

αγ∗ + βη∗ = α∗γ + β∗η = 0.

Além disso,
det U = 1 =⇒ αη − βγ = 1.
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Observa-se que as condições acima são satisfeitas se

η = α∗, γ = −β∗; ou seja, U =

(
α β
−β∗ α∗

)
.

A forma mais geral de uma matriz U ∈ SU(2) ficou reduzida às escolhas de dois números comple-
xos (α e β), os quais ainda estão sujeitos às condições impostas às matrizes do grupo. Por isso,
dos quatro parâmetros reais ainda restantes (as partes reais e imaginárias de α e β) somente três
serão independentes e os valores possíveis que estes podem assumir estão restritos a intervalos
finitos no eixo real, uma vez que o grupo é compacto. Uma forma geral para os três parâmetros
independentes é α = eiξ cos η e β = −eiζ sen η, sendo {ξ, ζ, η} ⊂ R. Assim, a forma mais geral para
a matriz U é

U =

(
eiξ cos η −eiζ sen η
e−iζ sen η e−iξ cos η

)
.

Uma transformação infinitesimal será então obtida a partir da matriz U se

U = I2 +

(
δα δβ
−δβ∗ δα∗

)
=

(
1 + δα δβ
−δβ∗ 1 + δα∗

)
.

Mas, a condição |α|2 + |β|2 = 1 implica que, em primeira ordem nos infinitésimos, 1 + δα + δα∗ =
1 ⇒ δα = −δα∗; ou seja, δα = 1

2 iδa3, (δa3 ∈ R). Portanto, os parâmetros infinitesimais do SU(2)
são {δa1, δa2, δa3} ⊂ R tais que

δβ =
1

2
δa2 +

i

2
δa1, δα =

i

2
δa3.

Com as escolhas feitas, pode-se finalmente escrever, empregando a notação de Einstein de
somas implícitas,

U (δa1, δa2, δa3) = I2 +

(
i
2δa3

i
2δa1 + 1

2δa2
i
2δa1 − 1

2δa2 − i
2δa3

)
= I2 +

i

2
σαδaα,

sendo σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0−i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0−1

)
as matrizes de Pauli.

Em termos das matrizes de Pauli, as transformações infinitesimais ficam

x + dx = U (δa1, δa2, δa3) x =⇒ xj + dxj = Ujkxk, (j = 1, 2) =⇒ dxj =
i

2
(σα)jk xkδaα.

Assim, de (5.56b) resulta que

ujα (x1, x2) =
i

2
(σα)jk xk,

(
j=1,2
α=1,2,3

)
e, portanto, de (5.57) resulta que os geradores infinitesimais do SU(2) são

Xα = ujα (x)
∂

∂xj
=
i

2
(σα)jk xk

∂

∂xj
.

É comum afirmar-se que as matrizes de Pauli são os geradores do grupo.
Para determinar as constantes de estrutura, ao invés de partir da definição (5.61), é mais

prático calcular os comutadores dos geradores. Para tanto, nota-se primeiro que as matrizes de
Pauli satisfazem a relação de comutação

[σα, σβ ] = 2iεαβγσγ .

Dessa maneira,

[Xα, Xβ ] = XαXβ −XβXα

= −1

4
(σα)jk (σβ)`m

[
xk
∂

∂xj

(
xm

∂

∂x`

)
− xm

∂

∂x`

(
xk
∂

∂xj

)]
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= −1

4

[
(σα)jk (σβ)`j xk

∂

∂x`
− (σα)j` (σβ)`k xk

∂

∂xj

]
,

[Xα, Xβ ] =
1

4
[σα, σβ ]jk xk

∂

∂xj
.

Ou seja,
[Xα, Xβ ] = εαβγXγ .

Imediatamente, conclui-se que as constantes de estrutura do SU(2) são cγαβ = εαβγ. Observa-
se que a relação de comutação do SU(2) é idêntica à relação do SO(3).

5.10.4 PARAMETRIZAÇÃO DAS TRANSFORMAÇÕES DO GRUPO

Com a definição dos geradores infinitesimais do grupo em (5.57), é possível escrever (5.56e)
como

∂xi
∂aλ

= ψκλ (a)Xκxi, sendo ψκλ (0) = δκλ. (5.65)

Qualquer ponto no espaço de parâmetros do grupo pode ser atingido a partir de um ponto
inicial ao longo de uma reta que conecta esses pontos. Essa reta pode, por sua vez, ser parame-
trizada por relações do tipo

aλ = sλτ, (λ = 1, . . . , r) , (5.66)

sendo τ ∈ R o parâmetro que gera a reta e sλ ∈ R as declividades das projeções da reta sobre
cada coordenada no espaço de parâmetros. Com esta parametrização, o valor τ = 0 gera a
transformação identidade xi = xi (a = 0). Já para τ 6= 0, as componentes xi são transformadas
como

xi (τ) = S (τ)xi (0) , sendo S (0) = 1.

A quantidade S (τ) é um operador parametrizado por τ que atua sobre o valor inicial xi (0) da
coordenada. Inserindo esta expressão em (5.65) obtém-se

dxi
dτ

=
∂xi
∂aλ

daλ
dτ

= sλψκλ (sτ)Xκxi (τ) =⇒ dS

dτ
xi (0) = sλψκλ (sτ)XκS (τ)xi (0) ,

sendo ψκλ (sτ) = ψκλ (s1τ, . . . , srτ); ou seja, o operador S (τ) satisfaz

dS

dτ
= sλψκλ (sτ)XκS (τ) .

Então, em τ = 0,
dS

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= sκXκ.

Com os resultados recém obtidos, conclui-se que o operador S (τ) pode ser formalmente
desenvolvido em uma série de potências de τ como

S (τ) = S (0) + τ
dS

dτ

∣∣∣∣
τ=0

+O
(
τ2
)

=⇒ S (τ) = 1 + τsκXκ + · · · . (5.67a)

Portanto, a transformação infinitesimal sobre xi pode ser formalmente escrita como

xi (τ) = (1 + τsκXκ + · · · )xi (0) . (5.67b)

Ou seja, o operador sκXκ também gera a transformação sobre xi, parametrizada por τ . Por outro
lado, os mesmos resultados permitem concluir que

sκXκ = lim
τ→0

S (τ)− 1

τ
. (5.67c)

Ou seja, o operador S (τ) determina o gerador sκXκ.
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Exemplo 5.29 (Rotação em torno de um eixo arbitrário). Deseja-se realizar uma rotação dos
eixos de um sistema de coordenadas Cartesianas por um ângulo φ em torno de um eixo que
cruza a origem e está orientado na direção do vetor n̂. Uma rotação qualquer em um espaço de
três dimensões é realizada pelos geradores do SO(3), derivados no exemplo 5.26. Contudo, como
a rotação irá ocorrer em torno do eixo fixo na direção n̂, o operador de rotação desejado pertence
ao subgrupo SO(2) ⊂ SO(3) correspondente às rotações que ocorrem no plano perpendicular
a n̂. Por esta razão, o operador de rotação é obtido de acordo com o procedimento realizado
no exemplo 5.25. Empregando a forma dos geradores em termos dos operadores de momento
angular, resulta que o operador de rotação desejado pode ser escrito de forma parametrizada
pelo ângulo φ como

Rn̂ (φ) = 1− iφ
~

(n̂ ·L) + · · · = e−iφ(n̂·L)/~.

Dada agora a transformação implementada por S (τ), a sua transformação inversa S−1 (τ)
também pode ser desenvolvida em série como

S−1 (τ) = 1 + τ
dS−1

dτ

∣∣∣∣
τ=0

+ · · ·

e é tal que, na sequência de transformações xi −→ x′i = S (τ)xi −→ x′′i = xi = S−1 (τ)S (τ)xi,

xi =

(
1 + τ

dS−1

dτ

∣∣∣∣
τ=0

+ · · ·
)

(1 + τsκXκ + · · · )xi =

[
1 + τ

(
sκXκ +

dS−1

dτ

∣∣∣∣
τ=0

)
+ · · ·

]
xi.

Ou seja,
S−1 (τ) = 1− τsκXκ + · · · . (5.67d)

Portanto, o operador inverso de S (τ) é obtido simplesmente pela inversão τ → −τ .
Seja agora um outro conjunto de declividades t = (t1, . . . , tr) de uma reta no espaço de pa-

râmetros. Este conjunto serve para definir um outro operador de transformação parametrizado
T (τ) = 1 + τtλXλ + · · · . Este operador possui as mesmas propriedades genéricas do operador
S (τ). Com ambos os operadores, pode-se realizar a sequência de transformações sobre xi dada
por

xi → x′i = T (τ)xi → x′′i = S (τ)x′i = S (τ)T (τ)xi

= [(1 + τtκXκ + · · · ) (1 + τsκXκ + · · · )]xi = [1 + τ (sκ + tκ)Xκ + · · · ]xi.

Portanto, S (τ)T (τ) = 1 + τ (sκ + tκ)Xκ + · · · . A outra sequência possível de transformações é

xi → x′′′i = T (τ)S (τ)xi = [1 + τ (sκ + tκ)Xκ + · · · ]xi,

como antes. Porém, embora

[T (τ)S (τ)]
−1
x′′′i = xi =⇒ [T (τ)S (τ)]

−1
= S−1 (τ)T−1 (τ) ,

pode-se mostrar que

[T (τ)S (τ)]
−1
x′′i = [T (τ)S (τ)]

−1
[S (τ)T (τ)]xi

= S−1 (τ)T−1 (τ)S (τ)T (τ)xi =
{

1 + τ2 [sκXκ, tλXλ] + · · ·
}
xi;

ou seja,
S−1 (τ)T−1 (τ)S (τ)T (τ) = 1 + τ2 [sκXκ, tλXλ] + · · · . (5.68)

Nota-se também que [S (τ) , T (τ)] = τ2 [sκXκ, tλXλ] + · · · . Portanto,

S−1 (τ)T−1 (τ)S (τ)T (τ) = 1 + [S (τ) , T (τ)] + · · · .

Em geral, S−1 (τ)T−1 (τ)S (τ)T (τ)xi 6= xi. Para que a transformações operadas por S (τ) e
T (τ) possam ser realizadas em qualquer ordem para se obter os mesmos valores finais das
componentes, isto é, para que x′′′i = x′′i , é necessário que

[S (τ) , T (τ)] = 0 =⇒ [sκXκ, tλXλ] = 0.

Diversas propriedades do grupo de Lie podem ser deduzidas a partir dos geradores infinitesi-
mais e constantes de estrutura:
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• Se o grupo G é Abeliano, de tal forma que todas as transformações contidas no mesmo
comutam, então

[Xκ, Xλ] = 0, para κ, λ = 1, . . . , r.

Isto implica em que as constantes de estrutura são todas nulas,

cρκλ = 0, para κ, λ, ρ = 1, . . . , r. (5.69a)

• Se G for um grupo de r parâmetros eH ⊂ G for um subgrupo próprio de p parâmetros (p < r),
pode-se escolher os p primeiros operadores infinitesimais correspondentes aos elementos
de H, enquanto que os r− p operadores restantes correspondem aos elementos de G \H (ou
G − H). Como H é um grupo per se, então os comutadores dos seus geradores devem ser
expressos por (5.64a) em termos de seus próprios geradores. Portanto,

cρκλ = 0, para κ, λ = 1, . . . , p e ρ = p+ 1, . . . , r. (5.69b)

• Se H for um subgrupo próprio invariante de G e S ∈ H é um operador, então T−1ST ∈ H,
para qualquer operador T ∈ G. Neste caso, S−1T−1ST também pertence a H e, de acordo
com (5.68), os comutadores [sκXκ, tλXλ] devem ser expressíveis como uma combinação
linear dos p geradores de H. Portanto, para um subgrupo invariante,

cρκλ = 0, para κ = 1, . . . , p, λ = 1, . . . , r e ρ = p+ 1, . . . , r. (5.69c)

• Se o grupo G é o produto direto de H por G −H, conforme definido na seção 3.5, então

cρκλ = 0, para

{
κ = 1, . . . , p, ρ = p+ 1, . . . , r,

κ = p+ 1, . . . , r, ρ = 1, . . . , p.
(5.69d)

• O grupo G será simples37 se a condição (5.69c) não puder ser satisfeita para nenhum sub-
conjunto de geradores infinitesimais do mesmo. Da mesma maneira, G será semissimples
se

cρκλ = 0, para κ, λ, ρ = 1, . . . , p (5.69e)

e (5.69c) não puderem ser satisfeitas simultaneamente.

• O grupo de transformações G é composto por operadores que agem sobre o espaço V n.
Este espaço pode ser complexo e, assim, os componentes {xi} também podem ser comple-
xos. Como consequência, os geradores infinitesimais podem ser quantidades complexas.
Contudo, como os r parâmetros do grupo são reais, a lei de composição dos elementos de
G (as funções φ (a; b) definidas em 5.55b) também deve ser real. Isto implica em que as
constantes de estrutura, definidas em (5.56c), (5.56d) e (5.61) também devem ser reais.

A definição a seguir, sobre o posto do grupo, também está relacionada com geradores que
comutam entre si.

Definição 5.15 (Posto do grupo). O maior número de geradores de um grupo de Lie que comu-
tam entre si é denominado o posto (em inglês, rank) do grupo.

O posto do grupo SO(3) é igual a 1 porque nenhum dos geradores L1, L2 e L3 comutam entre
si. O mesmo ocorre com o grupo SU(2).

5.10.5 ÁLGEBRAS DE LIE

A relação de independência linear entre as funções uik (x) estabelecida por (5.56b) implica em
que os geradores infinitesimais de um grupo de Lie de transformações de r parâmetros, definidos
por (5.57), também são linearmente independentes entre si. Isto permite que o conjunto de
geradores venha a servir como base de um espaço vetorial L r, de dimensão r. Assumindo que
vetores desse espaço sejam formados por combinações lineares da base, i. e., por

∑
ρ aρXρ, onde

aρ ∈ R, o espaço vetorial é formado sobre o corpo dos reais.

37Ver definição 3.19.
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Sobre este espaço vetorial, a relação de comutação (5.64a) pode ser interpretada como um
mapa bilinear sobre o próprio espaço. Pode-se verificar38 que essa relação de comutação satisfaz
as condições para a formação de uma álgebra de Lie sobre o corpo R e serve como o “produto
vetorial” em L r. A álgebra de Lie formada nestas condições é genericamente identificada pelo
símbolo g.

Tomando como a base de g o conjunto de geradores Bg
.
= {Xκ}, uma álgebra real de Lie é

formada quando qualquer vetor A ∈ g pode ser decomposto na base Bg como

A = aκXκ.

Se a decomposição é realizada com o intuito de estudar a estrutura do grupo, os coeficientes
{aκ} da expansão acima devem ser reais, uma vez que as constantes de estrutura são reais.
Neste caso a álgebra é real. Contudo, a álgebra também pode ser complexa.

Pode-se realizar também mudanças de base em g a partir de uma matriz não singular A =
[aκλ]. Este procedimento cria uma outra base B′g = {X ′κ} através das relações

X ′κ = aκλXλ, (κ = 1, . . . , r) . (5.70a)

Na nova base B′g, existe um novo conjunto de constantes de estrutura c′ρκλ determinadas por

[X ′κ, X
′
λ] = c′ρκλX

′
ρ,

as quais se relacionam com as constantes em Bg por

c′ρκλ = aκµaλνc
η
µνa
−1
ηρ , (κ, λ, ρ = 1, . . . , r) . (5.70b)

As constantes c′ρκλ obedecem as mesmas propriedades das constantes originais, i. e., as relações
(5.64b) e (5.64c).

Discussões a respeito das propriedades das álgebras de Lie podem, em muitos casos, repetir
ipsis litteris as propriedades de grupos de Lie apresentadas na página 253: (i) uma álgebra g é
Abeliana se (5.69a) for satisfeita; (ii) uma álgebra h é uma subálgebra de g se suas constantes
de estrutura satisfizerem (5.69b); (iii) a subálgebra h é invariante se (5.69c) for satisfeita; (iv) a
álgebra g é a soma direta39 da subálgebra h com g − h se (5.69d) for satisfeita; finalmente, (v) a
álgebra pode ser simples ou semissimples se as mesmas condições impostas aos grupos forem
satisfeitas.

Retoma-se agora a argumentação delineada na página 250: dado um grupo de Lie de trans-
formações conhecido, pode-se obter os seus geradores infinitesimais e constantes de estrutura,
o que permite construir a álgebra associada ao grupo de Lie. Sophus Lie mostrou que o pro-
cedimento pode ser invertido, uma vez que a toda álgebra de Lie há pelo menos um grupo de
transformações de Lie associado por um homomorfismo. Esta é a essência do terceiro teorema
de Lie, enunciado a seguir.

Teorema 5.12 (Terceiro teorema de Lie). A toda álgebra de Lie finita g sobre o corpo R existe
um grupo de Lie G associado por um homomorfismo.

A inversão do problema é realizada da seguinte maneira: dada uma álgebra de Lie de r
dimensões g com constantes de estrutura {cρκλ} previamente determinadas e que satisfazem,
juntamente com os respectivos geradores, as propriedades (5.64a-c), e um grupo de transfor-
mações de Lie de r parâmetros G, cujos parâmetros {aκ} são parametrizados por (5.66) e cujos
operadores de transformação são assim parametrizados na vizinhança da identidade por (5.67),
então, devido ao terceiro teorema de Lie, o grupo G é determinado localmente por uma base de g
e suas constantes de estrutura. A partir disso, o grupo G é construído para qualquer transfor-
mação finita por um processo de integração de seus operadores infinitesimais, determinados na
vizinhança da identidade pela estrutura da álgebra g. A vantagem deste procedimento, quando
factível, está no fato de que toda a informação contida em um grupo contínuo, composto por
infinitos elementos, é obtida a partir do conhecimento prévio de uma álgebra de dimensão finita,
bastando para isso conhecer uma base (com um número finito r de elementos) e suas constantes
{cρκλ}.

A determinação de todas as possíveis estruturas de uma álgebra de Lie de r dimensões é um
problema que se torna quadraticamente mais difícil à medida que r aumenta. Isto porque as

38Ver seção 3.7.3.
39Ver definição 4.4.
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equações básicas que determinam as constantes {cρκλ} (as equações 5.64c) são quadráticas nas
mesmas, formando assim um sistema algébrico não linear de equações, o qual possui mais do
que uma solução possível para r > 2.

Para r = 1, a álgebra é unidimensional e todos os vetores são formados por múltiplos do
gerador X. Por isso, todos os comutadores são nulos e, assim, devido a (5.69a), todo grupo de
Lie de um parâmetro é Abeliano. Esta conclusão já havia sido obtida na discussão realizada
na página 242, onde mostrou-se também que todos estes grupos são isomórficos ao grupo de
translações unidimensionais.

Para r = 2, os elementos da base são {X1, X2}, os quais satisfazem [X1, X2] = aX1 + bX2, com
{a, b} ∈ R. Neste caso há duas possibilidades:

1. a = b = 0. Neste caso, a álgebra é Abeliana e é a soma direta das subálgebras geradas por
X1 e X2. Em consequência, o grupo de Lie é Abeliano, formado pelo produto direto dos
subgrupos invariantes.

O grupo de Lie que é gerado localmente por uma álgebra com [X1, X2] = 0 é sempre isomór-
fico ao grupo de translações bidimensionais, onde x′ = x + a e y′ = y + b. Esta conclusão
pode ser estendida a outras dimensões. Uma álgebra de r dimensões Abeliana, para a qual
[Xi, Xj ] = 0, ∀i, j = 1, . . . , r, gera localmente um grupo isomórfico ao grupo de translações
em r dimensões.

2. a 6= 0 e/ou b 6= 0. Se for assumido que a 6= 0, então, de acordo com (5.70a), pode-se
fazer uma mudança de base sem alterar a álgebra. Se os elementos da nova base forem
escolhidos como X ′1 = aX1 + bX2 e X ′2 = (1/a)X2, resulta que [X ′1, X

′
2] = X ′1. Isto significa,

de acordo com (5.69c), que a subálgebra gerada por X ′1 é invariante e Abeliana e, em
consequência, uma álgebra de Lie de 2 dimensões não é semissimples.

Um grupo que é localmente gerado por esta álgebra é o grupo de alongamento/desloca-
mento unidimensional discutido nos exemplos 5.16 e 5.23, onde x′ = ax + b. Neste caso,
X1 = ∂/∂x e X2 = x∂/∂x e as translações x′ = x+ b formam um subgrupo invariante.

Para r = 3 a derivação é mais complicada e não será reproduzida aqui. Uma álgebra de Lie
de três dimensões possui quatro estruturas distintas possíveis:

[X1, X2] = [X1, X3] = [X2, X3] = 0, (5.71a)

[X1, X2] = X1, [X1, X3] = [X2, X3] = 0, (5.71b)

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = −X2, [X2, X3] = X1, (5.71c)

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X2, [X2, X3] = −X1. (5.71d)

Um grupo de Lie que possui a estrutura (5.71b) possui um subgrupo invariante gerado por X3

(pois este comuta com os outros). Portanto, este grupo não é semissimples. Já o grupo com
a estrutura (5.71c) é o grupo SO(3), cujos geradores infinitesimais foram obtidos no exemplo
5.26. Por sua vez, um grupo cuja estrutura é (5.71d) é o grupo de Lorentz homogêneo em duas
dimensões, o qual é contém operadores que mantêm invariante a forma x2 + y2 − z2 e cujos
geradores são

X1 = z
∂

∂y
+ y

∂

∂z
, X2 = x

∂

∂z
+ z

∂

∂x
, X3 = y

∂

∂x
− x ∂

∂y
.

Discussões a respeito das estruturas de álgebras de dimensões r > 4 podem ser obtidas nos
textos relacionados na bibliografia.

5.10.6 REPRESENTAÇÕES DE GRUPOS DE LIE

O formalismo envolvido na obtenção de representações de grupos de Lie é fantasticamente
grande e uma abordagem geral sobre o assunto excede em muito o escopo deste texto. No lugar
de uma discussão ampla e genérica, serão apresentadas apenas algumas das propriedades e
técnicas existentes.

Grande parte dos teoremas que abordam a derivação das representações de um grupo de
Lie se baseiam no homomorfismo existente entre o grupo e sua álgebra de Lie associada. Esse
homomorfismo, também percebido inicialmente por Sophus Lie, será apresentado agora com os
seguintes teoremas e definições.
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Definição 5.16 (Homomorfismo entre álgebras de Lie). Se g e h são álgebras de Lie, então
um mapa linear Φ : g 7−→ h é denominado um homomorfismo entre álgebras de Lie se, dados
{Xα, Xβ} ∈ g e {Yα, Yβ} ∈ h tais que Yα,β = Φ (Xα,β), ocorrer

Φ ([Xα, Xβ ]) = [Yα, Yβ ] .

Se, adicionalmente, o mapeamento for bijetivo, então Φ é denominado um isomorfismo entre
álgebras de Lie. O isomorfismo Φ : g 7−→ g é denominado automorfismo da álgebra de Lie.

Observa-se que o isomorfismo entre diferentes álgebras de Lie implica em uma forte relação
entre suas constantes de estrutura. Se [Xα, Xβ ] = cγαβXγ e [Yα, Yβ ] = dγαβYγ, sendo

{
cγαβ

}
e
{
dγαβ

}
respectivamente as constantes de estrutura de g e h, então a condição de isomorfismo entre
essas álgebras implica em,

Φ ([Xα, Xβ ]) = Φ
(
cγαβXγ

)
= cγαβΦ (Xγ) = cγαβYγ = [Yα, Yβ ] = dγαβYγ .

Portanto, a condição de isomorfismo implica que dγαβ = cγαβ (∀α, β, γ).
Os seguintes teoremas de Lie estabelecem então as relações entre homomorfismos de álgebras

e homomorfismos de grupos.

Teorema 5.10 (Primeiro teorema de Lie). Se G e H são grupos de Lie localmente isomórficos,
então as suas álgebras associadas g e h são isomórficas.

Teorema 5.11 (Segundo teorema de Lie). Se g e h são álgebras de Lie isomórficas, então G e H
são grupos de Lie localmente isomórficos.

Deve-se notar que estes teoremas somente garantem o isomorfismo entre os grupos nas
vizinhanças da identidade. Contudo, um outro teorema garante que se os grupos são localmente
isomórficos então globalmente estes serão, no mínimo, homomórficos.

Teorema 5.13. Sejam G e H grupos de Lie, com álgebras associadas g e h, respectivamente. Se
Φ : G 7−→ H é um homomorfismo entre os grupos, então há um único mapa linear φ : g 7−→ h.

Apresentaremos alguns exemplos a seguir ilustrando algumas representações de grupos de
mais baixa dimensão.

Exemplo 5.30 (Representação do SO(3) em termos dos ângulos de Euler). Nos exemplos
5.26 e 5.29 foi mostrado que o operador de rotação em torno de um eixo fixo n̂ pode ser escrito
como em termos dos geradores do SO(3) como

Rn̂ (φ) = 1 + φ (n̂ ·X) + · · · = eφ(n̂·X).

Os operadores Rn̂ (φ) pertencem a um subgrupo SO(2) ⊂ SO(3), correspondente às rotações que
ocorrem no plano perpendicular a n̂.

Por sua vez, a representação de um operador de rotação no SO(2) foi obtida no exemplo 5.25,
tanto para rotações infinitesimais quanto para rotações finitas.

Se o eixo de rotação na direção e sentido de n̂ for sucessivamente tomado como os eixos x1,
x2 e x3 de um sistema de coordenadas Cartesianas, então n̂ = x̂i para i = 1, 2, 3, sucessiva-
mente. Assim, se x =

(
x1 x2 x3

)T
, a rotação em torno do i-ésimo eixo coordenado executará a

transformação x′ = f(i) (x1,x2, x2;φ) x = R(i) (φ) x, cuja expressão na vizinhança da identidade é

xj + δxj = (1 + δφXi)xj = xj + δφεijkxk ⇒ δxj = δφεijkxk.

Portanto, pode-se escrever

x′ (δφ) = R(i) (δφ) x =
[
I3 + δφX(i)

]
x, sendo X(i)

jk = εijk.

Observando que

[
X(i)

]2
jk

=

3∑
`=1

εij`εi`k = δijδik − δjk,
[
X(i)

]3
jk

=

3∑
`=1

(δijδi` − δj`) εi`k = −εijk = −
[
X(i)

]3
jk

,
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conclui-se que

[
X(1)

]2k
= (−1)

k

0 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,
[
X(2)

]2k
= (−1)

k

1 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,
[
X(3)

]2k
= (−1)

k

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

[
X(i)

]2k+1

= (−1)
k X(i).

Procedendo com o mesmo processo de limite empregado no exemplo 5.25, a matriz R(1) (φ)
resulta

R(1) (φ) = I3 −

0 0 0
0 1 0
0 0 1

+ cosφ

0 0 0
0 1 0
0 0 1

+ senφX(1).

Juntando com os respectivos resultados para R(2) (φ) e R(3) (φ), resulta finalmente

R(1) (φ) =

1 0 0
0 cosφ senφ
0− senφ cosφ

 , R(2) (φ) =

cosφ 0− senφ
0 1 0

senφ 0 cosφ

 , R(3) (φ) =

 cosφ senφ 0
− senφ cosφ 0

0 0 1

 .

Os ângulos de Euler consistem em uma das infinitas possíveis combinações de três rotações
em torno de diferentes eixos fixos de modo a se obter uma rotação genérica no espaço de três
dimensões. Estas rotações estão ilustradas na figura 5.5. A primeira rotação ocorre por um
ângulo φ em torno de x3, operada por R(3) (φ). A segunda rotação ocorre por um ângulo θ em
torno de x′1, operada por R(1) (θ). Finalmente, a terceira rotação ocorre por um ângulo ψ em torno
de x′3, operada por R(3) (ψ).

Figura 5.5: Ângulos de Euler usualmente empregados para executar uma rotação arbitrária no sistema de
coordenadas. (a) Primeira rotação: sentido anti-horário em torno de x3, por um ângulo φ. (b) Segunda
rotação: sentido anti-horário por um ângulo θ em torno do eixo x′1. (c) Terceira rotação: sentido anti-horário
por um ângulo ψ em torno de x′3.

Portanto, a representação de uma rotação em três dimensões em termos dos ângulos de Euler
é realizada pela matriz

R (φ, θ, ψ) = R(3) (ψ) R(1) (θ) R(3) (φ)

=

 cosψ cosφ− cos θ senφ senψ cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ sen θ senψ
− senψ cosφ− cos θ senφ cosψ − senφ senψ + cos θ cosφ cosψ sen θ cosψ

sen θ senφ − sen θ cosφ cos θ

 .

A matriz R (φ, θ, ψ) recém obtida é uma das possíveis escolhas para os ângulos de Euler. Esta
forma para a matriz de rotação no E3 é comumente realizada na dinâmica de corpos rígidos.
Com esta escolha, o eixo Ox′1 é denominado linha dos nodos.

Uma outra escolha para os ângulos de Euler, comum para representações de grupos, consiste
em tomar o eixo Ox′2 como a linha dos nodos. Com esta escolha, a matriz de rotação fica escrita

R̄ (φ, θ, ψ) = R(3) (ψ) R(2) (θ) R(3) (φ)
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=

 cosψ cos θ cosφ− senφ senψ cosψ cos θ senφ+ senψ cosφ − sen θ cosψ
− senψ cos θ cosφ− senφ cosψ − senψ cos θ senφ+ cosψ cosφ sen θ senψ

sen θ cosφ sen θ senφ cos θ

 .

Exemplo 5.31 (Homomorfismo entre os grupos SU(2) e SO(3)). Como as constantes de
estrutura dos grupos SO(3) (obtidas no exemplo 5.27) e SU(2) (exemplo 5.28) coincidem, estes
grupos são localmente isomórficos, segundo os teoremas de Lie. Para verificar a existência de
um homomorfismo global entre os mesmos, parte-se novamente do eixo de rotação orientado na
direção e sentidos do vetor n̂ considerado nos exemplos 5.29 e 5.30. Empregando um sistema
de coordenadas polares esféricas,40 escreve-se n̂ = sen θ cosϕ x̂1 + sen θ senϕ x̂2 + cos θ x̂3 e, dadas
as matrizes de Pauli obtidas no exemplo 5.28, escreve-se

n̂ · σ =

(
cos θ sen θe−iϕ

sen θeiϕ − cos θ

)
.

Esta quantidade gera uma transformação parametrizada ein̂·σ/2 sobre os vetores de um espaço
de Hilbert. Mudanças de base adequadas (i. e., “rotações”) envolvem então transformações de
similaridade do tipo

n̂ · σ −→ (n̂ · σ)
′

= U† (n̂ · σ) U,

sendo U ∈ SU(2), dada, em princípio, pela forma generalizada obtida no exemplo 5.28.
Tomando primeiro a matriz U com ξ = α/2 e η = ζ = 0, temos

U = U3 (α) =

(
eiα/2 0

0 e−iα/2

)
=⇒ (n̂ · σ)

′
=

(
cos θ sen θe−i(ϕ+α)

sen θei(ϕ+α) − cos θ

)
.

Portanto, A ação de U3 (α) sobre n̂ · σ equivale a uma rotação do vetor n̂ por um ângulo α em

torno do eixo x3, pois se n̂
R(3)(α)−−−−→ n̂′, então

(n̂ · σ)
′

= U†3 (n̂ · σ) U3 = n̂′ · σ.

Por esta razão, identifica-se
U3 (α) 7→ R(3) (α) ,

sendo esta última a matriz de rotação em torno de x3 obtida no exemplo 5.30.
Tomando agora U com ξ = ζ = 0 e η = β/2,

U = U2 (β) =

(
cos (β/2)− sen (β/2)
sen (β/2) cos (β/2)

)
=⇒

(n̂ · σ)
′

=

(
cos θ cosβ + sen θ cosϕ senβ sen θ cosϕ cosβ − cos θ senβ − i sen θ senϕ

sen θ cosϕ cosβ − cos θ senβ + i senϕ sen θ − cos θ cosβ − sen θ cosϕ senβ

)
,

o qual é o resultado obtido após executada uma rotação de n̂ em torno do eixo x2 por um ângulo
β. Por isso, identifica-se

(n̂ · σ)
′

= U†2 (n̂ · σ) U2 = n̂′ · σ =⇒ U2 (β) 7→ R(2) (β) .

Desta maneira a matriz U (φ, θ, ψ) ∈ SU(2) que corresponde à matriz de rotação em termos dos
ângulos de Euler R̄ (φ, θ, ψ) ∈ SO(3) é dada por

U(1/2) (φ, θ, ψ) = U3 (ψ) U2 (θ) U3 (φ) =

(
cos (θ/2) ei(α+ψ)/2 − sen (θ/2) e−i(α−ψ)/2

sen (θ/2) ei(α−ψ)/2 cos (θ/2) e−i(α+ψ)/2

)
,

a qual é uma representação do SU(2) em termos dos ângulos de Euler.
Além disso, é fácil mostrar que o mapeamento SU(2) 7−→ SO(3) recém delineado corresponde

a um homomorfismo, pois se as matrizes A,B ∈ SU(2) são mapeadas nas matrizes de rotação
RA,RB ∈ SO(3) por

n̂
RA−−→ n̂′ =⇒ A† (n̂ · σ) A = n̂′ · σ, n̂

RB−−→ n̂′′ =⇒ B† (n̂ · σ) B = n̂′′ · σ,

40Seção 1.5.2.
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então

(AB)
†

(n̂ · σ) (AB) = B†
[
A† (n̂ · σ) A

]
B = B†

(
n̂′ · σ

)
B = n̂′′′ · σ, onde n̂′′′ RBRA←−−−− n̂.

Observa-se também que o mapeamento não é isomórfico, pois

U3 (φ+ 2π) = −U3 (φ)

U2 (θ + 2π) = −U2 (θ)

}
, enquanto que

{
R(3) (φ+ 2π) = R(3) (φ)

R(2) (θ + 2π) = R(2) (θ) .

Ou seja, dois elementos do SU(2) são mapeados no mesmo elemento do SO(3); em outras pala-
vras, há um homomorfismo 2-para-1 do SU(2) para o SO(3). O SU(2) é denominado o grupo de
cobertura do SO(3).

As representações obtidas nos exemplos anteriores não são as únicas possível e, em geral,
são redutíveis. Para se obter representações irredutíveis do SU(2), o procedimento consagrado é
discutido a seguir.

5.10.7 REPRESENTAÇÕES IRREDUTÍVEIS DO SU(2)

Sejam u e v variáveis complexas as quais podem ser vetores em um espaço complexo de
dimensão 2 ou componentes da uma função de onda de spin (o espinor) de uma partícula de
spin 1/2 como o elétron, por exemplo. Sob uma transformação do U ∈ SU(2), o vetor

(
u v
)T

é
transformado como(

u
v

)
−→

(
u′

v′

)
= U

(
u
v

)
=

(
α β
−β∗ α∗

)(
u
v

)
=⇒

{
u′ = αu+ βv

v′ = −β∗u+ α∗v,
(5.72)

onde foi empregada a forma genérica para U obtida no exemplo 5.28. Nota-se que as quantidades
transformadas são combinações lineares das quantidades originais e, além disso, |u′|2 + |v′|2 =

|u|2 + |v|2, uma vez que |α|2 + |β|2 = 1.
Em se tratando de sistemas de partículas idênticas, termos contendo produtos e potências

das quantidades u e v se tornam presentes. Neste caso, o espaço vetorial que contém o vetor de
estado completo do sistema possui uma dimensão maior que o espaço de uma única partícula.
O procedimento padrão adotado neste caso consiste em partir dos produtos u2j, u2j−1v, u2j−2v2,
. . . , u2v2j−2 uv2j−1, v2j e definir um conjunto de produtos simétricos

{
fmj
}
, sendo

fmj =
uj+mvj−m√

(j +m)! (j −m)!
, com m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j,

os quais formam uma base de um espaço de n = 2j + 1 dimensões. Nota-se também que j =
1/2, 1, 3/2, . . . . Por exemplo, se j = 1/2, então n = 1, f1/2

1/2 = u e f−1/2
1/2 = v. Já se j = 3, então n = 3,

f1
1 = u2/

√
2, f0

1 = uv e f−1
1 = v2/

√
2.

Como as quantidades u e v em fmj transformam-se como (5.72) frente a U ∈ SU(2), a ação de
U sobre os fmj irá corresponder a uma simples mudança de base no mesmo espaço, a qual irá
fornecer a representação desejada. Aplicando então o operador U (α, β), correspondente à matriz
U, sobre fmj , resulta

U (α, β) fmj =
(u′)

j+m
(v′)

j−m√
(j +m)! (j −m)!

=
(αu+ βv)

j+m
(−β∗u+ α∗v)

j−m√
(j +m)! (j −m)!

.

De acordo com o teorema binomial,

U (α, β) fmj =

j+m∑
k=0

j−m∑
`=0

√
(j +m)! (j −m)!

k!`! (j +m− k)! (j −m− `)!
αj+m−k (α∗)

`
βk (−β∗)j−m−` u2j−k−`vk+`.

Definindo a nova variável m′ = j−k−`, observa-se que 2j−k−` = j+m′ e k+` = j−m′ e troca-se∑j+m
k=0

∑j−m
`=0 →

∑j+m
k=0

∑j
m′=−j, resultando
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U (α, β) fmj =

j∑
m′=−j

j+m∑
k=0

√
(j +m)! (j −m)! (j +m′)! (j −m′)!

k! (j −m′ − k)! (j +m− k)! (k +m′ −m)!

× αj+m−k (α∗)
j−m′−k

βk (−β∗)k+m′−m uj+m
′
vj−m

′√
(j +m′)! (j −m′)!

,

o qual é identificado como

U (α, β) fmj =

j∑
m′=−j

Γ
(j)
m,m′ (α, β) fm

′

j , (5.73a)

Γ
(j)
m,m′ (α, β) =

j+m∑
k=0

√
(j +m)! (j −m)! (j +m′)! (j −m′)!

k! (j −m′ − k)! (j +m− k)! (k +m′ −m)!
αj+m−k (α∗)

j−m′−k
βk (−β∗)k+m′−m

.

(5.73b)

Observando que:

1. O conjunto
{
fmj
}

é linearmente independente, formando assim uma base de um espaço de
Hilbert de dimensão 2j + 1.

2. Como
j∑

m=−j

∣∣fmj ∣∣2 =

j∑
m=−j

∣∣uj+mvj−m∣∣2
(j +m)! (j −m)!

=

(
|u|2 + |v|2

)2j

(2j)!
,

a norma
∑j
m=−j

∣∣fmj ∣∣2 é invariante frente a uma transformação unitária,

as matrizes Γ
(j)
m,m′ (α, β) formam uma representação unitária de dimensão 2j+1 do SU(2). Pode-se

mostrar também que as representações assim obtidas são irredutíveis.
O número de distintas irreps do SU(2) que podem ser obtidas com este método é extrema-

mente alto, uma vez que as matrizes Γ
(j)
m,m′ (α, β) dependem dos valores de α e β. Um caso

especial é α = eiφ/2 e β = 0, para o qual resulta

Γ
(j)
m,m′

(
eiφ/2, 0

)
= eimφδm,m′ .

Representações irredutíveis do SO(3) podem ser obtidas a partir de (5.73), empregando o
homomorfismo entre os grupos discutido no exemplo 5.31.

5.10.8 O TEOREMA DE CASIMIR

Um outro resultado importante para as representações dos grupos de Lie é o teorema de
Casimir. Dada uma álgebra de Lie de dimensão r, sendo {Xκ} uma base da mesma. O elemento
quadrático de Casimir ou simplesmente o elemento de Casimir é o operador

C =

r∑
κ=1

X2
κ. (5.74)

Será mostrado agora que o operador C comuta com todos os geradores do grupo se a álgebra for
semissimples. Para qualquer gerador Xλ na álgebra, tal que a relação de comutação deste com
Xκ seja [Xλ, Xκ] = cρλκXρ,

[Xλ, C] =

r∑
κ=1

[
Xλ, X

2
κ

]
= [Xλ, Xκ]Xκ +Xκ [Xλ, Xκ]

= cρλκXρXκ + cρλκXκXρ.

No segundo termo do lado direito do último resultado, trocam-se os índices mudos κ ↔ ρ,
resultando então

[Xλ, C] = cρλκXρXκ + cκλρXρXκ.
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Mas, pode-se mostrar que se a álgebra for semissimples, então as constantes de estrutura são
totalmente antissimétricas: cρλκ = −cκλρ. Portanto,

[Xλ, C] = 0.

Para o SO(3), o elemento de casimir é, simplesmente,

C = L2
1 + L2

2 + L2
3,

isto é, o operador momento angular total.
Dependendo do grupo, existem outras maneiras de se construir um operador de Casimir,

a partir de combinações dos geradores, que também comutam os esses geradores. Qualquer
operador Ci = Ci ({Xκ}) que satisfaça

[Ci, Xκ] = 0, (κ = 1, . . . , r)

será um múltiplo da identidade. Uma maneira de construir um operador de Casimir distinto de
(5.74) é o operador cúbico

C(3) = cγ1α1β1c
γ2
α2β2

cγ3α3β3Xα1Xα2Xα3 .

De acordo com um teorema do físico-matemático Giulio Racah (1909–1965), o número de
operadores de Casimir independentes de um dado grupo de Lie é igual ao seu posto.41 Portanto,
os grupos SO(3) e SU(2) somente possuem os elementos quadráticos (5.74) como operadores de
Casimir.
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6
ÁLGEBRA E ANÁLISE TENSORIAIS

A
O LONGO DO PROCESSO HISTÓRICO de desenvolvimento das ciências da natureza, observou-
se com frequência a necessidade da definição e do uso de estruturas matemáticas com
graus crescentes de generalidade e abstração. Um exemplo disso é a evolução da mecâ-
nica newtoniana.

Conforme é a prática usual em cursos contemporâneos de física básica, a mecânica é ini-
cialmente apresentada e aplicada a sistemas físicos compostos por um número pequeno de
partículas que interagem entre si através de forças conservativas, tais como as interações gravi-
tacional e eletrostática. Para tais sistemas simples, o arcabouço matemático usualmente neces-
sário limita-se ao cálculo infinitesimal e aos conceitos básicos de espaços vetoriais, nos quais as
definições abstratas de vetores, produto interno e operadores lineares são apresentadas. Na me-
canica newtoniana, estas entidades matemáticas abstratas (os vetores) são então identificadas
com grandezas físicas mensuráveis tais como posição, velocidade, aceleração e força.

Contudo, quando o formalismo da mecânica foi aplicado ao estudo de sistemas com um grau
de complexidade física maior, tais como sistemas com vínculos, meios contínuos e transfor-
mações de referenciais, e também com a descoberta e pesquisa de outros tipos de interações
e objetos que levaram à criação de novas teorias físicas, tais como o eletromagnetismo, a me-
cânica quântica e a teoria da relatividade, constatou-se a necessidade do uso de estruturas
matemáticas mais abrangentes do que aquelas oferecidas pelas definições de um espaço veto-
rial, conforme usualmente apresentadas em disciplinas básicas de álgebra linear. Uma classe
destas novas estruturas (ou objetos) matemáticos são os tensores.

De uma forma simplista, pode-se caracterizar um tensor como um conjunto de objetos ma-
temáticos (em geral) ou físicos (em particular) que estão relacionados entre si e que determinam
algum tipo de relação entre duas outras entidades matemáticas (ou físicas). Estes diferentes
objetos podem ser identificados de forma prática com o uso de um número finito de índices e
possuem leis de transformação bem definidas quando sua representação é alterada de um dado
sistema de coordenadas ou referencial para outros.

Neste capítulo, será realizada uma introdução à definição, à álgebra e à análise de tensores.

6.1 INTRODUÇÃO E DEFINIÇÕES

Partindo das definições de espaços vetoriais e operadores lineares,1 neste capítulo será rea-
lizada uma investigação mais aprofundada das propriedades de tensores, operadores e outros
objetos relacionados, os quais existem em espaços vetoriais específicos.

O termo tensor foi utilizado pela primeira vez em 1846 por William Rowan Hamilton (1805 –
1865), matemático bastante conhecido também por suas contribuições para a mecânica newto-
niana. Porém, este termo foi utilizado em um contexto distinto daquele empregado atualmente.
Historicamente, as primeiras concepções do que viria a posteriori ser denominado de análise
tensorial foram introduzidas por Carl Friedrich Gauss (1777 – 1855), em seu pioneiro trabalho
a respeito de geometria diferencial. Estes conceitos foram então desenvolvidos ao longo do sé-
culo XIX, sendo que o termo tensor, neste contexto, foi introduzido em 1898 por Woldemar Voigt
(1850 – 1919).

O cálculo tensorial foi desenvolvido em definitivo a partir de 1890 com os trabalhos de Wol-
demar Voigt, Elwin Bruno Christoffel (1829 – 1900), Gregorio Ricci-Curbastro (1853 – 1925) e

1Discutidos na seção 4.4.
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Tullio Levi-Civita (1873 – 1941), com a designação inicial cálculo diferencial absoluto. Já no
século XX, esta área da álgebra e análise matemáticas passou a ser denominada em definitivo
como análise tensorial, tendo a sua popularização muito a dever com a proposta, em 1915, da
teoria da relatividade geral formulada por Albert Einstein (1879 – 1955). Durante a formulação
da teoria da relatividade geral, inteiramente baseada no conceito de tensores, Einstein contou
com a colaboração intensa tanto de Levi-Civita quanto do matemático Marcel Grossmann (1878
– 1936).

O desenvolvimento da análise tensorial também está ligada ao estudo da mecânica de meios
contínuos, sendo o tensor de stress, o qual determina as tensões internas que surgem no meio
quando este é submetido a esforços aplicados em diferentes direções do espaço, uma das quan-
tidades físicas que surgiram desde os primeiros estudos nesta área da física e engenharia.

De uma forma genérica, tensores são objetos geométricos que descrevem relações lineares
entre escalares, vetores e outros tensores. Na formulação da álgebra e análise tensoriais, as
quantidades físicas identificadas usualmente como escalares e vetores são elas próprias casos
particulares de tensores. Porém, esta formulação realiza a extensão lógica destes conceitos,
permitindo o tratamento de estruturas matemáticas mais abstratas e complexas. Esta extensão
possibilitou o desenvolvimento posterior das áreas da física mencionadas acima (entre outras).

Como já mencionado, tensores são importantes em muitas áreas da física, as quais estudam
diferentes tipos de sistemas, tais como sólidos, gases ionizados, teoria eletromagnética, relativi-
dade restrita e geral e mecânica quântica. Um meio contínuo inomogêneo e/ou anisotrópico é
um exemplo típico de sistema físico onde o conceito e a necessidade do uso de tensores ocorrem
de forma natural.

Um exemplo inicial pode ser mencionado a partir do problema do fluxo de corrente elétrica
em um meio anisotrópico. A Lei de Ohm é apresentada em textos de física básica como

J = σE, (6.1)

sendo as quantidades vetoriais J e E respectivamente a densidade de corrente elétrica e o campo
elétrico. Em um meio homogêneo e isotrópico, a relação entre estes campos é determinada pela
quantidade escalar σ, denominada a condutividade do meio.

Se o meio for anisotrópico, por outro lado, a relação empírica (6.1) não é válida em geral,
pois o agente que gera a anisotropia do meio determina a existência de pelo menos uma direção
preferencial no espaço. Então, verifica-se empiricamente que, como consequência, a densidade
de corrente resulta distinta caso o campo E esteja orientado na direção da anisotropia ou contido
sobre o plano perpendicular a esta direção. Neste caso, a expressão correta para o i-ésimo
componente do vetor J é

Ji =

3∑
j=1

σijEj , (i = 1, 2, 3) , (6.2a)

sendo que o conjunto de 9 valores {σ11, σ12, . . . , σ32, σ33} pode ser expresso na forma matricial.
Assim, a forma generalizada (6.2a) para a Lei de Ohm pode ser expressa também como uma
multiplicação matricial, J1

J2

J3

 =

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

E1

E2

E3

 . (6.2b)

Os 9 elementos da matriz de condutividade {σij} (i, j = 1, . . . , 3) estão relacionados entre si tanto
do ponto de vista do seu significado físico, sendo os valores da condutividade do meio em função
da orientação relativa entre os campos E e J , quanto do ponto de vista matemático, uma vez
que a matriz de condutividade obedece as regras da álgebra de matrizes.

Porém, verifica-se, também de forma empírica, que os elementos da matriz {σij} obedecem a
um conjunto de regras mais amplo que a simples álgebra matricial. Estas regras determinam,
por exemplo, como as quantidades físicas em (6.2) devem se alterar quando é realizada uma
mudança no sistema de referências do laboratório, ou quando se muda o sistema de coorde-
nadas em um dado referencial. Observa-se então que os elementos do conjunto {σij} devem se
transformar de forma a satisfazer a definição de um tensor, sendo que estas regras de trans-
formação também são verificadas empiricamente. Portanto, a denominação mais correta para
o conjunto {σij} é tensor de condutividade do meio anisotrópico, o qual pode ser expresso na
forma matricial. Usualmente, empregando as propriedades microscópicas do meio ou fazendo
uso de propriedades de simetria, é possível se mostrar que diferentes componentes do tensor de
condutividade estão relacionadas entre si.
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Generalizando e expandindo o argumento acima, espera-se que a descrição quantitativa dos
processos físicos, ou seja, as leis físicas que descrevem a evolução espaço-temporal das quanti-
dades físicas mensuráveis, não dependam do sistema de coordenadas empregado em um dado
referencial, nem da transformação de um referencial (inercial) a outro. A aplicação deste prin-
cípio às leis físicas, dentre as quais a Lei de Ohm (6.1) ou (6.2) é apenas um exemplo, irá
determinar a natureza e a classificação das quantidades matemáticas envolvidas na descrição
dessas leis.

Antes, porém, de se entrar em maiores detalhes neste ponto, serão introduzidos tanto a
notação básica a ser empregada ao longo deste capítulo, quanto dois símbolos tensoriais empre-
gados amiúde em todos os textos de física-matemática: os símbolos da delta de Kronecker e de
Levi-Civita.

6.1.1 CONVENÇÃO DE SOMA DE ÍNDICES E SÍMBOLOS AUXILIARES

Para evitar o acúmulo de símbolos de soma nas expressões apresentadas, será utilizada a
convenção de somas implícitas, usualmente atribuída a Einstein.

Qualquer índice minúsculo que apareça exatamente duas vezes em quaisquer termos de uma
expressão algébrica é assumido implicitamente como sendo somado sobre todos os valores pos-
síveis que aquele índice possa assumir. Por outro lado, o caso particular em que esta convenção
não deve ser empregada deve ser considerado como uma exceção, sendo feita então uma obser-
vação explícita deste caso. Usualmente, inclui-se o termo “NS” (não somado) nas proximidades
da expressão.

Alguns exemplos desta convenção, válidos para expressões no espaço vetorial vetorial R3 de-
finido no exemplo 4.3, e empregando um sistema de coordenadas Cartesiano, são os seguintes:

• Produto escalar dos vetores a e b:

aibi ≡
3∑
i=1

aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3.

• Produto matricial entre as matrizes A e B:

(AB)ik = AijBjk ≡
3∑
j=1

AijBjk = Ai1B1k +Ai2B2k +Ai3B3k, (i, k = 1, 2, 3) .

• Produto misto entre matrizes e vetores:

aijbjkck ≡
3∑
j=1

3∑
k=1

aijbjkck = ai1b11c1 + ai1b12c2 + ai1b13c3 + ai2b21c1 + · · ·+ ai3b32c2 + ai3b33c3.

• Divergente do campo vetorial v (r):

∂vi
∂xi
≡

3∑
i=1

∂vi
∂xi

=∇ · v.

• Laplaciano do campo escalar φ (r):

∂2φ

∂xi∂xi
≡

3∑
i=1

∂2φ

∂x2
i

= ∇2φ.

Algumas observações adicionais a respeito desta convenção devem ser realizadas.

• Índices repetidos são denominados índices mudos, enquanto que os demais são chama-
dos índices livres. Uma característica de índices (ou de variáveis) mudos está no fato de
que o resultado final não mais depende dos mesmos; portanto, o resultado independe do
caractere alfabético realmente empregado para representar o índice mudo. Ou seja,

aibi = ajbj ou aijbjkck = aikbkjcj ,

onde no último exemplo acima realizou-se a troca j ↔ k, o que não afeta o resultado final
da operação algébrica.
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• Quando há índices mudos e livres em uma expressão, não é permitida a permuta de ca-
racteres entre os mesmos. Ou seja, em geral

aijbjkck 6= ajibikck.

• Ao se introduzir novos índices mudos em uma expressão, deve-se tomar cuidado para não
repetir índices já presentes, quer sejam estes mudos ou livres. Ou seja, a troca

aijbjkck −→ aijbjjcj

não é permitida, pois gera uma ambiguidade na maneira como as somas implícitas devem
ser realizadas.

6.1.2 SÍMBOLOS AUXILIARES: KRONECKER E LEVI-CIVITA

Dois símbolos tensoriais muito úteis para as expressões empregadas neste capítulo serão
introduzidos agora.

Delta de Kronecker. Trata-se da quantidade δij, definida por

δij =

{
1, se i = j

0, se i 6= j.

Símbolo (ou tensor) de Levi-Civita. Trata-se da quantidade εijk, com três índices, a qual esta-
belece uma relação totalmente antissimétrica entre os índices. A sua definição é

εijk =


+1, se {i, j, k} é uma permutação par de {1, 2, 3}
−1, se {i, j, k} é uma permutação ímpar de {1, 2, 3}
0, se dois ou mais índices são repetidos

=
1

2
[(j − i) (k − i) (k − j)] .

Alguns exemplos: ε123 = ε231 = ε312 = +1, ε213 = ε132 = ε321 = −1 e ε113 = ε122 = ε111 = 0.

O símbolo εijk possui ao todo 33 = 27 valores que podem ser organizados em uma matriz
3×3×3. Se o símbolo for escrito εi1i2i3 (1 6 ij 6 3, 1 6 j 6 3), este pode também ser calculado
como

εi1i2i3 =
∏

16j<k63

sgn (ik − ij) = sgn (i2 − i1) sgn (i3 − i1) sgn (i3 − i2) ,

sendo sgn (x) a função sinal de x.

Algumas propriedades matemáticas importantes que fazem uso dos símbolos acima são as
seguintes:

ai = δijaj (6.3a)

aijδjk = aijδkj = aik (6.3b)

aijbji = aijbjkδk` (6.3c)

δijδik = δjk (6.3d)

δii = 3 (6.3e)

εijkε`mn = det

∣∣∣∣∣∣
δi` δim δin
δj` δjm δjn
δk` δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ (6.3f)

εijkε`mk = εkijεk`m = δi`δjm − δimδj` (6.3g)

εijkε`jk = 2δi` (6.3h)

εijkεijk = 6 (6.3i)

εijkδij = 0. (6.3j)
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Generalizações do símbolo de Levi-Civita, como sendo o objeto matricial totalmente antissi-
métrico em um espaço de n dimensões, também existem. Por exemplo, se n = 4,

εi1i2i3i4 =


+1, se {i1, i2, i3, i4} é uma permutação par de {1, 2, 3, 4}
−1, se {i1, i2, i3, i4} é uma permutação ímpar de {1, 2, 3, 4}
0, se dois ou mais índices são repetidos

=
∏

16j<k64

sgn (ik − ij) ,

existindo ao todo 44 = 256 valores que podem ser organizados em uma matriz 4× 4× 4× 4.
Em geral, em um espaço de n dimensões,

εi1...in =


+1, se {i1, . . . , in} é uma permutação par de {1, . . . , n}
−1, se {i1, . . . , in} é uma permutação ímpar de {1, . . . , n}
0, se dois ou mais índices são repetidos

=
∏

16j<k6n

sgn (ik − ij) ,

sendo que os nn valores podem ser organizados em uma matriz n× · · · × n.

6.2 PROPRIEDADES DE TRANSFORMAÇÃO DE ESCALA-
RES, VETORES E TENSORES

Retorna-se agora à discussão envolvendo a invariância das leis físicas frente a diferentes
transformações realizadas no sistema de referências e a sua relação com as leis de transforma-
ção dos tensores empregados na descrição dessas leis físicas. Relações semelhantes às formas
da Lei de Ohm (6.1) ou (6.2) podem ser generalizadas considerando-se a relação entre dois cam-
pos vetoriais quaisquer A = A (r) e B = B (r), dada por

Ai = αijBj ,

sendo αij = αij (r) a matriz que descreve a relação constitutiva entre os campos.
Nesta seção será iniciada a discussão de tensores Cartesianos e suas transformações. Se-

rão considerados objetos matemáticos denominados escalares, vetores e tensores em geral, aos
quais serão atribuídas as noções intuitivas de campos escalares, vetoriais ou tensoriais, res-
pectivamente. Uma definição mais rigorosa destes campos será apresentada posteriormente.
Para o presente momento, será assumido que todos os campos envolvidos (escalares, vetoriais e
tensoriais) existem em um espaço vetorial particular, o espaço vetorial Euclideano de dimensão
três, denotado por E3. O espaço E3 é, na verdade, um espaço afim que é também um espaço
vetorial métrico no qual a norma induz a métrica. A definição do E3 foi realizada no exemplo 4.5.
Um espaço Euclideano é aquele no qual as noções geométricas intuitivas de espaço, dimensão
e deslocamento em um sistema de coordenadas Cartesiano ou retangular2 são respeitadas, em
conjunto com as noções algébricas de vetores posição que ligam o origem do sistema com um
dado ponto do espaço e de vetores deslocamento que são setas orientadas que ligam dois pontos
quaisquer no referencial. Por ser um espaço afim, o E3 identifica tanto “pontos” do espaço, os
quais podem ser ocupados por partículas, por exemplo, como “linhas orientadas”, que são os
vetores posição e deslocamento. Por ser também um espaço métrico, o comprimento de qualquer
segmento de reta pode ser obtido pela fórmula de Pitágoras, concordando assim com medidas
experimentas das posições e deslocamentos das partículas. As definições realizadas no exemplo
4.5 para um espaço de dimensão 3 pode ser automaticamente generalizada para o En, o qual é
o espaço Euclideano de dimensão (finita) n.

Sobre o substrato algébrico/geométrico fornecido pelo espaço E3, atribui-se agora a cada
ponto do mesmo um campo escalar φ = φ (r) ≡ φ (x1, x2, x3) ou um campo vetorial A = A (r) ≡
A (x1, x2, x3). Portanto, os campos escalares e os componentes dos campos vetoriais que perten-
cem a este espaço são funções do vetor posição

r = xi êi ≡ x1 ê1 + x2 ê2 + x3 ê3, (6.4)

ou seja,
A = A (r) ≡ A (x1,x2, x3) = Ai (r) êi.

2Ver figuras 4.1.
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r

(a)
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x’3
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Figura 6.1: (a) Rotação sobre o plano (x1, x2) (em torno do eixo x3) por um ângulo θ. (b) Rotação arbitrária
de eixos em torno da origem do sistema de coordenadas. Pode-se observar que em ambos os casos as rotações
mantêm a norma do vetor r invariante.

Em (6.4), o conjunto de vetores ortonormais { ê1, ê2, ê3} forma uma base do espaço E3. Neste
caso, em se tratando de um sistema Cartesiano, emprega-se a base canônica { ê1, ê2, ê3} ={
ı̂, ̂, k̂

}
, onde ı̂ = (1, 0, 0), ̂ = (0, 1, 0) e k̂ = (0, 0, 1). Como é usual, assume-se que o sistema de

coordenadas Cartesiano é dextrógiro, isto é, a base canônica obedece a relação3

êi × êj = εijk êk. (6.5)

Algumas propriedades básicas de escalares e vetores que pertencem ao espaço Euclideano
frente a transformações no sistema de coordenadas serão brevemente discutidas agora. Em
seguida, esta discussão será generalizada para tensores Cartesianos em geral.

A hipótese de que as quantidades físicas apresentem propriedades matemáticas bem de-
finidas frente a certos tipos de transformação de coordenadas impõe limitações e exigências
importantes às leis físicas. É necessário, portanto, discutir em algum detalhe as propriedades
de transformação de algumas quantidades físicas escalares ou vetoriais.

Alguns dos tipos mais importantes de transformações de coordenadas para a física são rota-
ções, reflexão espacial ou transformação de paridade e reversão temporal. Já para a relatividade
restrita, também são fundamentais as mudanças entre diferentes referenciais inerciais, dadas
por uma translação entre os dois referenciais. Embora a rotação seja o tipo de transformação
para o qual será dado a maior atenção neste capítulo, é importante realizar também uma breve
discussão a respeito das outras transformações.

6.2.1 ROTAÇÕES

Uma rotação no E3 é uma transformação linear das coordenadas, realizada em torno de
um ponto fixo e de tal forma que a norma do espaço permaneça invariante. Este ponto fixo
usualmente é a origem do sistema de coordenadas e pode ocorrer sobre um determinado plano
(subespaço) de E3 ou sobre todo o espaço. A figura 6.1 ilustra rotações de eixos sobre o plano
ou no espaço.

O caso particular ilustrado na figura 6.1a, onde é realizada uma rotação do sistema de coor-
denadas sobre o plano em torno do eixo x3 por um ângulo θ, será considerado como referência
na discussão a seguir. As conclusões obtidas serão então generalizadas para uma rotação ar-
bitrária dos eixos no E3, representada na figura 6.1b. A discussão feita nesta ponto pode ser
então facilmente generalizada para rotações em um espaço vetorial de n dimensões.

O vetor posição r é representado no sistema de coordenadas Cartesiano original por r = xi êi,
onde {x1, x2, x3} são as componentes (ou projeções) de r que constituem a sua representação

3Esta relação segue a definição de produto vetorial entre vetores do R3 dada em (4.7).
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no sistema de coordenadas R. Realizando então uma rotação de eixos arbitrária, ilustrada na
figura 6.1b, o vetor posição passa a ser, em princípio, representado por

r′ = x′i ê
′
i,

onde {x′i} são suas componentes no sistema de coordenadas R′ e
{
ê′i
}

são os vetores de base no
sistema rotado.

Atribuindo agora uma realidade física ao vetor posição r, assume-se que o espaço é isotrópico;
isto é, não há direção preferencial ou, em outras palavras, todas as direções são equivalentes.
Então, o sistema físico em estudo, para o qual uma lei física está sendo aplicada fazendo-se uso
de quantidades vetoriais, não pode depender da orientação do sistema de coordenadas. Como
consequência desta exigência, necessariamente

r′ = r =⇒ xi êi = x′i ê
′
i. (6.6)

Observando a figura 6.1a, percebe-se a seguinte relação imediata entre { ê1, ê2} e
{
ê′1, ê

′
2

}
:

ê′1 = cos θ ê1 + sen θ ê2

ê′2 = − sen θ ê1 + cos θ ê2.

Generalizando para o caso de uma rotação arbitrária dos eixos no E3, como ilustrado na
figura 6.1b, pode-se escrever, em geral,

ê′i = Sji êj , (6.7a)

onde {Sij} são os elementos da matriz de rotação S. No caso particular da rotação em torno de
x3, mostrado na figura 6.1a, esta matriz tem ordem 2 e seus elementos são

S =

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
,

ou seja, estes elementos dependem somente de um parâmetro (ou ângulo) fixo.
Retornando ao caso geral, a relação (6.7a) pode ser escrita na forma matricial ao se definir as

seguintes matrizes coluna e linha

ê =

 ê1

ê2

ê3

 , ˜̂e ≡ êT =
(
ê1 ê2 ê3

)
para os vetores unitários, sendo que os símbolos “˜” ou “T” indicam a transposição da matriz.
Neste caso, a transformação (6.7a) pode ser representada pela multiplicação matricial

ê′T = êTS, ou ê′ = S̃ê.

Para uma rotação em torno de um eixo, somente um ângulo se faz necessário. Já no caso
geral, é necessário pelo menos um ângulo adicional, mas esta rotação arbitrária sempre pode
ser escrita em termos da matriz quadrada S de ordem 3, cujos elementos são funções de um ou
mais parâmetros (ângulos) fixos. Para se construir essa matriz de rotação S para o caso geral,
retorna-se inicialmente à figura 6.1a e define-se o cosseno diretor

Sji
.
= ê′i · êj

.
= cos θji,

o qual é a projeção do vetor ê′i sobre o vetor êj. Este cosseno diretor é simplesmente o cosseno
do ângulo θij entre os vetores de base. Ou seja, pode-se escrever

ê′1 = cos θ11 ê1 + cos θ21 ê2 = cos θ ê1 + sen θ ê2

ê′2 = cos θ12 ê1 + cos θ22 ê2 = − sen θ ê1 + cos θ ê2,

onde foi chamado θ11 = θ e, por consequência, θ21 = π
2 − θ, θ22 = θ e θ12 = π

2 + θ, de onde resultam
as últimas expressões. Fazendo referência agora à figura 6.1b, observa-se que uma rotação geral
do referencial R′ em relação a R pode sempre ser expressa em termos dos 9 cossenos diretores
{θij}. Contudo, será mostrado em seguir que somente 3 desses ângulos são independentes entre
si.
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A expressão (6.7a) descreve uma mudança de bases na transformação { êi} →
{
ê′i
}

de um
sistema de coordenadas Cartesiano para outro, rotado em relação ao original. A transforma-
ção inversa

{
ê′i
}
→ { êi} consiste na rotação inversa θ → −θ aplicada sobre a base

{
ê′i
}
; esta

transformação é escrita como
êi =

(
S−1

)
ji
ê′j , (6.7b)

onde S−1 é a matriz de rotação inversa.
O objetivo agora consiste em tomar a expressão para a mudança de bases { êi} ↔

{
ê′i
}

para
se obter uma relação entre as coordenadas dos sistemas, ou seja, para escrever x′i = x′i ({xj})
ou xi = xi

({
x′j
})

. Antes, porém, com o intuito de simplificar a notação, introduz-se a matriz de
transformação L tal que L = S−1. Introduzindo então as relações (6.7a,b) em (6.6), resulta{

ê′i =
(
L−1

)
ji
êj

êi = Lji ê
′
j

=⇒

{
x′i =

(
S−1

)
ij
xj = Lijxj

xi = Sijx
′
j =

(
L−1

)
ij
x′j .

(6.7c)

Cabe ressaltar agora que, definindo a matriz coluna r =
(
x1 x2 x3

)T
, as transformações de coor-

denadas acima podem ser representadas pelas multiplicações matriciais

r′ = Lr, r = L−1r′.

Levando em conta agora a exigência adicional de invariância da norma do espaço Euclideano
E

3, isto é, ‖r‖ = ‖r′‖, resulta

xixi = x′ix
′
i =⇒ xixi = LijLikxjxk.

A identidade somente pode ser obedecida em geral se a seguinte condição de ortogonalidade é
satisfeita:

LkiLkj = δij ou LikLjk = δij . (6.8)

Comparando esta condição com a definição da matriz inversa de L, Lij
(
L−1

)
ki

= δjk, resulta que
L−1 = L̃, sendo esta última a transposta da matriz L. A segunda expressão em (6.8) é consequên-
cia disto. Portanto, as leis desejadas para a transformação dos sistemas de coordenadas podem
ser escritas como {

ê′i = Lij êj

êi = Lji ê
′
j

⇐⇒

{
x′i = Lijxj

xi = Ljix
′
j .

(6.9a)

A condição de ortogonalidade (6.8) também leva à seguinte classificação para a classe de
rotações executadas no sistema de coordenadas. Escrevendo (6.8) na forma matricial, sendo I3
a matriz identidade, e calculando o determinante, resulta

LL̃ = I3 =⇒ det
(

LL̃
)

= det (L) det
(

L̃
)

= [det (L)]
2

= 1.

Classifica-se, então,
det (L) = +1 ; Rotações próprias
det (L) = −1 ; Rotações impróprias.

(6.9b)

Em (6.9b), uma rotação própria é aquela em que a transformação R → R′ pode ser obtida por
uma sequência de rotações infinitesimais. Já uma rotação imprópria corresponde a uma reflexão
dos eixos (transformação de paridade), seguida por uma rotação própria.

A partir das relações de mudança de bases (6.7a,b) e lembrando que a matriz L depende
somente de parâmetros fixos, as seguintes relações também podem ser deduzidas,

ê′i = Lij êj =⇒ Lij = ê′i · êj
êi = Lji ê

′
j =⇒ Lji = êi · ê′j

(6.9c)

x′i = Lijxj =⇒ Lij =
∂x′i
∂xj

xi = Ljix
′
j =⇒ Lji =

∂xi
∂x′j

.

(6.9d)
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Lembrando finalmente dos cossenos diretores, escreve-se Lij = ê′i · êj = cos θij e então, a
partir da condição de ortogonalidade (6.8), resultam as equações

L2
1i + L2

2i + L2
3i = 1 (i = 1, 2, 3)

L1iL1j + L2iL2j + L3iL3j = 0 (i 6= j, i, j = 1, 2, 3) .

Ou seja, a condição de ortogonalidade implica em 6 equações distintas que relacionam os dife-
rentes valores de ângulo.

Por conseguinte, dos 9 cossenos diretores, somente 3 ângulos são realmente independentes.
Uma das definições com frequência empregada para esses ângulos será discutida na seção 6.5.2.

A discussão recém realizada, sob o ponto de vista geométrico, acerca das propriedades das
matrizes de rotação L e S

(
= L̃

)
já foi abordada nos exemplos 5.19, 5.20, 5.25 e 5.29 no contexto

de grupos de Lie. Ou seja, a matriz de rotação L (própria ou imprópria) é uma representação do
grupo O (3).

Exercício 6.1. Encontre a matriz L (3× 3) que realiza a rotação (própria) de eixos representada
na figura 6.1a.

Solução. Usando os elementos da matriz S apresentados acima e sabendo que S = L−1 = L̃,
resulta

S =

cos θ − sen θ 0
sen θ cos θ 0

0 0 1

 = L̃ =⇒ L =

 cos θ sen θ 0
− sen θ cos θ 0

0 0 1

 .

Observa-se que a matriz L obtida correponde à representação R(3) (θ) ∈ SO (3) derivada no
exemplo 5.30.

Com base na lei de transformação (6.9a-e), é possível agora realizar uma classificação das
quantidades físicas de acordo com o seu comportamento frente a uma rotação arbitrária no
sistema de coordenadas adotado para representá-las.

Escalares (tensores de posto zero). Seja φ (r) uma quantidade física que, em geral, pode de-
pender da posição de observação da mesma em relação à origem do sistema de coordena-
das, mas que não é um vetor, ou seja, esta pode ser caracterizada por um único número. Se
φ (r) for invariante frente a uma rotação arbitrária do sistema de coordenadas, descrita pela
matriz L, então esta quantidade é denominada um escalar ou tensor de posto (ou ordem)
zero.

Exemplos de quantidades físicas escalares são: massa, carga elétrica, potencial elétrico e
energia. Certos produtos escalares de vetores e divergentes de campos vetoriais também
são quantidades escalares.

Vetores (tensores de posto um). Seja A ≡ A (r) = Ai (r) êi uma quantidade física representada
por um conjunto de três quantidades escalares {Ai (r)} no E3, quando medidas em relação
ao sistema de coordenadas Cartesiano R. Ao se aplicar uma rotação arbitrária R → R′ ao
sistema de coordenadas, descrita pela matriz L, as componentes desta quantidade física
passam a ser representadas por {A′i (r)}. A quantidade A (r) é, então, um vetor ou um
tensor de posto um se e somente se a relação equivalente a (6.9a), ou seja,

A′i = LijAj , (6.10)

também se aplica entre suas componentes nos respectivos sistemas de coordenadas.

Posteriormente serão apresentadas algumas quantidades físicas vetoriais.

Tensores de posto (ou ordem) dois. Antes de se introduzir uma definição formal de tensores,
será feita uma breve menção sobre tensores de posto dois, uma vez que estes aparecem
com frequência em problemas físicos. A relação constitutiva (Lei de Ohm) (6.2) mostra que
em um meio anisotrópico a relação entre os vetores J e E é determinada pela matriz de
condutividade {αij}, a qual possui 9 elementos no E3. Esta matriz será a representação de
um tensor de posto dois (tensor de condutividade elétrica) se e somente se, após realizada
a transformação R→ R′, quando seus elementos serão então transformados {αij} →

{
α′ij
}
,

estes elementos se relacionarem por

α′ij = LikLj`αk`.
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Além do tensor de condutividade elétrica, outros exemplos de tensores de posto dois são o
tensor de campo eletromagnético e o tensor energia-momento, também denominado tensor
de stress de Maxwell.
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Figura 6.2: Exemplo de uma
transformação ativa.

Finalmente, pode-se também classificar rotações e outras
transformações como passivas ou ativas.

Transformação passiva. Em uma transformação passiva o sis-
tema físico é mantido inalterado e somente o sistema de co-
ordenadas é alterado. As rotações ilustradas na figura 6.1
são exemplos de transformações passivas.

Transformação ativa. Já em uma transformação ativa, o refe-
rencial é mantido fixo e a transformação é aplicada ao sis-
tema físico em estudo. A figura 6.2 ilustra uma rotação ativa
realizada sobre um sistema composto por duas cargas elé-
tricas interagentes.

Na seção seguinte será realizada uma definição formal de ten-
sores, partindo das leis de transformação (6.9a-e) aqui deduzidas.
Antes, porém, outros tipos de transformações serão brevemente
discutidos.

6.2.2 TRANSFORMAÇÕES DE PARIDADE OU REFLEXÕES

Uma transformação de paridade, também denominada reflexão espacial ou inversão de pa-
ridade, é uma transformação em que uma ou mais coordenadas do sistema de referência são
invertidas, ou seja, xi → −xi. Uma reflexão espacial em um plano consiste em inverter o sinal da
coordenada normal ao plano, mantendo as coordenadas sobre o plano inalteradas. Assim, uma
reflexão no plano x1 − x2 consiste em realizar a transformação

(x1, x2, x3)→ (x1, x2,−x3) .

Já uma inversão espacial ou transformação de paridade é realizada invertendo-se os sinais
de todas as coordenadas do referencial, ou seja,

r → r′ = −r. (6.11)

A matriz de transformação para (6.11) pode ser escrita simplesmente como Lij = −δij. Ou seja,
det (L) = −1, implicando que uma inversão espacial é sempre imprópria.

Esta transformação permite a definição de uma nova classificação das quantidades físicas
em função de seu comportamente frente a inversões espaciais.

Escalares ou pseudoescalares. Dado o campo φ (r), esta quantidade é um escalar se permane-
cer inalterado frente a uma operação de inversão espacial. Caso contrário, esta quantidade
é um pseudoescalar.

Um exemplo de um pseudoescalar é obtido a partir do produto misto a · (b× c), desde que
a, b e c sejam todos vetores polares, os quais serão definidos a seguir.

Vetores polares ou vetores axiais (pseudovetores). Um vetor polar ou simplesmente vetor é
aquela quantidade A = A (r) que continua se transformando de acordo com a relação
(6.10), mesmo quando realizada uma reflexão espacial, ou seja, se

A→ A′ = −A quando r → −r.

Um vetor axial ou pseudovetor é aquela quantidade B = B (r) que frente a uma transfor-
mação de paridade comporta-se como

B → B′ = B.

Um exemplo de um vetor axial é obtido partindo-se de dois vetores polares a e b e obtendo-
se o vetor c a partir de c = a× b. Neste caso, o vetor c é um pseudovetor.
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Tensores ou pseudotensores. As propriedades de transformação de tensores de posto N arbi-
trário podem ser deduzidas facilmente se estes são puderem ser construídos a partir de
produtos de vetores polares e/ou axiais. Se for realizada uma transformação de paridade
sobre um tensor de posto N e este se transformar com o fator (−1)

N , então este é denomi-
nado um tensor verdadeiro ou simplesmente tensor. Contudo, se a inversão espacial levar
ao fator (−1)

N+1, então este é denominado de pseudotensor de posto N .

6.2.3 REVERSÃO TEMPORAL

Um outro tipo de transformação relevante aos sistemas físicos é a transformação de reversão
temporal t → t′ = −t. Embora esta transformação não se aplica a sistemas descritos pela
mecânica newtoniana, na qual a dependência temporal no comportamento do sistema físico é
considerada de forma distinta da sua dependência espacial, mesmo assim é importante que esta
seja discutida.

As leis básicas da física comportam-se de maneira bem determinada frente a inversão no
sentido de evolução do tempo, e esse comportamento permite classificar as quantidades físicas
como pares ou ímpares frente a uma reversão temporal.

Transformação par. Uma determinada quantidade física é par frente a uma reversão temporal
se a lei física que a determina não muda de sinal frente à transformação t→ t′ = −t.

Um exemplo simples de uma quantidade par é o vetor posição, r t→−t−−−→ r. Um outro vetor
par é a aceleração de uma partícula, pois

a =
d2r

dt2
t→−t−−−→ d2r

dt2
= a.

Transformação ímpar. Uma quantidade física é ímpar frente a uma reversão temporal se a lei
física que a determina muda de sinal frente a esta transformação.

Um exemplo de quantidade ímpar é o momentum de uma partícula, pois (para massa
constante)

p = m
dr

dt

t→−t−−−→ −mdr

dt
= −p.

As propriedades de algumas quantidades fundamentais na mecânica clássica e no eletro-
magnetismo frente às transformações discutidas nas seções 6.2.1 – 6.2.3 são apresentadas na
tabela 6.1.

As definições e o comportamento das quantidades físicas frente a transformações passivas
do sistema de coordenadas, discutidos nesta seção, serão desenvolvidos em maiores detalhes
nas seções posteriores. Para esta discussão aprofundada acerca dos tensores Cartesianos, será
considerada de forma preponderante a transformação de rotação (própria) do sistema de refe-
rência.

6.3 TENSORES CARTESIANOS

Nesta seção serão realizadas definições um pouco mais rigorosas dos campos escalares, ve-
toriais e tensoriais e suas propriedades sob tranformações em geral. A discussão ainda estará
restrita aos chamados tensores Cartesianos. Esta restrição será posteriormente eliminada na
seção 6.7.

Uma vez que os campos de interesse na física dependem de forma contínua nas coordenadas
do vetor posição, será realizada inicialmente uma breve discussão a respeito de espaços funci-
onais e suas classes. Essa discussão servirá como uma continuação à definição 3.22 de uma
função.

6.3.1 ESPAÇOS FUNCIONAIS

Um espaço funcional é formado por um conjunto de funções f : X 7→ Y (definição 3.22) de
um determinado tipo ou classe, que estabelecem um mapeamento do conjunto X ao conjunto
Y .
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Tabela 6.1: Propriedades de transformação de algumas quantidades físicas na mecânica clássica e no eletro-
magnetismo.

Quantidade Física Rotação (posto
do tensor)

Inversão
Espacial

Reversão
Temporal

Mecânica Clássica
Posição r 1 Polar Par
Momentum linear p 1 Polar Ímpar
Momentum angular L = r × p 1 Axial Ímpar
Força F 1 Polar Par
Torque τ = r × F 1 Axial Par
Energia Cinética p2/2m 0 Escalar Par
Energia potencial U (r) 0 Escalar Par

Eletromagnetismo
Densidade de carga ρ (r) 0 Escalar Par
Densidade de corrente J (r) 1 Polar Ímpar
Campo elétrico E (r) 1 Polar Par
Deslocamento elétrico D (r) 1 Polar Par
Polarização P (r) 1 Polar Par
Indução magnética B (r) 1 Axial Ímpar
Campo magnético H (r) 1 Axial Ímpar
Vetor de Poynting S = E ×B 1 Polar Ímpar
Tensor de stress Tij 2 Tensor Par

Este conjunto de funções é denominado um espaço porque em muitas aplicações de inte-
resse para a física esse conjunto forma um espaço topológico4 (incluindo espaços métricos5), um
espaço vetorial,6 ou ambos. Por exemplo, o conjunto de todas as transformações lineares7 (ou
funções) do espaço vetorial V ao espaço vetorial W sobre o mesmo corpo K é, em si mesmo, um
espaço vetorial sobre o corpo K.

Alguns exemplos relevantes destes espaços funcionais são:

• C [a, b], o conjunto de todas as funções reais f : R 7→ R contínuas no intervalo (fechado)
[a, b] ⊂ R.

• Cr [a, b], o conjunto de todas as funções reais que são contínuas até a derivada de ordem r
no intervalo [a, b] ⊂ R.

• C0 (R), o conjunto de todas as funções reais contínuas que são nulas no infinito.

• Cr (R), o conjunto de todas as funções reais que são contínuas até a derivada de ordem r.

• C∞ (R), o conjunto de todas as funções reais que possuem derivadas em todas as ordens.
Estas funções também são denominadas de funções suaves.

• L1 [a, b], o conjunto de todas as funções reais cujo valor absoluto é integravel no intervalo
[a, b] ⊂ R.

• L2 [a, b], o conjunto de todas as funções reais quadraticamente integráveis no intervalo
[a, b] ⊂ R.

A partir desta definição de espaços funcionais é possível prosseguir com a definição de cam-
pos tensoriais em geral. Inicialmente serão tratados os campos escalares e vetoriais, os quais
serão em seguida generalizados.

6.3.2 TENSORES CARTESIANOS DE POSTOS ZERO E UM

Nesta seção serão apresentadas as definições dos campos escalares e vetoriais, bem como
suas propriedades de transformação.

4Definição 4.39.
5Definição 4.35.
6Capítulo 4.
7Seção 4.4.
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Sejam os conjuntos Rn e Cn, respectivamente formados pelos produtos Cartesianos8 de R ou
C consigo mesmos n− 1 vezes. Uma região Ω de Rn ou de Cn consiste em um subconjunto dos
mesmos que é não vazio, aberto e conectado.9 O subconjunto Ω é uma região fechada se este
contiver o fecho do mesmo, isto é, seus pontos-limite. Esta definição de região de um conjunto
numérico pode ser imediatamente estendida para referir a subconjuntos de qualquer estrutura
mais complexa, como corpos, espaços vetoriais ou espaços afim.

Nas definições a seguir, os campos escalares e vetoriais são definidos sobre espaços vetoriais
Euclideanos.10 A generalização para espaços não Euclideanos será apresentada na seção 6.7.

Definição 6.1 (Campo escalar). Seja U ⊂ En uma região do espaço Euclideano En de dimensão
n. Um campo escalar φ da classe Cr sobre U é o mapeamento

φ : U 7−→ K

sobre o corpo K, o qual atribui a cada ponto r ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∈ U a função φ = φ (r) ≡
φ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cr (U).

Nas aplicações para a física, usualmente K = R ou C. Alguns dos exemplos mais conhecidos
de campos escalares:

• Campos potenciais, tais como o potencial escalar elétrico ou o potencial escalar gravitacio-
nal.

• Em hidrodinâmica, temperatura, humidade e pressão também são descritos como campos
escalares.

• Na teoria quântica de campos, os campos escalares são atribuídos a partículas de spin 0.

Figura 6.3: Visualização das linhas de força de um
dipolo elétrico e do campo elétrico resultante em
alguns pontos particulares.

Já um campo vetorial é apresentado desde as
disciplinas básicas de física e matemática como
um conjunto de setas orientadas, tangenciais às li-
nhas de força oriundas do(s) agente(s) que gera(m)
o campo. Um exemplo típico de visualização de um
campo vetorial é apresentado na figura 6.3. Duas
cargas elétricas pontuais geram o campo elétrico
representado em alguns pontos da figura como se-
tas orientadas que são tangenciais às linhas de
força. Uma terceira carga elétrica posicionada em
qualquer ponto do espaço irá sentir uma força elé-
trica cuja direção será paralela à reta tangente à
linha de força nessa posição.

A aparente simplicidade desta concepção visual
do que é um campo vetorial esconde uma com-
plexidade intrínseca devido ao conjunto de objetos
matemáticos distintos envolvidos e nas suas inter-
relações.

Um campo vetorial é composto por vetores, que
são os componentes de um espaço vetorial. Observando com atenção a definição do que é
um espaço vetorial, realizada na seção 4.1, nota-se que os vetores são, estritamente, objetos
algébricos, i. e., não lhes é atribuída a priori nenhuma estrutura geométrica ou analítica.

Porém, um campo vetorial também possui uma concepção geométrica inerente, uma vez que
o campo se distribui no espaço a partir do(s) agente(s) gerador(es). Além disso, para o seu
cálculo, o campo vetorial também necessita de um sistema de referências, com uma escala de
medidas bem definida. Por isso, um campo vetorial também deve ser um tipo de espaço métrico
(definição 4.35).

A estrutura matemática que estabelece a interrelação entre um espaço vetorial e um espaço
métrico é o espaço afim (definição 4.45), o qual estabelece de forma rigorosa os conceitos de
vetores posição e deslocamento, os quais localizam os pontos do espaço métrico através de setas

8Definição 3.27.
9Um conjunto ou espaço conectado é um espaço topológico que não pode ser formado pela união de dois ou mais

subconjuntos não vazios disjuntos.
10Ver exemplo 4.5.
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orientadas que partem da origem do sistema de coordenadas. Qualquer transformação de um
ponto do espaço a outro é então realizada pelo vetor deslocamento, o qual é uma seta orientada
que parte do primeiro a termina no segundo (nesta seção serão considerados campos vetoriais
sobre o espaço vetorial Euclideano En, exemplo 4.5).

Finalmente, sobre cada ponto do espaço En localizado pelo vetor r será atribuído um vetor
do campo vetorial, vinculado a esse ponto. Esse vetor terá a característica adicional de possuir
uma topologia, i. e., os conceitos de limite e continuidade são supostos válidos em relações aos
vetores do campo em pontos da vizinhança imediata de r, de tal forma que seja possível realizar
operações do cálculo infinitesimal (derivações ou integrações), pelo menos na vizinhança do
ponto.

Definição 6.2 (Campo vetorial). Seja En = (En,Rn) o espaço vetorial Euclideano e seja U ⊂ En
uma região deste espaço. Seja K n um espaço vetorial sobre o corpo K de dimensão n, o qual
pode ser o espaço real Rn ou o espaço complexo C n (definições 4.3 e 4.4). Um campo vetorial A
da classe Cr sobre U é o mapeamento

A : U 7−→ K n,

o qual atribui a cada ponto r ≡ (x1, . . . , xn) ∈ En a função vetorial

A (r) ≡ A (x1, . . . , xn)
.
= (A1 (r) , A2 (r) , . . . , An (r)) ∈ K n,

para a qual cada componente é o campo escalar

Ak (r) ∈ Cr (U) , ∀k = 1, . . . , n.

O conjunto de todos os campos vetoriais da classe Cr (U) sobre U é denotado por Ar (U).
O conjunto de todos os espaços vetoriais da classe C∞ (U) sobre U é denotado por A∞ (U) ou
simplesmente por A (U).

Retomando então as definições e considerações realizadas na seção 6.2.1, serão impostas
agora condições adicionais às componentes de um campo vetorial. A quantidade A (r) = Ai (r) êi
é um vetor ou um tensor Cartesiano de posto (ou ordem) um de um campo vetorial se e so-
mente se suas componentes comportam-se frente a uma rotação do sistema de coordenadas de
acordo com as relações (6.9a-d) e (6.10), repetidas aqui juntamente com a respectiva transfor-
mação inversa,

A′i = LijAj =
∂x′i
∂xj

Aj (6.12a)

Ai = LjiA
′
j =

∂xi
∂x′j

A′j , (6.12b)

uma vez que a matriz de rotação é ortogonal, de acordo com (6.8).

Exercício 6.2. Considere a matriz de rotação L obtida no exercício 6.1, a qual executa uma
rotação passiva de R por um ângulo θ em torno de x3. Verifique se as triplas ordenadas v (r) =
(v1 (r) , v2 (r) , v3 (r)), dadas por

(i)v (r) = (x2,−x1, x3) (ii)v (r) = (x2, x1, x3) (iii)v (r) =
(
x2

1, x
2
2, x3

)
correspondem a campos vetoriais no E3.

Solução. Dada a matriz

L =

 cos θ sen θ 0
− sen θ cos θ 0

0 0 1

 ,

como o eixo x3 não é transformado pela rotação, este não precisa ser considerado. Por outro
lado, de acordo com a relação (6.9a), x′i = Lijxj, ou seja,

x′1 = L1jxj = x1 cos θ + x2 sen θ

x′2 = L2jxj = −x1 sen θ + x2 cos θ.

Tripla (i). As componentes de v (r) são v1 (r) = x2, v2 (r) = −x1 e v3 (r) = x3.
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Se esta tripla realmente é um vetor, então espera-se que suas componentes se transformem
como

v1 −→ v′1 = x′2 = −x1 sen θ + x2 cos θ

v2 −→ v′2 = −x′1 = −x1 cos θ − x2 sen θ.

Para verificar se isto ocorre, aplica-se a relação (6.12a), ou seja, v′i = Lijvj, de onde se obtém

v′1 = v1 cos θ + v2 sen θ = x2 cos θ − x1 sen θ

v′2 = −v1 sen θ + v2 cos θ = −x2 sen θ − x1 cos θ.

Como ambas as expressões são as mesmas, a quantidade v = (x2,−x1, x3) de fato é um vetor.
Tripla (ii). As componentes desta tripla devem se transformar como

v′1 = x′2 = −x1 sen θ + x2 cos θ

v′2 = x′1 = x1 cos θ + x2 sen θ.

Verificando, de v′i = Lijvj obtém-se

v′1 = v1 cos θ + v2 sen θ = x2 cos θ + x1 sen θ

v′2 = −v1 sen θ + v2 cos θ = −x2 sen θ + x1 cos θ,

as quais são distintas das expressões acima. Portanto este objeto não é um vetor.
Tripla (iii). Para este objeto, basta verificar que a primeira componente,

v′1 = (x′1)
2

= x2
1 cos2 θ + x2

2 sen2 θ + 2x1x2 sen θ cos θ

não satisfaz a condição, uma vez que deveria resultar

v′1 = v1 cos θ + v2 sen θ = x2
1 cos θ + x2

2 sen θ.

Portanto, este objeto também não é um vetor.

Um vetor, portanto, é um tensor cujos componentes são identificados com um único índice,
por enquanto posicionado somente na posição inferior (subscrito). Os componentes deste tensor
devem se alterar, frente a uma rotação do sistema de coordenadas, de acordo com as relações
(6.12).

Já um campo escalar ou, simplesmente, um escalar, por sua vez, é descrito por uma única
função φ (r) e, por esta razão, é também denominado um tensor de posto zero, pois não necessita
de índices para identificação de componentes. Por conseguinte, um objeto matemático somente
será classificado como um escalar se este for invariante frente à rotação do referencial.

Objetos escalares também podem ser contruídos a partir do produto escalar de dois vetores.
Sendo A (r) e B (r) dois vetores quaisquer, então, usando (6.12a) e (6.8),

φ (r) = A ·B R→R′−−−−→ φ′ (r) = A′ ·B′ = LijLikAjBk = AjBj = φ (r) .

Esta propriedade possui aplicações físicas importantes, pois diversas quantidades escalares
como trabalho, energia potencial e densidade de energia nos campos eletromagnéticos são obti-
das a partir de produtos escalares de vetores. Estas propriedades são, respectivamente, propor-
cionais a F · dr, qE · dr, D · E e B ·H.

Outra maneira de se obter um escalar a partir de um vetor é através do operador divergente.
Se A (r) é um vetor, então

φ (r) =∇ ·A =
∂Ai
∂xi

R→R′−−−−→ φ′ (r) =

(
∂Ai
∂xi

)′
=
∂A′i
∂x′i

.

Levando em conta agora que deve existir uma lei de transformação x′i = x′i ({xj}) bem definida,
pode-se usar a regra da cadeia e escrever, usando (6.9d), (6.12a) e (6.8),

φ′ (r) =
∂xj
∂x′i

∂A′i
∂xj

= LijLik
∂Ak
∂xj

=
∂Aj
∂xj

= φ (r) .
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De forma recíproca, é possível obter-se um vetor a partir de um escalar. Uma maneira de
realizar este feito consiste na aplicação do operador gradiente sobre um campo escalar φ (r),
resultando assim

A (r) =∇φ =
∂φ

∂xi
êi.

Dada a lei de transformação xi = xi
({
x′j
})

, emprega-se a derivação em cadeia, realiza-se a
mudança de base { êi} →

{
ê′i
}
, e, empregando (6.9d), resulta

A (r)→
∂x′j
∂xi

∂φ

∂x′j
Lki ê

′
k = LjiLki

∂φ

∂x′j
ê′k =

∂φ

∂x′j
ê′j ,

a qual é justamente a expressão para o vetor A′ =∇′φ no referencial R′.

6.3.3 TENSORES CARTESIANOS DE POSTO DOIS OU SUPERIOR

Seguindo na discussão iniciada na seção 6.2.1 acerca de tensores de posto dois, a definição
prévia então realizada será agora generalizada.

Tensores são objetos geométricos que estabelecem relações lineares entre vetores, escalares
e outros tensores. Um exemplo que já foi empregado é o tensor de condutividade (6.2) que
relaciona o campo elétrico com o vetor densidade de corrente elétrica.

Um tensor pode ser representado por uma matriz multidimensional de valores numéricos.
O posto ou ordem de um tensor é a dimensão da matriz necessária para a sua representação.
Desta maneira, um escalar é um tensor de posto zero e um vetor é um vetor de posto um.

Por expressar uma relação entre vetores, a representação empregada para um tensor irá
depender da base do sistema de coordenadas e do referencial empregado. Grande parte dos
tensores empregados na física estabelecem relações entre objetos definidos no espaço vetorial
Euclideano En usando uma base ortonormal. Estes são usualmente denominados de tensores
Cartesianos.

Definição 6.3 (Tensor Cartesiano). Um tensor Cartesiano é aquele tensor cuja representação é
obtida a partir de uma base ortonormal do espaço vetorial Euclideano En, no qual é empregado
o sistema Cartesiano de coordenadas. O número de índices necessário para identificar todos os
seus componentes determina o posto ou a ordem do tensor.

Da mesma maneira como foi argumentado para vetores na seção 6.2.1, o tensor como uma
entidade físico-matemática deve permanecer invariante frente a uma transformação no sistema
de coordenadas. Esta exigência fundamental estabelece simultaneamente a lei de transforma-
ção de seus elementos ou componentes, bem como a própria definição de um tensor de um
determinado posto. Será apresentada primeiro a definição de um tensor do posto dois.

Definição 6.4 (Tensor Cartesiano de posto 2). Seja E3 o espaço vetorial Euclideano de dimen-
são 3 e ê .

= { ê1, ê2, ê3} uma base ortonormal do mesmo. Seja T [ê] a matriz quadrada 3× 3 cujos
elementos Tij [ê] estão representados na base ê. Seja também a transformação de coordenadas
ê→ ê′, em conjunto com a transformação inversa ê′ → ê, tais que

ê′i = Lij êj =
∂x′i
∂xj

êj , êi = Lji ê
′
j =

∂xi
∂x′j

ê′j .

Se os elementos da matriz T [ê] se transformarem frente às transformações ê↔ ê′ de acordo com
a lei de transformação

T ′ij = LikLj`Tk` =
∂x′i
∂xk

∂x′j
∂x`

Tk` (6.13a)

Tij = LkiL`jT
′
k` =

∂xi
∂x′k

∂xj
∂x′`

T ′k`, (6.13b)

então a matriz T [ê] representa um tensor Cartesiano de posto dois.

Da mesma maneira como foi realizado com vetores, os índices que identificam os distintos
componentes do tensor estão na posição inferior. Posteriormente, no contexto de tensores ge-
neralizados, será permitido o posicionamento de índices tanto na posição inferior (subíndices)
quanto na superior (superíndices). Isto será discutido na seção 6.7.
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Como a extensão lógica da definição 6.13, considera-se agora uma matriz T [ê] de n dimen-
sões, isto é, a coleção de 3n quantidades identificadas pelo símbolo Tij···n [ê], o qual contém n
índices. Então, a seguinte definição é realizada.

Definição 6.5 (Tensor Cartesiano de posto n). Seja E3 o espaço vetorial Euclideano de dimen-
são 3 e ê .

= { ê1, ê2, ê3} uma base ortonormal do mesmo. Seja T [ê] a matriz cujos elementos

Ti1i2...in [ê] , (i1, i2, . . . , in = 1, 2, 3)

estão representados na base ê. A matriz T [ê] representa um tensor Cartesiano de posto n se e
somente se suas coordenadas se transformarem de acordo com a lei de transformação

T ′i1i2...in = Li1j1Li2j2 . . . LinjnTj1j2...jn =
∂x′i1
∂xj1

∂x′i2
∂xj2

· · ·
∂x′in
∂xjn

Tj1j2...jn (6.14a)

Tij···n = Lj1i1Lj2i2 . . . LjninT
′
j1j2...jn =

∂xi1
∂x′j1

∂xi2
∂x′j2

· · · ∂xin
∂x′jn

T ′j1j2...jn . (6.14b)

Obviamente, a definição (6.14) contém os tensores de ordem zero, um e dois como casos
particulares.

Uma das desvantagens das definições 6.4 e 6.5 está no fato de não ser evidente a invariância
do tensor frente a transformação de coordenadas. Embora essa invariância possa ser demons-
trada, é interessante apresentar também uma definição mais moderna, a qual independe do
sistema de coordenadas e da base adotados para representar o tensor.

A definição a seguir interpreta um tensor de posto n como uma forma multilinear11 que realiza
a projeção do produto Cartesiano V n do espaço vetorial V sobre o corpo subjacente K.

Definição 6.6 (Espaço tensorial (Cartesiano)). Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K.
Seja

V n .
= V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

n vezes

o produto Cartesiano de V . A forma multilinear

T : V n 7−→ K

é denominada um tensor Cartesiano sobre V . A potência n do produto V n determina o posto
do tensor. Conjunto de tensores sobre V podem formar espaços vetoriais denominados espaços
tensoriais Cartesianos.

Retornando agora à discussão feita na página 277 sobre a concepção intuitiva de um campo
vetorial, dado o espaço Euclideano, sobre cada ponto do mesmo atribui-se um tensor Cartesiano,
cujos elementos são contínuos e diferenciáveis, de tal forma que seja possível a aplicação de
operadores íntegro-diferenciais sobre os mesmos.

Antes de se realizar a definição de um campo tensorial, é necessário definir um campo vetorial
generalizado.

Definição 6.7 (Campo vetorial generalizado). Seja Em = (Em,Rm) o espaço vetorial Euclide-
ano de dimensão m e seja U ⊂ Em uma região deste espaço. Sejam A1 (r) ,A2 (r) , . . . ,An (r) um
conjunto de n campos vetoriais de dimensão m e da classe Cr (U). Um campo vetorial generali-
zado de ordem n e da classe Cr sobre U é a mn-upla ordenada

A (r)
.
= (A11 (r) , . . . , A1m (r) , A21 (r) , . . . , Aij (r) , . . . , Anm (r)) ,

formada pelos campos escalares {Aij (r) ∈ K, ∀i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m}.

Definição 6.8 (Campo tensorial Cartesiano). Seja Em = (Em,Rm) o espaço vetorial Euclide-
ano de dimensão m e seja U ⊂ Em uma região deste espaço. Seja T (r) um campo vetorial
generalizado de ordem n e da classe Cr (U). Sendo

Ti1...,in (r) , (ij = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) ,

uma componente deste espaço vetorial, se para todos {i1, . . . , in = 1, . . . ,m} esta componente se
transformar como um tensor Cartesiano de posto n (equações 6.14) frente a uma transformação
de coordenadas em E

m, então T (r) forma um campo tensorial Cartesiano de posto n e da classe
Cr sobre U .

11Ver definição 4.12.
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Serão apresentados agora alguns exercícios referentes a campos tensoriais.

Exercício 6.3. Mostre que os componentes da matriz

T =

(
x2

2 −x1x2

−x1x2 x2
1

)
formam um tensor de posto 2 frente a uma rotação dos eixos coordenados.

Solução. Dadas as relações entre as coordenadas x′1 = x1 cos θ + x2 sen θ e x′2 = −x1 sen θ + x2 cos θ,
espera-se que

T′ =

(
(x′2)

2 −x′1x′2
−x′1x′2 (x′1)

2

)
=

(
(−x1 sen θ + x2 cos θ)

2
(x1 cos θ + x2 sen θ) (x1 sen θ − x2 cos θ)

(x1 cos θ + x2 sen θ) (x1 sen θ − x2 cos θ) (x1 cos θ + x2 sen θ)
2

)
.

Para verificar, emprega-se a lei de transformação (6.13a), resultando

T ′11 = x2
2 cos2 θ − 2x1x2 sen θ cos θ + x2

1 sen2 θ

T ′12 = −x2
2 sen θ cos θ − x1x2 cos2 θ + x1x2 sen2 θ + x2

1 sen θ cos θ

T ′21 = T ′12

T ′22 = x2
2 sen2 θ + 2x1x2 sen θ cos θ + x2

1 cos2 θ.

Ou seja, as expressões para os componentes são idênticas, o que confirma que T é de fato um
tensor de posto 2.

Exercício 6.4 (Símbolos de Kronecker e Levi-Civita). Mostre que os símbolos de Kronecker
(δij) e de Levi-Civita (εijk) apresentados na seção 6.1.2 são, na verdade, tensores de postos dois
e três, respectivamente, sob o ponto de vista de rotações próprias no espaço.

Solução. Dados os símbolos δij e εijk, definidos conforme é descrito na seção 6.1.2 em um de-
terminado sistema de coordenadas. Se estes objetos forem realmente tensores, respectivamente
de segunda e terceira ordens, então a aplicação da lei de transformação geral (6.14) a ambos irá
gerar outros tensores que possuem as mesmas propriedades no outro sistema de coordenadas.

Verificando esta propriedade para a delta de Kronecker, de (6.14) e (6.8) resulta

δ′ij = LikLjmδkm = LikLjk = δij .

Ou seja, a lei de transformação R→ R′ gera um símbolo de Kronecker δ′ij que possui os mesmos
componentes do sistema original. Portanto, δij transforma-se da maneira esperada para um
tensor de posto dois.

Verificando agora para o símbolo de Levi-Civita, novamente de (6.14) resulta

ε′ijk = LimLjnLk`εmn`.

Emprega-se agora a seguinte fórmula para o cálculo do determinante de uma matriz quadrada
de ordem 3: sendo A uma matriz qualquer, então

det (A) εijk = AimAjnAk`εmn`. (6.15)

Substituindo na expressão acima os elementos de A pelos respectivos elementos da matriz de
transformação L, resulta então que

ε′ijk = det (L) εijk.

Portanto, de acordo com (6.9c), se a transformação realizada em R for própria, como é o caso de
uma rotação dos eixos, então, ε′ijk = εijk e o símbolo de Levi-Civita satisfaz a lei de transformação.

Exercício 6.5. Mostre que o tensor de stress de Maxwell, definido por

Tij = ε0

[
EiEj + c2BiBj −

1

2

(
E · E + c2B ·B

)
δij

]
,

sendo E e B respectivamente os campos elétrico e de indução magnética, ε0 a constante de
permissividade elétrica do vácuo e c a velocidade da luz no vácuo, é realmente um tensor de
posto dois.
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Solução. Como ε0 e c são escalares e E e B vetores por hipótese, então na transformação R→ R′,
E′i = LijEj, B′i = LijB e E · E e B ·B também são escalares. Portanto, se Tij é um tensor de
posto 2, então este deve satisfazer (6.13),

T ′ij = LikLjmTkm

= ε0

[
LikLjmEkEm + c2LikLjmBkBm −

1

2

(
E · E + c2B ·B

)
LikLjmδkm

]
= ε0

[
E′iE

′
j + c2B′iB

′
j −

1

2

(
E′ ·E′ + c2B′ ·B′

)
δij

]
.

Ou seja, Tij possui a mesma estrutura em qualquer sistema de coordenadas.

Um comentário final importante se refere à simbologia utilizada para representar um tensor
de posto N . Um tensor de posto 2 pode ser representado naturalmente por uma matriz; assim,
se o conjunto {Tij} compreende os 9 componentes de um tensor deste posto, este pode ser
representado coletivamente por T a qual é a notação empregada neste texto para uma matriz
genérica.

Contudo, tensores de postos mais altos não podem ser representados por matrizes. Assim, se
{Tijk} contém os 27 componentes de um tensor de posto 3, este pode ser representado de forma
genérica como T , sem mostar explicitamente o seu posto.

A notação introduzida acima será empregada para representar um tensor genérico, quando
o seu posto não for importante. Esta notação permite também tratar o tensor como um objeto
geométrico genérico, onde não é feita menção do sistema de coordenadas em particular onde
seus componentes são calculados.

Assim, o tensor T tem os seus componentes dados por {Tijk} no sistema de coordenadas R, ao
passo que os componentes do mesmo tensor no referencial rotado R′ são dados por

{
T ′ijk

}
. Desta

forma, o tensor pode ser representado de uma maneira semelhante aos operadores diferenciais
gradiente (∇), divergente (∇·) e rotacional (∇×), cujos símbolos são os mesmos, independente
do sistema adotado. Esta notação será aplicada na próxima seção.

6.4 ÁLGEBRA TENSORIAL

Como os tensores consistem em extensões lógicas dos conceitos de vetores e matrizes, é
natural que as regras algébricas impostas a estes objetos sejam equivalentes àquelas aplicadas
às estruturas mais simples citadas, e se reduzam a estas regras como casos particulares. Estas
regras de álgebra serão discutidas nesta seção.

6.4.1 ADIÇÃO DE TENSORES

A adição (e também a subtração) de tensores é definida naturalmente como a extensão lógica
das adições de vetores e matrizes. Para que esta generalização tenha sentido, contudo, deve-
se impor como condição necessária que todos os tensores sendo adicionados tenham o mesmo
posto.

Se {Tij···r} e {Uij···r} são os componentes dos tensores T e U , ambos de posto N , então a
soma e a diferença destes geram, respectivamente, os tensores S e D de mesmo posto, cujos
componentes são dados por

Sij···r = Tij···r + Uij···r

Dij···r = Tij···r − Uij···r.

Estas operações podem ser representadas de forma genérica como S = T + U e D = T − U ,
respectivamente.

6.4.2 SIMETRIA E ANTISSIMETRIA

É simples demonstrar que, se {Tij···k} são os componentes de um tensor, então o conjunto de
funções obtido pela permutação de quaisquer dois índices do conjunto original, ou seja, {Tji···k},
também será um tensor. Contudo, este tensor não irá apresentar, em geral, uma simetria bem
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definida frente a permuta quaisquer dois de seus índices. Somente uma classe particular de
tensores apresenta tais propriedades.

Restringindo inicialmente a discussão para tensores de posto 2, dado o T , cujos componentes
são {Tij}. Se suas componentes apresentarem uma simetria bem definida frente a troca i ↔ j,
esta pode se manifestar de duas maneiras:

se Tij = Tji ; tensor simétrico;

se Tij = −Tji ; tensor antissimétrico.

Embora um outro tensor U não necessariamente apresente propriedades de simetria bem
definidas, este sempre pode ser escrito como uma combinação de suas partes simétrica e antis-
simétrica através da identidade

Uij =
1

2
(Uij + Uji) +

1

2
(Uij − Uji) ,

sendo que o primeiro termo a parte simétrica de Uij, enquanto que o segundo termo é a sua
parte antissimétrica.

Considerando agora um tensor de posto N qualquer, seja {Tijk···r} o conjunto de componentes
de T . Se este tensor apresentar propriedade de simetria, então há duas possibilidades:

Tijk···r = Tjik···r, Tijk···r = Tkji···r, etc

é simétrico com respeito aos índices i e j ou i e k, etc; ou,

Tijk···r = −Tjik···r, Tijk···r = −Tkji···r, etc

é antissimétrico com respeito aos mesmos índices.
Da mesma maneira, um tensor genérico U pode sempre ser escrito como uma combinação de

suas partes simétrica e antissimétrica, frente uma permutação de dois índices quaisquer, como

Uijk···r =
1

2
(Uijk···r + Ujik···r) +

1

2
(Uijk···r − Ujik···r) ,

ou
Uijk···r =

1

2
(Uijk···r + Ukji···r) +

1

2
(Uijk···r − Ukji···r) ,

etc.
A separação de tensores ou operadores em suas partes simétrica e antissimétrica é de ex-

trema importância em diversas disciplinas, tais como mecânica e eletromagnetismo de meios
contínuos e mecânica quântica.

6.4.3 TENSORES HERMITIANOS OU ANTI-HERMITIANOS

Uma propriedade adicional relacionada a tensores de posto dois e cujas componentes são
funções analíticas complexas é a hermiticidade dos mesmos.

Usualmente representados por matrizes, tensores de posto dois também são Hermitianos ou
anti-Hermitianos se apresentarem simetria frente a operação de conjugação Hermitiana, defi-
nida da seguinte maneira. Seja A uma matriz quadrada cujos elementos {Aij} são complexos. O
seu Hermitiano conjugado ou adjunto, denotado por A†, é obtido a partir da conjugação complexa
dos elementos da matriz transposta, isto é,

A† = (A∗)T
=
(
AT
)∗
,

sendo que os elementos de A† são dados por(
A†
)
ij

= A∗ji.

Como é sempre possível usar uma representação matricial para um tensor de posto dois, em
muitas aplicações físicas é aplicada a operação de conjugação Hermitiana ao mesmo.

Da mesma forma como é definido para matrizes, portanto, um tensor de posto dois A é
Hermitiano ou autoadjunto se satisfaz a propriedade

A = A†.
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Por outro lado, este tensor é anti-Hermitiano se

A = −A†.

É possível então definir as partes Hermitiana e anti-Hermitiana de um tensor A respectiva-
mente por

AH =
1

2

(
A+A†

)
AaH =

1

2i

(
A−A†

)
.

Desta forma, sempre se pode escrever A como

A = AH + iAaH.

Em muitos meios descritos por tensores complexos, as respectivas partes Hermitiana e anti-
Hermitiana estão relacionadas com processos físicos distintos que ocorrem neste meio.

Exemplo 6.1. Em um meio contínuo, linear e homogêneo, mas anisotrópico e dissipativo, a
relação constitutiva entre o campo elétrico E e o vetor deslocamento elétrico D pode ser escrita,
no espaço de Fourier, como

Di (k, ω) = εij (k, ω)Ej (k, ω) ,

onde k e ω são, respectivamente, o vetor de onda e a frequência angular das ondas que se
propagam neste meio e {εij} são as componentes do tensor dielétrico do meio. Para este meio,
o teorema de Poynting, que descreve a conservação de energia entre campos e partículas, pode
ser escrito como

∂U

∂t
+∇· (vgU) = − ω

8π
E· εaH·E,

sendo vg = ∂ω/∂k a velocidade de grupo das ondas e12

U =
1

8π

[
∂
(
ωεH

)
∂ω

]
: EE

a densidade de energia contida nos campos.
Na equação acima, o termo vgU = S corresponde ao vetor de Poynting, ou seja, ao fluxo local

de energia. Conclui-se, portanto, que a parte Hermitiana de εij está relacionada com a refração
ou ao fluxo da energia transportada pelas ondas, ao passo que a parte anti-Hermitiana está
relacionada com a dissipação irreversível de energia devido a interação dos campos com o meio.

6.4.4 PRODUTO EXTERNO DE TENSORES

O produto externo de dois ou mais tensores, também denominado produto direto ou produto
tensorial, consiste em uma operação que permite a construção de um tensor com posto mais
alto que os tensores-pais. De fato, o posto do tensor resultante é exatamente igual à soma dos
postos de seus progenitores.

O produto externo é realizado de diferentes maneiras. A maneira usual consiste na multi-
plicação direta de componentes dos tensores envolvidos. Uma outra maneira de se construir
um tensor de posto mais alto consiste em se aplicar os componentes de um operador sobre os
componentes de outro tensor. Ambas as maneiras serão abordadas nesta seção.

6.4.4.1 PRODUTO EXTERNO DE DOIS TENSORES

Considera-se inicialmente um caso mais simples. Dados os vetores a = ai êi e b = bi êi,
deseja-se contruir a partir destes um tensor de posto dois T , cujos componentes são dados pelo
produto externo dos vetores acima, ou seja,

Tij = aibj .

12Ver notação de diádicas e seus produtos nas seções 6.4.4.2 e 6.4.5.3.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 01/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



286 6.4. Álgebra tensorial

Os componentes Tij resultantes desta construção de fato pertencem ao tensor T , o que pode ser
facilmente demonstrado. Se isto for verdade, então na transformação R→ R′ devem resultar os
componentes

T ′ij = a′ib
′
j .

Usando a lei de transformação para os vetores, resulta

T ′ij = LikLj`akb` = LikLj`Tk`,

a qual é justamente a lei de transformação de um tensor do posto 2.
Na sua representação matricial, o tensor T pode ser escrito como a matriz 3× 3

T =

a1b1 a1b2 a1b3
a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3

 .

Este tipo de produto externo é representado de diferentes maneiras, todas independentes do
sistema de coordenadas adotado. Uma maneira usual consiste em empregar o símbolo ⊗. Nesta
notação, dados os vetores a e b acima, o tensor T é representado como

T = a⊗ b = aibj êi ⊗ êj , (6.16a)

e as componentes resultantes deste tensor também podem ser representadas por

Tij = (a⊗ b)ij . (6.16b)

6.4.4.2 DIÁDICAS

No caso particular de tensores de posto dois, uma outra representação, um tanto ultrapas-
sada mas ainda empregada em alguns textos, é a de uma diádica. Esta é uma outra maneira
de se representar o produto externo de dois vetores, estendendo a álgebra vetorial usual e re-
sultando em um tensor. Dados os vetores a e b, a diádica T é obtida pela simples justaposição
destes vetores, ou seja,

T = ab = aibj êi êj .

Uma vantagem que esta notação possui está na praticidade de realização de produtos de
diádicas entre si ou com vetores, como será mostrado a seguir. Contudo, em se tratando de
uma prática em desuso, será dada preferência para a notação de produto externo introduzida
em (6.16).

6.4.4.3 GRADIENTE DE UM VETOR

Uma outra maneira de se construir um tensor de posto 2 consiste em aplicar o operador
gradiente sobre um vetor, operação esta que não está definida na álgebra vetorial ordinária.

Dado o operador ∇ = êi∂/∂xi e o vetor v = vi êi, o componente Tij do tensor T é definido
como

Tij =
∂vj
∂xi

.

Esta expressão pode ser escrita de uma forma genérica, independente do sistema de coordena-
das adotado, como

T =∇v =
∂vj
∂xi

êi êj .

Neste caso em particular, a notação empregada é em muito semelhante ao de uma diádica,
exceto que é feito uso de um operador diferencial no lugar de um vetor ordinário.

6.4.4.4 PRODUTO EXTERNO EM GERAL

Considera-se agora o caso mais geral de produto externo entre dois tensores arbitrários.
Dado o tensor T de posto M e o tensor U de posto N , o produto externo destes gera o tensor V
com posto M +N , cujas componentes são

Vi · · · pq · · · v︸ ︷︷ ︸
M+N índices

= Ti · · · p︸ ︷︷ ︸
M índices

Uq · · · v︸ ︷︷ ︸
N índices

.

A notação para este produto externo é, então

V = T ⊗ U .
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6.4.5 CONTRAÇÃO E PRODUTO INTERNO

A definição do produto externo, na seção 6.4.4, possibilitou a construção de um tensor de
um dado posto a partir de outros tensores de ordem mais baixa. Processos inversos também
são definidos na álgebra tensorial, ou seja, operações aplicadas sobre um determinado tensor
de posto N que reduzem o seu posto, resultando em outro tensor de posto N − 2. Uma destas
operações é denominada de contração de índices ou, simplesmente, contração. Uma outra opera-
ção, denominada produto interno, está relacionada com a contração dos índices e será também
discutida. Obviamente, para que esta operação tenha sentido, é necessário que N > 2.

6.4.5.1 CONTRAÇÃO

Dado um tensor T de posto N > 2, uma contração deste tensor consiste em tomar qualquer
par de seus índices, representá-los com o mesmo símbolo e executar então a sua soma implícita.
A resultante desta operação será um novo tensor U de posto N − 2. Dado então o conjunto
{Tijk`···r}, as expressões a seguir apresentam algumas de suas possíveis contrações:

Uk`···r = Tiik`···r, Vi`···r = Tijj`···r, Wj`···r = Tiji`···r, Xik`··· = Tijk`···j , etc.

Claramente, o número de contrações possíveis depende do posto do tensor. Se N = 2, somente
uma contração é possível. Neste caso, a operação é equivalente ao cálculo do traço da matriz que
representa o tensor e o resultado da operação é uma quantidae escalar. Se o posto for N = 3, há
3 contrações possíveis, gerando o mesmo número de vetores distintos. Em geral, um tensor de
posto N > 2 pode gerar por contrações um total de N !/2 (N − 2)! tensores de posto N − 2.

Para mostrar que o objeto resultante da contração é realmente um tensor de posto N − 2,
parte-se da lei de transformação (6.14a) aplicada a T ,

T ′ij···`···m···k = LipLjq . . . L`r . . . Lms . . . LknTpq···r···s···n.

Contraindo os índices ` e m no componente transformado à esquerda e utilizando a condição de
ortogonalidade (6.8), resulta

T ′ij···`···`···k = LipLjq . . . L`r . . . L`s . . . LknTpq···r···s···n

= LipLjq . . . δrs . . . LknTpq···r···s···n

= LipLjq . . . Lkn︸ ︷︷ ︸
N−2 fatores

Tpq···r···r···n,

ou seja,
U ′ij···k = LipLjq . . . LknUpq···n,

ou que mostra que U é realmente um tensor de posto N − 2.

6.4.5.2 PRODUTO INTERNO

O produto interno, conforme definido em espaços vetoriais, é bem conhecido. Se a e b são
membros do espaço vetorial V , então o produto interno entre ambos, usualmente representado
por 〈a, b〉, terá como resultado uma quantidade escalar.

A forma mais empregada do produto interno para aplicações físicas é o produto escalar entre
dois vetores a e b do E3,13 resultando no escalar c,

c = a · b. (6.17)

De acordo com a terminologia aqui empregada, trata-se de um produto entre dois tensores de
posto um, resultando em um tensor do posto zero.

Estendendo o conceito de produto interno a tensores de posto mais alto e relacionando esta
operação com a definição de contração de índices anteriormente apresentada, pode-se dizer que
a operação realizada em (6.17) consiste, inicialmente, no produto externo dos vetores a e b,
resultando em um tensor de posto 2, seguida posteriormente pela contração dos índices deste
tensor, o que resulta finalmente em um escalar:

C = a⊗ b; c = Cii = aibi.

13Exemplo 4.3.
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A única característica própria nesta operação em relação ao processo geral de contração
de índices está no fato de que no produto interno a contração é realizada sobre os índices de
tensores-pais (de postos M e N ) distintos, os quais foram inicialmente justapostos por uma
operação de produto externo, resultando em um tensor-filho de ordem M +N . Como resultado
do produto interno, igualmente resulta um tensor de posto M +N − 2.

Assim, se A, B, C e D são tensores de postos M , N , M + N e M + N − 2, respectivamente a
seguinte cadeia de operações ilustra a o produto interno entre A e B, resultando no tensor D,

C = A⊗ B ; Cijk · · · r︸ ︷︷ ︸
M

`mn · · · s︸ ︷︷ ︸
N

= Aijk···rB`mn···s

=⇒ Dik · · · rmn · · · s︸ ︷︷ ︸
M+N−2

≡ Cijk···rjmn···s = Aijk···rBjmn···s.

No caso acima, foi realizada a contração no índices j de cada tensor. Obviamente, a contração
em outros índices irá gerar tensores de posto M+N−2 em geral distintos de D. Por conseguinte,
há diversos produtos internos possíveis entre tensores de ordem maior que dois.

6.4.5.3 PRODUTOS COM DIÁDICAS

A definição de produto interno acima realizada é particularmente útil na notação de diádicas
(seção 6.4.4.2). Sendo a e b vetores e C uma diádica, formada pela justaposição dos vetores,

C = ab = aibj êi êj ,

Esta poderá sofrer produto interno com um outro vetor c, tanto à esquerda quanto à direita, re-
sultando nos vetores d e e, em geral distintos entre si. Além disso, o produto interno envolvendo
diádicas utiliza a mesma notação do produto escalar entre vetores. Assim,

d = c · C = ciaibj êj

e = C · c = aibjcj êi.

Na verdade, no caso específico de produtos envolvendo diádicas é possível também definir
o produto vetorial de uma diádica por um vetor, com a mesma definição empregada na álgebra
vetorial.14 Agora, o resultando desta operação é uma outra diádica e também são possíveis
produtos à esquerda ou à direita. Assim, sendo F e G diádicas, o produto vetorial de c por C
pela esquerda ou pela direita resultam em

F = c× C = (c× a) b = ciajbk ( êi × êj) êk = εi`kakbjc` êi êj

G = C × c = a (b× c) = aibjck êi ( êj × êk) = εjk`aibkc` êi êj ,

onde se fez uso de (6.5). Portanto, há quatro operações possíveis envolvendo uma diádica e um
vetor.

Existem também 7 possíveis produtos, tanto escalares quanto vetoriais, envolvendo duas
diádicas. Considerando agora os vetores a, b, c e d e as diádicas A = ab e B = cd, estas são
apresentadas na tabela 6.2.

6.4.6 REGRA DO QUOCIENTE

Como consequência da definição de produto externo na seção 6.4.4, foi demonstrado que se
A e B são tensores de postos M e N , respectivamente, então o produto externo destes gera o
tensor C = A⊗ B, de posto M +N .

A regra do quociente consiste na propriedade recíproca do produto externo. Assumindo agora
que B e C são tensores de postos N e M+N , respectivamente, caso exista um conjunto de objetos
{Aij···k···m}, identificados por M índices, tal que

Aij · · · k · · ·m︸ ︷︷ ︸
M índices

Bnp · · · q · · · r︸ ︷︷ ︸
N índices

= Cij · · · k · · ·mnp · · · q · · · r︸ ︷︷ ︸
M+N índices

,

então {Aij···k···m} necessariamente compõe os componentes do tensor A de posto M .
14Exemplo 4.6.
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Tabela 6.2: Possiveis operações de produto entre duas diádicas.
Produtos escalares Produtos vetoriais

Operação
única

Produto escalar N/AA · B = (ab) · (cd) = (b · c)ad

Contração
de índices

O fator de expansão consiste na
contração de índices usual:

O fator de rotação origina-se do
produto vetorial entre os vetores da

diádica:
A ≡ 〈A〉 = a× b

= aibj êi × êj
= εikjakbj êi.

Tr (A) = a · b = aibi

Operação
dupla
incluindo
produto
escalar

Produto escalar duplo Produto escalar-vetorial
A : B = (ab) : (cd)

= aibjckd` ( êi êj) : ( êk ê`)
= aibjckd` ( êj · êk) ( êi · ê`)
= (a · d) (b · c)

A×· B = (ab)×· (cd) = (a · c) (b× d)

Operação
dupla
incluindo
produto
vetorial

Produto vetorial-escalar Duplo produto vetorial

A ·× B = (ab) ·× (cd) = (a× c) (b · d) A ×
× B = (ab)×

× (cd) = (a× c) (b× d)

Demonstração. A demonstração deste teorema segue da lei de transformação de tensores. Como
B (posto N ) e C (posto M +N ) são, por hipótese, tensores, então a transformação R→ R′ leva os
componentes do conjunto {A···} a um outro conjunto de valores {A′···}, ainda não determinados.
Como consequência, existe a seguinte relação no sistema R′,

A′ij···k···mB
′
np···q···r = C ′ij···k···mnp···q···r.

Dada agora a lei de transformação (6.14a),

A′ij···k···mLnaLpb . . . Lqc . . . LrdBab···c···d = LieLjh . . . Lks . . . LmvLnaLpb . . . Lqc . . . LrdCeh···s···vab···c···d,

LnaLpb . . . Lqc . . . Lrd
(
A′ij···k···mBab···c···d − LieLjh . . . Lks . . . LmvCeh···s···vab···c···d

)
= 0.

Como a transformação é arbitrária, a equação acima somente pode ser satisfeita para todos os
componentes se

A′ij···k···mBab···c···d − LieLjh . . . Lks . . . LmvCeh···s···vab···c···d = 0.

Introduzindo agora a relação original entre os conjuntos {A···}, {B···} e {C···},

A′ij···k···mBab···c···d − LieLjh . . . Lks . . . LmvAeh···s···vBab···c···d = 0,(
A′ij···k···m − LieLjh . . . Lks . . . LmvAeh···s···v

)
Bab···c···d = 0.

Como esta identidade deve ser satisfeita para qualquer tensor B, então, necessariamente,

A′ij···k···m = LieLjh . . . Lks . . . LmvAeh···s···v.

Ou seja, a relação entre os conjuntos {A···} e {A′···} é idêntica à lei de transformação (6.14a).
Portanto, A é realmente um tensor de posto M .

O uso da regra do quociente para determinar se um determinado conjunto de objetos é de
fato um tensor consiste, muitas vezes, em uma maneira mais conveniente de se cumprir este
objetivo do que a aplicação direta das leis de transformação. Uma maneira particular de se
realizar esta tarefa consiste em efetuar contração de índices de forma a obter-se um escalar ou
um tensor de posto mais baixo.

A mesma conclusão obtida acima com relação ao produto externo de dois tensores também
é válida para o seu produto interno. Sendo novamente {Aij···k···m} um conjunto de M objetos e
B e D tensores de postos N e M +N − 2, respectivamente, então a relação

Aij···k···mBnp···k···r = Dij···mnp···r

implica em que {A···} forma o conjunto de componentes de um tensor de posto M .
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Demonstração. A demonstração segue novamente da relação equivalente no sistema transfor-
mado,

A′ij···`···mB
′
np···`···r = D′ij···mnp···r,

LnaLpb . . . Lrd
(
L`kA

′
ij···`···mBab···k···d − LieLjh . . . LmvDeh···vab···d

)
= 0,

L`kA
′
ij···`···mBab···k···d − LieLjh . . . LmvDeh···vab···d = 0,

L`kA
′
ij···`···mBab···k···d − LieLjh . . . LmvAeh···k···vBab···k···d = 0,(
L`kA

′
ij···`···m − LieLjh . . . LmvAeh···k···v

)
Bab···k···d = 0,

L`kA
′
ij···`···m − LieLjh . . . LmvAeh···k···v = 0.

Usando a condição de ortogonalidade (6.8) no resultado acima, resulta

LnkL`kA
′
ij···`···m − LieLjh . . . Lnk · · ·LmvAeh···k···v = 0,

A′ij···n···m = LieLjh . . . Lnk · · ·LmvAeh···k···v,

a qual é a lei de transformação do tensor A de posto M .

Obviamente, como há mais de uma contração de índices possível para tensores de posto
maior que um, o produto interno ilustrado acima poderia ser realizado em qualquer par de
índices dos tensores A e B.

Exercício 6.6. Use a lei do quociente para mostrar que a matriz T do exercício 6.3 é realmente
a representação de um tensor de posto dois.

Solução. Dado que a diádica rr é um tensor de posto dois, realiza-se a contração dupla de índices
das componentes desta diádica com a matriz T, o que pode ser representado pela seguinte
multiplicação matricial,

Tijxixj =
(
x1 x2

)( x2
2 −x1x2

−x1x2 x2
1

)(
x1

x2

)
=
(
x1 x2

)( x1x
2
2 − x1x

2
2

−x2
1x2 + x2

1x2

)
= 0.

Como o resultado desta contração é um escalar e rr é um tensor, então, pela lei do quociente,
T também deve ser um tensor.

Exemplo 6.2. Considera-se uma partícula de massa m rigidamente conectada à origem do re-
ferencial. Se r e p forem, respectivamente, a posição e momentum linear instantâneos da partí-
cula, então a i-ésima componente de seu momentum angular é dada por

Li = (r × p)i = εijkxjpk.

Como a partícula está presa a uma distância fixa da origem O, então

p = mv = m (ω × r) ,

sendo ω a sua velocidade angular instantânea. Portanto, Li pode ser escrito, fazendo uso de
(6.3), como

Li = εijkxjpk = mεijkεk`mxjxmω` = m
(
r2ωi − xixjωj

)
= m

(
r2δij − xixj

)
ωj ≡ Iijωj .

A quantidade
Iij = m

(
r2δij − xixj

)
é denominada tensor de inércia da partícula em relação a O.

O conjunto {Iij} (i, j = 1, 2, 3) realmente compõe um tensor de posto dois, uma vez que L e ω
são tensores de posto um e, de acordo com a lei do quociente, segue então que I é necessaria-
mente um tensor de posto dois.

6.5 COMPOSIÇÃO DE TRANSFORMAÇÕES, ROTAÇÕES IN-
FINITESIMAIS E TENSORES ISOTRÓPICOS

Nesta seção serão discutidos alguns tópicos de interesse geral.
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6.5.1 COMPOSIÇÃO DE TRANSFORMAÇÕES

Quando mais de uma transformação é realizada sobre o sistema de coordenadas de forma
concomitante, a transformação resultante sempre pode ser escrita em termos de uma única
matriz de transformação.

Restringindo a tensores de posto um, realizam-se duas transformações concomitantes ao
referencial,

R
L(1)−−→ R′

L(2)−−→ R′′.

Dado então um vetor a, este será transformado como

a′i = L
(1)
ij aj ; a′′i = L

(2)
ij a

′
j = L

(2)
ij L

(1)
jk ak.

Ou seja, as transformações concomitantes irão corresponder a uma única transformação

a′′i = Lijaj ,

cuja matriz de transformação é

Lij = L
(2)
ik L

(1)
kj −→ L = L(2)L(1).

Em particular, duas rotações seguidas em torno do eixo x3, de ângulos θ1 e θ2, consecutiva-
mente, correspondem a uma única rotação por um ângulo θ1 + θ2. Pode-se verificar facilmente
que, neste caso, estas rotações podem ser realizadas em qualquer ordem.

O exemplo acima, contudo, é um caso particular onde as transformações são permutáveis.
Em geral, a multiplicação matricial não comuta, isto é, L(2)L(1) 6= L(1)L(2).

6.5.2 ROTAÇÕES INFINITESIMAIS

Rotações arbitrárias são um exemplo de transformações não comutáveis. Dadas duas matri-
zes de rotações gerais L(1) e L(2), em geral a ordem de realização das mesmas é importante.

Uma forma comum de se realizar uma rotação arbitrária de eixos consiste no emprego dos
ângulos de Euler, os quais são ilustrados na figura 6.4. Com o uso destes ângulos, pode-se
construir uma matriz genérica de rotação, a qual é uma função somente dos parâmetros φ, θ e
ψ. Fazendo isso, a expressão obtida para a matriz de rotação E é

E11 = cosψ cosφ− cos θ senφ senψ E12 = cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ E13 = senψ sen θ

E21 = − senψ cosφ− cos θ senφ cosψ E22 = − senψ senφ+ cos θ cosφ cosψ E23 = cosψ sen θ

E31 = sen θ senφ E32 = − sen θ cosφ E33 = cos θ.

Figura 6.4: Ângulos de Euler usualmente empregados para executar uma rotação arbitrária no sistema de
coordenadas. (a) Primeira rotação: sentido anti-horário em torno de x3, por um ângulo φ. (b) Segunda
rotação: sentido anti-horário por um ângulo θ em torno do eixo x′1. (c) Terceira rotação: sentido anti-horário
por um ângulo ψ em torno de x′3.
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Na técnica dos ângulos de Euler, a matriz de rotação geral é construída a partir de três
rotações consecutivas, realizadas sempre no sentido anti-horário e em torno de um determinado
eixo de rotação.

Os ângulos de Euler são apenas uma das formas de se implementar uma rotação arbitrária
em três dimensões. De uma forma genérica, estas rotações parciais são realizadas com as
seguintes matrizes

L(1) =

1 0 0
0 cos θ1 sen θ1

0− sen θ1 cos θ1

 L(2) =

cos θ2 0− sen θ2

0 1 0
sen θ2 0 cos θ2

 L(3) =

 cos θ3 sen θ3 0
− sen θ3 cos θ3 0

0 0 1

 ,

as quais correspondem a rotações em torno dos eixos x1, x2 e x3, respectivamente. Pode-se
verificar facilmente que a composição de rotações arbitrárias não é comutável. Por exemplo,
L(1)L(2) 6= L(2)L(1).

As formas de todas estas matrizes já foram derivadas no exemplo 5.30 como representações
do grupo SO (3). As derivações se basearam nas formas das matrizes frente a rotações infinite-
simais, conforme discutido a seguir.

Quando as rotações são infinitesimais, a comutatividade nas rotações é obtida. Considera-se
como exemplo uma rotação infinitesimal δθ3 em torno de x3. Neste caso, pode-se substituir em
L(3), cos θ3 ' 1 e sen θ3 ' δθ3 e esta matriz pode ser decomposta como

L(3) '

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

 0 δθ3 0
−δθ3 0 0

0 0 0

 .

Ou seja, as componentes de um vetor a transformam-se de acordo com

a′i = L
(3)
ij aj ' (δij + εij3δθ3) aj .

Realizando a mesma consideração para as outras matrizes de rotação, observa-se que a forma
infinitesimal das mesmas é

L
(1)
ij = δij + εij1δθ1, L

(2)
ij = δij + εij2δθ2, L

(3)
ij = δij + εij3δθ3.

Assim, é possível compor uma rotação infinitesimal arbitrária, dada por L = L(3)L(2)L(1) a qual,
em ordem mais baixa nas rotações, é dada por

Lij = L
(3)
ik L

(2)
k` L

(1)
`j ' δij + εijkδθk, (6.18)

a qual é visivelmente comutável nesta ordem. Pode-se facilmente inverter a relação acima com
o auxílio de (6.3h,j) para obter

δθi =
1

2
εijkLjk.

Qualquer rotação arbitrária pode então ser a princípio realizada com a composição de um
número grande de rotações arbitrárias executadas pela matriz (6.18).

6.5.3 TENSORES ISOTRÓPICOS

Um tensor isotrópico (ou invariante) é aquele que mantém a forma matemática de seus com-
ponentes em qualquer sistema de coordenadas. Determinar quais são os possíveis tensores
isotrópicos com um determinado posto é importante, não somente do ponto de vista matemá-
tico, mas também físico, uma vez que este conhecimento terá consequências importantes para
diversas propriedades físicas de meios contínuos, propriedades tais como suas condutividades
elétrica e térmica, susceptibilidade magnética e resistência a tensões, para citar somente alguns
exemplos, quando esses meios são uniformes.

No exemplo 6.4 foi mostrado que os tensores de Kronecker e Levi-Civita são tensores isotrópi-
cos de postos dois e três, sob o ponto de vista de rotações próprias arbitrárias, uma vez que suas
componentes possuem os mesmos valores para qualquer orientação do sistema de coordenadas.
A questão que surge neste ponto é se existem outros tensores isotrópicos de mesmos postos e
de postos superiores.
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Iniciando por tensores de posto dois, se Tij é isotrópico frente a rotações próprias arbitrárias,
então

T ′ij = LikLj`Tk` = Tij .

Como foi demonstrado na seção 6.5.2, uma rotação arbitrária pode sempre ser composta por
um número grande de rotações infinitesimais. Para a dedução da forma geral de um tensor
isotrópico, é conveniente então utilizar a matriz de rotação infinitesimal (6.18). Desta forma, em
ordem mais baixa nas rotações,

(δik + εikmδθm) (δj` + εj`nδθn)Tk` = Tij ,

(εj`mTi` + εikmTkj) δθm = 0.

Como as rotações {δθm} são arbitrárias, então

εjm`Ti` + εimkTkj = 0.

Multiplicando ambos os lados por εjmr e somando sobre j e m, obtém-se

2Tij + Tji = Tkkδij .

Permutando os índices livres i↔ j e subtraindo ambas as expressões, conclui-se que

Tij = Tji.

Ou seja, um tensor isotrópico é também simétrico. Retornando então à expressão anterior,
obtém-se que

Tij =
1

3
Tkkδij .

Ou seja, a forma mais geral para um tensor isotrópico de posto dois é

Tij = λδij ,

sendo λ = Tr (T) /3 uma constante.
Considerando agora tensores de posto três, parte-se novamente de

T ′ijk = Li`LjmLknT`mn = Tijk.

Inserindo novamente (6.18), obtém-se em ordem mais baixa nas rotações,

εmisTsjk + εmjsTisk + εmksTijs = 0. (6.19)

Multiplicando a equação acima sucessivamente por εmir, εmjr e εmkr e somando,

2Tijk + Tjik + Tkji = δijTssk + δikTsjs

2Tijk + Tjik + Tikj = δjiTssk + δjkTiss

2Tijk + Tkji + Tikj = δkiTsjs + δkjTiss.

Multiplicando agora as equações acima respectivamente por δjk, δik e δij e somando, obtém-se

2Tiss + Tsis + Tssi = Tssi + Tsis

2Tsis + Tiss + Tssi = Tssi + Tiss

2Tssi + Tiss + Tsis = Tsis + Tiss

=⇒
Tiss = 0

Tsis = 0

Tssi = 0.

Portanto, retornando ao sistema acima, conclui-se que

2Tijk + Tjik + Tkji = 0

2Tijk + Tjik + Tikj = 0

2Tijk + Tkji + Tikj = 0.

O que implica em que as soluções deste sistema devem satisfazer as relações

Tjik + Tkji = Tjik + Tikj=⇒Tkji = Tikj
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Tjik + Tkji = Tkji + Tikj=⇒Tjik = Tikj

Tjik + Tikj = Tkji + Tikj=⇒Tjik= Tkji,

ou seja,

Tikj = Tjik = Tkji = −Tijk.

Neste ponto, conclui-se que Tijk é antissimétrico ante uma permutação ímpar dos índices. Em
consequência, será simétrico frente a uma permutação par de índices, pois

Tijk = −Tjik = Tjki ou Tijk = −Tkji = Tkij ou . . . .

Retornando a (6.19), multiplica-se agora por δmi e, somando, obtém-se

εijsTisk + εiksTijs = 0.

Como j e k são parâmetros livres, no primeiro termo somente são não nulos os termos onde i 6= s,
i 6= j e s 6= j, restando somente 2 termos. No segundo, somente são não nulos aqueles onde i 6= s,
i 6= k e s 6= k, restando também 2 termos. Pode-se escrever então, sem somas implícitas,

εijsTiks − εiksTijs = 0.

Se k = j, a igualdade é trivialmente satisfeita. Por outro lado, se k 6= j, considerando os símbolos
de Levi-Civita, ou i 6= j 6= s, em cuja situação k deve ser necessariamente igual a i ou s e o
segundo termo é nulo, ou i 6= k 6= s, e então j deve ser igual a i ou s, quando então o primeiro
termo é nulo. Considerando todas as possibilidade, conclui-se então que

Tiij = Tiji = Tjii = 0,

ou seja, quando 2 índices são iguais, o componente do tensor é nulo.
Portanto, o tensor isotrópico T possui as mesmas propriedades do símbolo de Levi-Civita.

Conclui-se então que a forma geral de um tensor de posto 3 isotrópico deve ser dada por

Tijk = µεijk,

onde µ é uma constante.
Finalmente, a forma geral de um tensor isotrópico de posto quatro é,

Tijk` = αδijδk` + βδikδj` + γδi`δjk,

sendo α, β e γ constantes, forma esta apresentada sem demonstração.

6.6 ROTAÇÕES IMPRÓPRIAS, PSEUDOTENSORES E TEN-
SORES DUAIS

Até este ponto, considerou-se sempre transformações próprias, no sentido atribuído pela ex-
pressão (6.9c), isto é, as transformações são tais que det (L) = +1. Na maior parte dos casos
considerados, assumiu-se explicitamente que a transformação em questão era uma rotação pas-
siva própria.

Contudo, outras transformações de interesse para a física existem. Dentre essas, uma de
particular importância são as rotações impróprias, para as quais det (L) = −1. Esta e outros tipos
de transformações impróprias são importantes para determinar a quiralidade de um determi-
nado referencial, ou seja, se este é invariante ou não frente a uma reflexão planar (ou se este é
idêntico ou não à sua imagem especular, ver seção 6.2.2).

Esta seção irá discutir aspectos relacionados com a transformação de tensores quando a lei
de transformação abrange tanto transformações próprias quanto impróprias.
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6.6.1 ROTAÇÕES IMPRÓPRIAS E PSEUDOTENSORES

Uma rotação imprópria de um sistema de coordenadas pode ser executada através da com-
posição de duas transformações: uma transformação de paridade ou inversão espacial, para a
qual {xi} → {x′i} : x′i = −xi (i = 1, 2, 3), cuja matriz de transformação P é dada simplesmente por

Pij = −δij ,

seguida por uma rotação própria, executada pela matriz de rotação L(p). Pode-se então construir
a matriz de rotação imprópria L(i) pela composição

L
(i)
ij = L

(p)
ik Pkj ,

onde se verifica facilmente que det
(
L(i)
)

= det (P) = −1.
Conforme já foi introduzido na seção 6.2.2, um objeto de ordem zero é classificado como um

escalar ou pseudoescalar se este é, respectivamente, invariante ou muda de sinal frente a uma
transformação imprópria. Objetos físicos classificados como escalares consistem usualmente
nas propriedades intrínsecas da matéria tais como massa de repouso e carga elétrica, as quais
são assumidas invariantes frente a transformações arbitrárias por princípios que devem ser con-
tinuamente corroborados experimentalmente, sob as mais diversas condições. Adicionalmente,
outras quantidades físicas escalares, tais como trabalho mecânico e potencial elétrico, são obti-
das via produtos internos entre vetores. Por sua vez, objetos classificados como pseudoescalares
são usualmente construídos através de produtos internos entre vetores e pseudovetores; estes
objetos serão mencionados novamente a seguir.

Prosseguindo, um objeto de primeira ordem será denominado vetor polar ou, simplesmente,
vetor se satisfizer as leis de transformação (6.12), quer ela seja própria ou imprópria. Já um
vetor axial, que é na maior parte dos textos denominado também como pseudovetor, pode ser
definido então como uma tripla ordenada B = (B1,B2, B3) que obedece as leis de transformação

B′i = det (L)LijBj , Bi = det (L)LjiB
′
j , (6.20)

onde det (L) 6= +1. Para transformações ortogonais, det (L) = −1.
A figura 6.5 ilustra uma transformação de paridade (P : Pij = −δij) ou inversão espacial (pas-

siva) aplicada a um referencial dextrógiro R. O primeiro aspecto digno de nota é que a trans-
formação P altera a quiralidade do referencial empregado, isto é, o referencial R dextrógiro
transformou-se no referencial R′ levógiro. Esta alteração de quiralidade não pode ser realizada
por nenhuma composição de rotações próprias.
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x
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ê
2́

ê
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P

Figura 6.5: Um sistema dextrógiro de coordenadas (R) é transformado em um sistema levórigo (R′) através de
uma transformação de paridade P. Observa-se também os comportamentos de um vetor (r) e de um pseudovetor
(B) frente a esta transformação.

Um vetor polar, tal como o vetor r representado na figura 6.5 tem seus componentes trans-
formados de acordo com (6.12); simultaneamente, os vetores de base { êi} também são transfor-
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mados, de acordo com (6.7c), como ê′i = Pij êj. Portanto,

r
P−→ r′ :

{
xi → x′i = Pijxj = −xi
êi → ê′i = Pij êj = − êi,

mas r′ = x′i ê
′
i = PijPikxj êk = xj êj = r,

uma vez que a transformação P é ortogonal. Ou seja, um vetor polar é um objeto geométrico
cujas características (módulo, direção e sentido) não são alteradas alteradas por uma transfor-
mação (própria ou imprópria).

Por outro lado, um vetor axial transforma-se de acordo com a lei (6.20), sendo o vetor axial
B representado na figura 6.5 um exemplo. Frente a uma inversão espacial, este se transforma
como

B
P−→ B′ : Bi → B′i = −PijBj = Bi, mas B′ = B′i ê

′
i = −PijPikBj êk = −B.

Ou seja, uma transformação de paridade inverte o sentido de um vetor axial, embora ele se
comporte como um vetor frente a transformações próprias. Diz-se então que os componentes
desta terna ordenada compõe um pseudovetor ou um pseudotensor Cartesiano de posto um.

Estendendo então o conceito de um pseudotensor a objetos de ordens mais altas, a defi-
nição de um tensor Cartesiano de ordem N é mantida como aquele objeto cujos componentes
transformam-se de acordo com a lei (6.14) frente a qualquer transformação (própria ou impró-
pria). Por sua vez, um pseudotensor de posto N é agora definido como aquele objeto cujos
componentes transformam-se de acordo com a lei de transformação

T ′ij···n = det (L)LipLjq . . . LnrTpq···r (6.21a)

Tij···n = det (L)LpiLqj . . . LrnT
′
pq···r. (6.21b)

Ou seja, comporta-se como um tensor somente frente a transformações próprias.

Exemplo 6.3 (Símbolo de Levi-Civita). No exercício 6.4, mostrou-se que frente a uma transfor-
mação L qualquer, o símbolo de Levi-Civita transforma-se como ε′ijk = det (L) εijk. Para transfor-
mações próprias, como foi assumido no exemplo, este se comporta como um tensor. Entretanto,
para uma transformação imprópria L(i),

{εijk}
L(i)−−→

{
ε′ijk
}
/ε′ijk = det

(
L(i)
)
εijk = −εijk.

Portanto, a lei de transformação apropriada para o símbolo de Levi-Civita é a relação (6.21),

ε′ijk = det (L)Li`LjmLknε`mn,

sendo assim identificado como um pseudotensor de posto três.

Existem vários exemplos de vetores axiais na física. Em particular, vetores obtidos a partir
de produtos vetoriais ou rotacionais de vetores polares são os mais comuns. Assim, se a e b são
ambos polares, então o vetor c = a× b é axial, uma vez que este se comporta, frente a L(i) como

c
L(i)−−→ c′ = a′ × b′ =⇒ c′i = ε′ijka

′
jb
′
k = det

(
L(i)
)
L

(i)
i` L

(i)
jmL

(i)
jq L

(i)
knL

(i)
kr ε`mnaqbr

= det
(

L(i)
)
L

(i)
i` ε`mnambn,

c′i = det
(

L(i)
)
L

(i)
i` c`,

obedecendo a (6.20). A tabela 6.1 mostra exemplos de vetores axiais na mecânica clássica e no
eletromagnetismo.

Em termos das operações algébricas definidas na seção 6.4, a possibilidade de ocorrência
de operações mistas envolvendo tensores e pseudotensores merecem alguma consideração. Em
primeiro lugar, a operação de adição não faz sentido neste caso. Assumindo que a é um vetor
polar e c um vetor axial, então um possível objeto b decorrente da operação b = a + c seria
transformado, de acordo com (6.12a) e (6.20) como

b
L−→ b′ = a′ + c′ =⇒ b′i = a′i + c′i = Lijaj + det (L)Lijcj = Lij [aj + det (L) cj ] ,

o que não satisfaz nenhuma das leis de transformação. Em particular, para transformações
impróprias,

∣∣b′∣∣ = |a− c|!
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Já o produto externo envolvendo tensores e pseudotensores pode resultar em objetos de
ordens mais altas de diferentes naturezas. Na construção do objeto Z realizada por

Z = A⊗B ⊗ · · · ⊗Y ,

se houver N pseudotensores-pais, a lei de transformação de Z será

Z ′i···k = [det (L)]
N
Liq . . . LkrZq···r,

ou seja, Z será um tensor se N for par ou um pseudotensor se N for ímpar.
Observa-se que a mesma propriedade é válida para o caso do produto interno entre tensores

e/ou pseudotensores. De particular importância para a teoria da interação eletrofraca, a heli-
cidade de uma partícula é determinada pelo produto interno h = p · S, sendo p o momentum
linear transportado pela mesma e S o seu spin. Como o momentum linear é um vetor polar e o
spin é um vetor axial, a quantidade h é um pseudotensor de posto zero ou um pseudoescalar.
Se a helicidade da partícula é positiva, então seu spin tem orientação dextrógira. Se h < 0, a
partícula tem spin com orientação levógira. Uma transformação de paridade inverte os sinais de
h.

Inversões espaciais, como exemplo de transformações impróprias, não são a única possibili-
dade coletivamente denominada de transformações de paridade. Comportamentos semelhantes
são obtidos por operações de reflexão no plano, representadas na figura 6.6. Uma reflexão sobre
o plano x1 − x3 é realizada por intermédio da matriz de transformação

P(r) =

1 0 0
0−1 0
0 0 1

 .

Neste caso, um vetor polar como a polarização elétrica P transforma-se, de acordo com (6.12a),
como

P
P(r)−−→ P ′ = (P1,−P2, P3) ,

ou seja, somente a componente P2 muda de sinal, o que corresponde à imagem especular de P
sobre um espelho colocado no plano x1 − x3. Esta operação está representada na figura 6.6a.

Já um vetor axial, como a indução magnética B, por exemplo, transforma-se, de acordo com
(6.20), como

B
P(r)−−→ B′ = (−B1, B2,−B3) ,

x1

x2

x3

(a)

x1x1 x1

x3

ê1

ê3

x2́ ê2́
x2

x3

ê1

ê2

ê3

(b)

B´

J´ J

B

x1 x1

Figura 6.6: Reflexão sobre o plano x1 − x3. (a) O vetor polarização elétrica P (polar) transforma-se em P ′, o
qual é sua imagem especular. (b) O vetor indução magnética B (axial), frente a uma reflexão espacial, resulta
com a sua imagem especular invertida.
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298 6.6. Rotações impróprias, pseudotensores e tensores duais

o que corresponde a uma reflexão especular seguida por uma inversão de sentido. Esta operação
está ilustrada na figura 6.6b. Nesta, uma espira circular que conduz uma corrente elétrica com
densidade J , gerando assim o campo B de acordo com a lei de Biot-Savart, também é refletida
sobre o plano x1 − x3. Como posição e J são polares, os vetores transformados são as imagens
especulares destes. Porém, o campo B sofre adicionalmente uma inversão, resultando em uma
componente B2 inalterada.

A análise do comportamento das leis físicas frente a transformações de paridade é um tópico
importante na atualidade. Dentre as quatro interações fundamentais, as equações da gravi-
tação, do eletromagnetismo e das interações fortes são invariantes frente a transformações de
paridade.

Por exemplo, a imagem especular do campo B gerado pela corrente J na espira, ilustrada na
figura 6.6b, está orientada de tal forma que as leis de Biot-Savart e Faraday permanecem válidas
em um mundo virtual que seria a reflexão especular do mundo real. A operação de reflexão,
ditada por P(r), transforma-se em uma inversão espacial completa, ditada por P, se a imagem
especular for girada ativamente em 180◦ em torno do eixo x2 (figura 6.5). Neste caso, a imagem
refletida seria indistinguível do sistema físico real. Portanto, para uma interação invariante
com a transformação de paridade, o mundo virtual é indistinguível do mundo real, o que está
em acordo com a suposição de que leis físicas devem ser invariantes frente a transformações
realizadas sobre o referencial utilizado.

Figura 6.7: Violação de paridade
no decaimento β de núcleos de
cobalto-60.

Já a interação fraca apresenta uma quebra de simetria no de-
caimento β. Dentre os léptons sujeitos à interação fraca, somente
partículas cujos spins estao no sentido levógiro e anti-partículas
com spins no sentido dextrógiro interagem através da força fraca.
A combinação inversa é proibida pelo modelo padrão, violando a
paridade da interação.

Esta quebra de paridade, denominada violação CP, foi suge-
rida por T. D. Lee e C. N. Yang em 1956 e verificada no ano
seguinte por dois experimentos independentes. O primeiro ex-
perimento consistiu na observação de elétrons emitidos pelo de-
caimento β de núcleos de cobalto, conforme está representado
na figura 6.7. A baixas temperaturas, a maior parte dos núcleos
podem ser mantidos com seus spins alinhados com um campo
magnético externo. O elipsóide da esquerda na figura ilustra um
grande número de núcleos de 60

27Co, os quais decaem de acordo
com a fórmula

60
27Co −→ 60

28Ni + e− + ν̄e + γ.

A seta vermelha indica o sentido de giro dos núcleos, o que sig-
nifica que estes têm seu spin no sentido dextrógiro. Já a imagem
da direita representa a imagem especular e, portanto, o sentido

do spin nuclear SN é invertido por ser um vetor axial. No experimento, os elétrons emitidos por
decaimento β com momentum linear pe mostraram uma correlação notável com o pseudoescalar
hNe = SN · pe, sendo emitidos preferencialmente na direção e sentido determinados por hNe < 0.
De acordo com a teoria eletrofraca, os elétrons emitidos são levógiros (he < 0) e os anti-neutrinos
do elétron (ν̄e) são dextrógiros (hν̄ > 0).

Na imagem especular à direita na figura 6.7, o spin nuclear SN resulta invertido, mas pe não
o é, resultando em uma inversão de sinal dos pseudoescalares hNe, he e hν̄ . A inversão espacial
torna-se completa se o espelho for girado em 180◦, quando então o spin nuclear volta a sua
orientação original, mas os elétrons seriam observados sendo emitidos preferencialmente para
cima.

Em outras palavras, a imagem no mundo virtual é distinguível do sistema físico real, ao
contrário do que ocorre com as outras interações fundamentais. A dependência da força fraca
com o pseudoescalar hNe cria uma violação do princípio de invariância na transformação de
paridade que não é observada nas outras interações fundamentais. Adicionalmente, a helicidade
dos léptons envolvidos no decaimento β também seria invertida em comparação com o mundo
real, o que ressalta ainda mais a violação de paridade nesta interação fundamental.

O outro experimento foi realizado em um anel de cíclotron e investigou a helicidade dos
léptons emitidos nos decaimentos

π+ −→ µ+ + νµ
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Figura 6.8: Inversão espacial ativa realizada sobre um sistema físico. Vetores polares são invertidos, mas vetores
axiais permanecem invariantes.

µ+ −→ e+ + νe + ν̄µ.

Este experimento verificou a polarização sugerida por Lee & Yang, segundo a qual as partículas
são emitidas no sentido levógiro enquanto que as anti-partículas são dextrógiras. Esta prefe-
rência na helicidade das partículas e anti-partículas que interagem via força fraca evidenciam a
quebra de paridade na interação.15

A descrição aqui apresentada para a violação CP é apenas qualitativa. Uma descrição mais
detalhada, envolvendo o formalismo da teoria quântica de campos, é fornecida, por exemplo, no
capítulo 3 de (SILVEIRA, 2019).

Uma observação importante deve ser feita agora relativa à realidade física dos pseudotenso-
res. Alguns textos argumentam que objetos geométricos tais como vetores e tensores somente
podem ser atribuídos a quantidades que possuem realidade física se não forem alterados por
transformações arbitrárias no sistema de coordenadas. Neste caso, pseudovetores e pseudoten-
sores deveriam ser considerados meramente objetos matemáticos abstratos que não poderiam
descrever quantidades tais como momentum angular e indução magnética.

A solução para este aparente dilema é encontrada se as transformações de paridade não
forem realizadas de forma passiva, como foi assumido até este momento, mas sim de forma
ativa, isto é, o sistema físico é fisicamente rotado em torno da origem do referencial por 180◦, de
tal forma que

r
P (ativa)−−−−−→ r′ = −r.

A figura 6.8 ilustra uma inversão espacial ativa em torno da origem. Neste caso, o sistema de
coordenadas permanece sempre dextrógiro, mas as quantidades vetoriais são transformadas de
acordo com sua paridade frente a esta inversão ativa. Qualquer rotação passiva posteriormente
aplicada após a inversão será sempre própria, e assim a quiralidade do referencial não é alterada
e, portanto, todas os objetos geométricos são tensores que satisfazem as leis de transformação
(6.14).

Realizando esta inversão ativa, os vetores podem então ser classificados como vetores polares,
os quais são ímpares frente à inversão, tais como os vetores r e p na figura 6.8 e vetores axiais,
os quais são pares frente à inversão, tais como os vetores L = r × p e S (spin). Agora, porém,
ambos os tipos de vetores podem ser classificados como tensores de posto um, uma vez que todas
as transformações doravante aplicadas ao sistema de coordenadas serão próprias.

Contudo, é importante mencionar também que pseudoescalares ainda são necessários para
teorias físicas que prevêem quebra de paridade, tal como a teoria eletrofraca. Na interpretação de
que transformações de paridade devem ser ativas, estes pseudoescalares continuam existindo.
Um exemplo é fornecido pelos vetores p e S na figura 6.8, onde se verifica que a helicidade
h = p · S continua mudando de sinal, mesmo frente a uma transformação de paridade ativa.

15A violação da simetria quiral possui uma importância vital na bioquímica e na genética. Uma discussão atual a
respeito deste assunto pode ser encontrada no doi: 10.1103/RevModPhys.85.603.
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Pode-se verificar também que o produto externo misto entre vetores polares e axiais continua
gerando tensores de postos mais altos, mas o produto interno entre dois tensores criados desta
maneira pode resultar em um pseudotensor.

6.6.2 TENSORES DUAIS

Independente da polêmica com relação a pseudotensores, estes têm sido empregados em
diversas teorias físicas, mesmo em teorias invariantes frente a transformações de paridade.

Um tipo de pseudotensor com frequência empregado é o tensor dual. Na sua definição,
usualmente faz-se uso do símbolo de Levi-Civita. Realizando produtos internos deste com um
tensor totalmente antissimétrico conhecido, pode-se criar um tensor dual de posto igual ou
inferior, dependendo da necessidade.

Um exemplo pode ser dado tomando o tensor A, totalmente antissimétrico, isto é, Aij = −Aji,
o que implica que Tr (A) = 0. Com εijk, pode-se definir então o pseudovetor p, cujos componentes
são

pi =
1

2
εijkAjk. (6.22a)

Ou, reciprocamente, multiplicando a expressão acima por εijk e contraíndo os índices, obtém-se

εijkpi =
1

2
εijkεi`mA`m =

1

2
(Ajk −Akj) =⇒ Aij = εijkpk. (6.22b)

Pode-se criar também um pseudoescalar s a partir agora de um tensor C de posto 3 totalmente
antissimétrico,

s =
1

3!
εijkCijk.

Então, multiplicando ambos os lados por εijk e usando (6.3), resulta

εijks =
1

3!
εijkε`mnC`mn =⇒ Cijk = sεijk.

Tensores duais são empregados, por exemplo, na formulação covariante do eletromagne-
tismo, onde o dual do tensor de campo é empregado para expressar a forma covariante das
equações homogêneas de Maxwell. Para tanto, faz-se uso de um pseudotensor de posto quatro,
o qual é a extensão do símbolo de Levi-Civita para um espaço vetorial de dimensão quatro.

6.6.3 TENSORES IRREDUTÍVEIS

Um uso para tensores duais está na representação de um tensor qualquer em formas irre-
dutíveis. Para exemplificar, emprega-se um tensor de posto dois qualquer T . Da seção 6.4.2,
sabe-se que é possível representar todos os seus componentes em partes simétrica

(
T S
ij

)
e antis-

simétrica
(
TA
ij

)
. Para a parte antissimétrica, cria-se o pseudovetor u de acordo com (6.22),

ui =
1

2
εijkT

A
ij =

1

4
εijk (Tij − Tji)⇐⇒ TA

ij = εijkuk.

Já da parte simétrica, substrai-se o traço da matriz T, definindo então o tensor

Sij = T S
ij −

1

3
Tr (T) δij =

1

2
(Tij + Tji)−

1

3
Tr (T) δij .

Portanto, o tensor T pode agora ser representado pelas suas partes irredutíveis,

Tij =
1

3
Tr (T) δij + εijkuk + Sij ,

as quais são compostas por tensores de posto zero, um e dois.
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6.7 TENSORES GENERALIZADOS

As seções anteriores restringiram-se ao estudo de tensores descritos em termos de coorde-
nadas Cartesianas e os tipos de transformação passiva aplicados a este sistema aos quais foi
dedicada a maior atenção foram as rotações rígidas dos eixos coordenados e as transformações
de paridade.

A partir desta seção, os conceitos e propriedades considerados anteriormente serão generali-
zados para transformações arbitrárias aplicadas sobre um sistema de coordenadas geral e que
levam a outro sistema. Antes de se abordar tensores propriamente ditos, será realizada uma
revisão e adaptação das propriedades matemáticas de sistemas de coordenadas curvilíneas, dis-
cutidas no capítulo 1. Posteriormente, essas propriedades serão generalizadas e aplicadas a
tensores de postos arbitrários.

6.7.1 COORDENADAS CURVILÍNEAS GENERALIZADAS

Fazendo referência novamente à figura 1.2, a posição de um ponto P arbitrário no espaço
E

3 pode ser expressa em termos de uma terna ordenada de números (q1, q2, q3), as quais são as
coordenadas deste ponto dentro do sistema de coordenadas curvilíneas adotado.

Qualquer vetor neste espaço, sendo o vetor posição r um caso particular, pode ser expresso
em termos de uma combinação linear de duas bases apresentadas na seção 1.1, as bases {ei} e
{εi}, dadas por

ei =
∂r

∂qi
e εi =∇qi,

sendo i = 1, 2, 3. Em geral estes vetores não formam bases ortonormais. Por outro lado, ambos
os conjuntos sempre formam duas bases recíprocas no E3, isto é,

ei · εj = δij .

Dentro do contexto de tensores generalizados, uma das modificações necessárias está na
posição dos índices, tanto livres quanto mudos, que identificam os componentes dos mesmos.
Devido a esta modificação, a base {εi} será doravante identificada por

{
ei
}
, com a equivalência

{ε1, ε2, ε3} ↔
{
e1, e2, e3

}
.

Adicionalmente, a convenção de somas implícitas introduzida na seção 6.1.1 será modificada.
Doravante, qualquer índice minúsculo que apareça exatamente duas vezes em qualquer com-
ponente ou expressão, uma vez como subscrito e uma vez como superescrito, será somado sobre
todos os valores que um índice naquela posição pode assumir, exceto quando for realizada uma
observação explícita ao contrário.

Com esta nova convenção de posicionamento dos índices, a relação de reciprocidade entre as
bases possíveis para um dado sistema de coordenadas curvilíneas passa a ser escrita como

ei · ej = δji , (6.23)

sendo δji o mesmo tensor delta de Kronecker discutido em detalhes na seção 6.1.2.
Pela mesma razão, as coordenadas curvilíneas do ponto P serão também doravante identifi-

cadas por índices superescritos P =
(
q1, q2, q3

)
, de tal forma que as bases passam a ser obtidas

pelas expressões

ei =
∂r

∂qi
e ei =∇qi. (6.24)

Nestas expressões nota-se que a derivação em relação a uma coordenada cujo índice está na
posição superior resulta em um objeto com o mesmo índice na posição inferior.

Posteriormente, será demonstrado que o operador derivação em relação a coordenada contra-
variante qi

(
∂/∂qi

)
comporta-se, frente a uma transformação qualquer, como o i-ésimo compo-

nente de um vetor covariante. Em muitos textos, costuma-se escrever, de forma resumida,

∂i ≡
∂

∂qi
.

De forma equivalente,

∂i ≡ ∂

∂qi
,
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o qual se comporta como a i-ésima coordenada de um vetor contravariante.
Dadas bases (6.24), um vetor a ∈ E3 qualquer será escrito em termos de combinações lineares

das mesmas de duas formas equivalentes,

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 = aiei

a = a1e
1 + a2e

2 + a3e
3 = aie

i.

Da mesma forma como foi mencionado para a expressão (1.9), os números no conjunto
{
ai
}

são denominados as componentes contravariantes do vetor a, ao passo que {ai} contém as
componentes covariantes do mesmo. A posição dos índices distingue os dois tipos de compo-
nentes entre si. Por conseguinte, os vetores {ei} formam uma base covariante no E3, ao passo
que

{
ei
}

formam uma base contravariante no mesmo espaço vetorial. Obviamente, os diferentes
componentes do vetor a são dados por

ai = a · ei e ai = a · ei.

A distinção entre coordenadas covariantes e contravariantes não foi realizada para tensores
Cartesianos porque neste sistema ambas as bases são idênticas. Contudo, em sistemas genera-
lizados isto não é necessariamente verdade.

A partir deste momento, a designação de tensores também deverá ser alterada, em função
das distintas posições que seus índices podem adotar. Uma definição formal de um tensor de
posto arbitrário será realizada posteriormente. Neste momento, será empregado somente um
tensor de posto dois, para exemplificar a identificação. Um tensor T de posto dois pode ser
escrito e/ou construído de diferentes maneiras. Se for empregado o produto externo de dois
vetores a e b, escritos em termos de uma ou ambas as bases em (6.24), as possibilidades são:

1. Sendo a = aiei e b = biei, então T = a ⊗ b = aibjei ⊗ ej, de onde se identifica T ij = aibj, os
quais são os componentes contravariantes do tensor T .

2. Sendo a = aiei e b = bie
i, então T = a ⊗ b = aibjei ⊗ ej, identificando T ij = aibj como os

componentes mistos do tensor T . Outra possibilidade é T = T j
i e

i ⊗ ej.

3. Sendo a = aie
i e b = bie

i, então T = aibje
i⊗ej, identificando Tij = aibj como os componentes

covariantes do tensor T .

É importante ressaltar que
{
T ij
}
,
{
T ij
}

ou {Tij} formam três conjuntos distintos de componentes
do mesmo tensor T , porém correspondentes a diferentes construções dos vetores de base do
sistema de coordenadas.

As expressões acima envolvendo o produto escalar entre dois vetores merece uma maior aten-
ção neste momento. Na notação tensorial covariante empregada nesta seção, uma contração de
índices (ou seja, a soma implícita dos mesmos) somente será realizada se um estiver na posição
contravariante e o outro na posição covariante. De acordo com esta convenção, o produto esca-
lar entre os vetores a e b somente pode ser escrito na forma usual, ou seja, em termos da soma
dos produtos das respectivas coordenadas dos mesmos, da seguinte maneira,

a · b = aib
i ou a · b = aibi. (6.25a)

Este resultado está garantido graças à condição de reciprocidade (6.23), pois com esta pode-se
escrever

a · b =
(
aie

i
)
·
(
bjej

)
= aib

jei · ej = aib
jδij = aib

i, (6.25b)

ou vice-versa. Esta discussão terá prosseguimento na próxima seção, quando for discutida a
operação de elevação ou rebaixamento de índices.

6.7.2 O ESPAÇO DE RIEMANN E O TENSOR DE MÉTRICA

Conforme já foi discutido na seção 1.1, a métrica de qualquer espaço Riemanniano é com-
pletamente determinada pelo tensor de métrica g, o qual é um tensor de posto dois. Antes de se
prosseguir com a apresentação das propriedades do tensor de métrica, é conveniente definir de
forma mais rigorosa o espaço de Riemann ou o espaço Riemanniano.

O espaço (métrico) de Riemann é a generalização do espaço métrico Euclideano En definido
no exemplo 4.2. Esta generalização é realizada tanto na dimensão arbritrária do espaço quanto
na definição de sua métrica, a qual passa a descrever tanto espaços planos, como o Euclideano,
como espaços curvos, importantes para as teorias modernas em física e matemática.
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Definição 6.9 (Espaço métrico de Riemann). Seja

Rn ≡ R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
n vezes

=
{(
q1, . . . , qn

)
| qj ∈ R, j = 1, . . . n

}
o conjunto de todas as n-uplas ordenadas obtidas a partir do produto Cartesiano do corpo dos
números reais e com valores determinados por um sistema de coordenadas X. Seja d` um
elemento de arco medido em X e cujo valor é determinado pela métrica Riemanniana

d`2 = gijdq
idqj , (6.26)

onde g = [gij ] é o tensor de métrica que satisfaz as condições:

(ER1) As componentes gij
(
q1, . . . , qn

)
do tensor de métrica pertencem à classe C2 (Rn).

(ER2) O tensor g = [gij ] é simétrico, i. e., gij = gji.

(ER3) O tensor g = [gij ] é não singular, i. e., det [gij ] 6= 0.

(ER4) A forma diferencial (6.26) é invariante frente a uma troca arbitrária de coordenadas.

Então, estrutura Rn
.
= 〈Rn, g〉 forma o Espaço Riemanniano de dimensão n.

Rigorosamente, as condições (ER1)−(ER4) impostas ao tensor de métrica definem um espaço
pseudo-Riemanniano, pois o elemento d`2 obtido por (6.26) não é positivo-definido. Para se definir
um espaço Riemanniano, a condição (ER3) deve ser substituída pela condição mais restritiva(
ER′3

)
O tensor g = [gij ] é positivo-definido, isto é, gijvivj > 0 para todo vetor v =

(
v1, . . . , vn

)
∈ Rn

não nulo.

A distinção entre um espaço Riemanniano e um espaço pseudo-Riemanniano não afeta a dis-
cussão realizada nesta e nas próximas seções. Um exemplo importante de um espaço pseudo-
Riemanniano é o espaço-tempo de Mikowski, o qual será discutido nas seções 6.15.1 e 6.15.2.

As componentes covariantes do tensor de métrica são obtidos a partir da base covariante {ei}
e são dados por (1.8),

gij = ei · ej , (6.27a)

o que mostra claramente que o tensor de métrica é simétrico.
Se o sistema de coordenadas é ortogonal, ei · ej = 0 para j 6= i. Neste caso, é conveniente

empregar mais uma vez os fatores de escala hi, definidos em (1.11), com os quais se pode
escrever a base ortonormal { êi} como êi = ei/hi, ressaltando que neste caso i é um índice livre.
Assim, o tensor de métrica fica escrito simplesmente como

gij = h2
i δij (i : índice livre) . (6.27b)

6.7.2.1 OPERAÇÃO DE ELEVAÇÃO OU REBAIXAMENTO DE ÍNDICE

O tensor de métrica possui uma outra função na álgebra tensorial covariante que é de ex-
trema importância. Ele possibilita alterar a posição (contra- ou covariante) de um determinado
índice (livre ou mudo).

Para se mostrar como esta operação ocorre, retoma-se a discussão do produto escalar entre
os vetores a e b realizada no final da seção anterior. Ressaltando que, como estes são tensores de
posto um, o objeto resultante de seu produto interno deve ser um escalar, que possui o mesmo
valor seja qual for a representação ou sistema de coordenadas adotado para os vetores. Por isto,
uma expressão alternativa às obtidas acima para o produto escalar é

a · b =
(
aiei

)
·
(
bjej

)
= aibjei · ej = gija

ibj ,

onde se nota o surgimento do tensor de métrica, devido a sua definição. Comparando com uma
das expressões (6.25), percebe-se que, necessariamente,

ai = gija
j .

Ou seja, uma componente covariante de a é obtida a partir de suas componentes contravari-
antes com o uso do tensor de métrica. Diz-se então que o índice foi rebaixado para a posição
covariante.
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Por outro lado, da mesma forma como a expressão (6.27) define o tensor de métrica co-
variante, pode-se também definir o mesmo tensor com seus componentes escritos na forma
contravariante através de

gij
.
= ei · ej . (6.28)

Ressalta-se que os componentes de gij são, em geral, distintos dos respectivos componentes de
gij.

Desta maneira, o produto escalar entre a e b também pode ser escrito como

a · b =
(
aie

i
)
·
(
bje

j
)

= gijaibj .

Nota-se agora que ai = gijaj, ou seja, foi realizada a elevação o índice para a posição contravari-
ante por intermédio também do tensor de métrica.

A capacidade do tensor de métrica de realizar a mudança na posição de um determinado
índice não se restringe aos componentes de tensores de posto um. Este pode ser empregado
também para mover o índice de um vetor de base. Ou seja, se ek · ej = δjk, multiplicando ambos
os lados por gji e realizando a soma implícita,

ek · ejgji = δjkgji = gki = ek · ei.

Portanto, observa-se que ei = gije
j, uma vez que o tensor de métrica é simétrico. A partir do

produto externo, verifica-se facilmente que o tensor de métrica pode realizar a mesma operação
em qualquer índice de um tensor de posto dois ou superior, ou seja,

T ij = T ikgkj ou T ij = T ikg
kj , etc.

Finalmente, a relação entre gij e gij também é facilmente derivada. Dado o i-ésimo compo-
nente do vetor a, pode-se escrever

ai = gijaj , mas, aj = gjka
k. Portanto, ai = gijgjka

k.

Este resultado implica em que
gikgkj = δij , (6.29)

ou seja, usando uma representação matricial para o tensor de métrica e denotando g = [gij ], a
sua inversa será g−1 =

[
gij
]
.

Finalmente, a forma mista (contra- e covariante) do tensor de métrica pode ser obtida di-
retamente do resultado anterior, empregando o mesmo para alterar a posição de um de seus
índices,

gij = gikgkj = δij . (6.30)

6.7.2.2 ELEMENTOS INFINITESIMAIS DE ARCO E VOLUME

Continuando com a discussão realizada na seção 1.1, se dr = dqiei é o vetor deslocamento
infinitesimal em um espaço Riemanniano escrito em termos da base {ei}, a norma ou o elemento
infinitesimal de arco deste espaço é dado pela métrica (6.26), isto é,

d`2 = dr · dr = gijdq
idqj .

Considera-se agora a base canônica. De acordo com o que foi demonstrado no exercicio 1.2,
para sistemas ortogonais resulta { x̂i} =

{
x̂i
}
. Além disso, como os fatores de escala são todos

unitários, resulta também que xi = xi. Assim, os vetores de base {ei} podem ser novamente
expressos, conforme as definições (6.24) e (1.7a), como

ei =
∂r

∂qi
=
∂xj

∂qi
x̂j =

∂xj
∂qi

x̂j ≡ Hj
i x̂j = Hji x̂

j , (6.31)

respectivamente, sendo agora

Hi
j =

∂xi

∂qj
e Hij =

∂xi
∂qj

,

onde H é a matriz de transformação do sistema Cartesiano ao curvilíneo, cujo determinante
corresponde ao Jacobiano da transformação. Portanto, o tensor de métrica pode ser escrito
também como

gij = ei · ej = Hk
iH`j x̂k · x̂` = Hk

iH`jδ
`
k = Hk

iHkj , (6.32)
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a qual é simplesmente a expressão (1.8) já obtida.
Por sua vez, o elemento de arco ao longo da i-ésima coordenada curvilínea é escrito como

d`i = dqiei, sendo que neste caso não se realiza a soma implícita. Portanto, o elemento de arco
na direção de qi pode ser escrito como d`i = dqiHj

i x̂j.
De acordo com a discussão realizada na página 9, o elemento de volume delimitado pelos

arcos {d`1, d`2, d`3}, independente destes serem ortogonais ou não, é sempre dado por

d3r = |d`1 · (d`2 × d`3)| = |e1 · (e2 × e3)| dq1dq2dq3.

Portanto,
d3r =

∣∣∣Hi
1H

j
2H

k
3 x̂i · ( x̂j × x̂k)

∣∣∣ dq1dq2dq3 =
∣∣∣εijkHi

1H
j
2H

k
3

∣∣∣ dq1dq2dq3.

É conveniente neste ponto introduzir alguns resultados oriundos da álgebra de matrizes.
Sendo A e B duas matrizes 3× 3 não singulares, e sendo B = A−1, recorda-se a expressão (6.15),
a qual fornece o determinante da matriz A. Esta expressão pode ser adaptada para a nota-
ção covariante empregada nesta seção de diversas maneiras, como apresentado a seguir, onde
também é apresentada uma expressão para os elementos da matriz B,

det (A) εijk = AimAjnAk`ε
mn` (6.33a)

det (A) εijk = AmiA
n
jA

`
kεmn` (6.33b)

2 det (A)Bij = εik`εjmnAmkAn`. (6.33c)

As operações de elevação ou rebaixamento de índices envolvidas nas expressões acima são
realizadas com o emprego do tensor de métrica e serão discutidas em breve. Desta forma, resulta

e1 · (e2 × e3) = det (H)

e o elemento de volume fica escrito

d3r = |det (H)| dq1dq2dq3 = |J | dq1dq2dq3,

lembrando que

J ≡ det (H) =
∂
(
x1, x1, x3

)
∂ (q1, q2, q3)

é o Jacobiano da transformação do sistema Cartesiano ao curvilíneo. Esta é novamente a ex-
pressão para o elemento de volume já obtida em (1.21b).

Agora, o determinante do tensor de métrica também pode ser calculado com as expressões
acima. Usando então a expressão (6.32) para o mesmo,

det (g) = εijkg1ig2jg3k = εijkH`iHmjHnkH
`
1H

m
2H

n
3 = det (H) ε`mnH

`
1H

m
2H

n
3 = [det (H)]

2
.

Ou seja,
e1 · (e2 × e3) =

√
det g

e o elemento de volume pode ser escrito na forma generalizada como

d3r =
√

det gdq1dq2dq3,

o qual é um resultado importante, válido também para sistemas de coordenadas não ortogonais.
Algumas relações adicionais envolvendo as bases e o tensor de métrica são úteis para aplica-

ções posteriores. Em primeiro lugar, o produto triplo entre os vetores da base covariante pode
ser escrito de uma forma geral como

ei · (ej × ek) =
√
gεijk, (6.34)

o que pode ser facilmente verificado. No resultado acima, definiu-se g ≡ det (g) para simplificar
a notação.

Deseja-se agora escrever os vetores de uma base como combinações lineares de vetores da
base recíproca. Isto é realizado através da operação de elevação ou rebaixamento de índices
executada pelo tensor de métrica, isto é,

ei = gijej e ei = gije
j .
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Porém, empregando (6.33c) e (6.29), pode-se escrever 2ggij = εik`εjmngmkgn`. Portanto, para ei,

ei =
1

2g
εik`εjmngkmg`nej .

Empregando novamente as relações (6.31) e (6.32), resulta então

ei =
1

2g
εik`εjmnHq

kH
r
`HqmHrnHpj x̂

p =
1

2
√
g
εik`εqrpH

q
kH

r
` x̂

p,

onde foi usado também (6.33a). Comparando este resultado com o produto

ei × ej = Hk
iH

`
j x̂k × x̂` = εk`rH

k
iH

`
j x̂

r,

conclui-se que

ei =
1

2
√
g
εik` (ek × e`) . (6.35a)

Uma outra expressão útil pode ser agora obtida a partir deste resultado,

ei × ej =
1

4g
εik`εjmn (ek × e`)× (em × en) .

Como (a× b)× (c× d) = d· (a× b) c− c· (a× b)d, o produto triplo (6.34) mostra que

ei × ej =
1

2g
εik`εjmn [en · (ek × e`)] em =

1
√
g
εijkek, (6.35b)

ei =

√
g

2
εijke

j × ek. (6.35c)

Finalmente, se o sistema de coordenadas for ortogonal, então de (6.27b) e de (6.29) pode-se
deduzir a forma para os componentes contravariantes do tensor de métrica. Se j 6= i, resulta

gikg
kj = 0 =⇒ h2

i g
ij = 0 =⇒ gij = 0, (j 6= i) .

Por outro lado, se j = i, então
gikg

ki = 1 =⇒ gii = 1/h2
i .

Portanto,

gij =
δij

h2
i

para um sistema ortogonal.
Da mesma forma,

g = h2
1h

2
2h

2
3 =⇒ d3r = h1h2h3dq

1dq2dq3.

6.8 TRANSFORMAÇÕES GENERALIZADAS DE COORDE-
NADAS E TENSORES GENERALIZADOS

A discussão realizada no capítulo 1 e na seção 6.7 restringiu-se a transformações realizadas
do sistema Cartesiano para um sistema curvilíneo. Nesta seção esta discussão será generalizada
para incluir uma transformação realizada entre dois sistemas de coordenadas quaisquer no Rn.

Parte-se então de um sistema de coordenadas no Rn previamente estabelecido, de tal forma
que um ponto P neste espaço é localizado pela n-upla P =

(
q1, . . . , qn

)
. Generalizando as de-

finições realizadas no capítulo 1 e na seção anterior, o ponto P consiste na intersecção de n
hipersuperfícies coordenadas no Rn, sendo cada uma destas um subespaço de n − 1 dimensões
no Rn determinado pela equação qi = ci (i = 1, . . . , n), sendo ci = cte. A curva coordenada de qi

consiste naquela intersecção das demais n−1 hipersuperfícies; isto é, as coordenadas
{
qj
}

(j 6= i)
permanecem constantes ao longo desta curva. Desta maneira, pode-se definir um conjunto de
n vetores tangentes ei = ∂r/∂qi, os quais formam a base covariante do sistema de coordenadas
pois estes são linearmente independentes entre si.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 01/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 6. Álgebra e Análise Tensoriais 307

Dada a base covariante, pode-se definir a base contravariante
{
ei
}
, exigindo que esta base

seja recíproca à base covariante; isto é, estes satisfazem a generalização da condição (6.23),

ei · ej = δji .

Desta maneira, um vetor a qualquer no Rn pode ser decomposto por meio das duas bases
como a = aiei = aie

i, sendo que agora i = 1, . . . , n e o conjunto
{
ai
}

consiste nas componentes
contravariantes de a, enquanto que {ai} contém as componentes covariantes do vetor.

Identificando por Q =
{
q1, . . . , qn

}
o conjunto das coordenadas originais do ponto P ∈ Rn,

considera-se agora o novo sistema de coordenadas curvilíneas Q′ = {q′1, . . . , q′n} para P , obtido a
partir da lei de transformação

q′i = q′i
(
q1, . . . , qn

)
, (6.36a)

sendo que a transformação inversa

qi = qi
(
q′1, . . . , q′n

)
(6.36b)

também deve estar definida.
Duas observações importantes a serem realizadas neste ponto são que as leis de transforma-

ção (6.36a,b) não são necessariamente lineares; ou seja, os elementos das matrizes de transfor-
mação podem ser funções das coordenadas, ao contrário do que foi considerado na seção 6.3,
onde as matrizes de rotação, por exemplo, dependem somente de um ângulo fixo de rotação.
Também devido a isso, as matrizes de transformação não são necessariamente ortogonais.

Como Q′ contém por hipótese um conjunto de coordenadas válidas para um ponto P ∈ Rn
qualquer, pode-se definir então a base covariante neste novo sistema por

e′i
.
=

∂r

∂q′i
, (i = 1, . . . , n) .

Contudo, dada a lei de transformação (6.36b), pode-se escrever

e′i =
∂qj

∂q′i
∂r

∂qj
=
∂qj

∂q′i
ej , (6.37a)

o que estabelece a mudança de base covariante decorrente da transformação Q → Q′. Por sua
vez, dada a transformação (6.36a), obtém-se mudança de base inversa associada

ei =
∂q′j

∂qi
e′j . (6.37b)

De (6.37b) obtém-se imediatamente a lei de transformação das componentes contravariantes
do vetor a, exigindo que o mesmo permaneça invariante na transformação Q→ Q′, i. e.,

a = aiei = a′ie′i =
∂q′i

∂qj
aje′i =⇒ a′i =

∂q′i

∂qj
aj , (i = 1, . . . , n) . (6.38a)

Por sua vez, (6.37a) fornece a lei de transformação inversa Q′ → Q,

aiei = a′ie′i =
∂qi

∂q′j
a′jei =⇒ ai =

∂qi

∂q′j
a′j , (i = 1, . . . , n) . (6.38b)

As leis (6.38a,b) consistem nas condições necessárias e suficientes para que um conjunto de
objetos

{
ai
}

contenha as componentes contravariantes de um tensor de posto um.
Seja agora o conjunto

{
e′i
}
, o qual é recíproco à base covariante {e′i}, i. e., e′i · e′j = δji .

Observa-se que a condição de reciprocidade entre as bases em ambos os sistemas, juntamente
com (6.37a), implica que a mudança de base contravariante frente a transformação Q→ Q′ deve
ser dada por

e′i =
∂q′i

∂qj
ej , (6.39a)

pois

δji = e′i · e′j =
∂qk

∂q′i
∂q′j

∂q`
ek · e` =

∂qk

∂q′i
∂q′j

∂q`
δ`k =

∂qk

∂q′i
∂q′j

∂qk
=
∂q′j

∂q′i
.
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Já frente a transformação Q′ → Q, a mudança de base é

ei =
∂qi

∂q′j
e′j , (6.39b)

pois de (6.37b),

ei · ej =
∂q′k

∂qi
∂qj

∂q′`
e′k · e′` =

∂q′k

∂qi
∂qj

∂q′k
= δji .

Assim, dada a decomposição do vetor a pelas bases contravariantes,a = aie
i = a′ie

′i, junta-
mente com (6.39a,b), obtém-se as leis de transformação das componentes covariantes:

a′i =
∂qj

∂q′i
aj (6.40a)

ai =
∂q′j

∂qi
a′j . (6.40b)

Partindo das leis de transformação (6.38) e (6.40), definem-se agora os componentes con-
travariante, mistos e covariantes de um tensor generalizado de posto dois T respectivamente
como

T ′ij =
∂q′i

∂qk
∂q′j

∂q`
T k`, T ′ij =

∂q′i

∂qk
∂q`

∂q′j
T k`, T ′ij =

∂qk

∂q′i
∂q`

∂q′j
Tk`.

Pode-se generalizar ainda mais a definição de um tensor com um número arbitrário de ín-
dices contravariantes e/ou covariantes. Esta forma generalizada possui várias designações na
literatura. Assumindo que o tensor T possua r índices na posição contravariante e s índices
na posição covariante, o seu posto é N = r + s e este é denominado um tensor do tipo (r, s)
ou tensor de valência (r, s) ou ainda tensor r-vezes contravariante e s-vezes covariante.
A notação empregada também varia na literatura. De acordo com a notação empregada neste
texto até o presente momento, os índices mistos de um tensor devem apresentar-se espaçados.
Contudo, esta regra pode ser flexibilizada para facilitar a notação e visualização das expressões.

Portanto, um tensor T é do tipo (r, s) se os seus componentes transformarem-se de acordo
com

T ′i1···irj1···js =
∂q′i1

∂qk1
· · · ∂q

′ir

∂qkr
∂q`1

∂q′j1
· · · ∂q

`s

∂q′js
T k1···kr`1···`s . (6.41)

Por conveniência de notação, estes componentes também podem ser representados simples-
mente por T i1···irj1···jr .

Os componentes do tensor generalizado definido por (6.41) seguem as mesmas regras algé-
bricas dos tensores Cartesianos discutidas na seção 6.4.

Exercício 6.7. Verifique se a delta de Kronecker satisfaz a lei de transformação (6.41).

Solução. Dado δij, se este símbolo é de fato um tensor misto de posto dois, então frente a uma
transformação de coordenadas generalizada,

δ′ij =
∂q′i

∂qk
∂q`

∂q′j
δk` =

∂q′i

∂qk
∂qk

∂q′j
=
∂q′i

∂q′j
= δij ,

onde foi empregada derivação em cadeia. Ou seja, a delta de Kronecker possui os mesmos
componentes em qualquer sistema de coordenadas, demonstrando ser um tensor misto de posto
dois. A expressão (6.30) já havia mostrado que o tensor de métrica na forma mista é justamente
dado por esta delta.

Exercício 6.8. Mostre que gij = ei · ej são os componentes covariantes de um tensor de posto
dois.

Demonstração. Em uma transformação generalizada, a nova base {e′i} deve levar aos compo-
nentes

g′ij = e′i · e′j .
Usando a mudança de base em (6.37a), resulta

g′ij =
∂qk

∂q′i
∂q`

∂q′j
ek · e` =

∂qk

∂q′i
∂q`

∂q′j
gk`.

Ou seja, os componentes de {gij} transformam-se como um tensor covariante de posto dois.
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6.9 TENSORES RELATIVOS

Na seção 6.6.1 discutiu-se a diferença entre um tensor Cartesiano e um pseudotensor. Esta
distinção será novamente discutida em um contexto mais amplo, generalizando esta distinção
para qualquer transformação entre sistemas de coordenadas.

Um tensor relativo ou densidade de tensor é aquele objeto que se transforma como um
tensor entre um sistema de coordenadas a outro, exceto que sua lei de transformação difere de
(6.41) pela multiplicação de um peso, correspondente a uma determinada potência do Jacobiano
da transformação.

Observando a lei de transformação dos componentes contravariantes de um vetor (6.38a),
percebe-se que as quantidades

{
∂q′i/∂qj

}
podem ser escritas na forma de uma matriz J, cujos

elementos são definidos por

J ij =
∂q′i

∂qj
, (6.42a)

e cujo determinante J ≡ det (J) é justamente o Jacobiano da transformação
{
qi
}
→
{
q′i
}
. Assim,

pode-se escrever de forma compacta a
′i = J ija

j.
Por sua vez, a transformação inversa (6.38b) também pode ser escrita em termos de uma

matriz K, definida por

Ki
j =

∂qi

∂q′j
, (6.42b)

ou seja, ai = Ki
ja
′j. É fácil mostrar que K = J−1 e, portanto, K ≡ det (K) = J−1.

Com a mesma notação, as leis de transformação dos componentes covariantes de um vetor,
dadas por (6.40a,b), podem ser escritas de forma compacta como

a′i = Kj
iaj e ai = Jjia

′
j .

Usando então o determinante K, define-se o tensor relativo de peso w como o conjunto{
T i1···irj1···js

}
, composto por nr+s objetos matemáticos identificados por r índices contravariantes e s

índices covariantes que se transformam de acordo com a lei

T ′i1···irj1···js = Kw ∂q
′i1

∂qk1
· · · ∂q

′ir

∂qkr
∂q`1

∂q′j1
· · · ∂q

`s

∂q′js
T k1···kr`1···`s . (6.43)

A partir da definição (6.43), os diferentes valores que o peso w pode assumir estabelecem
classificações dos tensores relativos que muitas vezes depende do texto consultado na litera-
tura. Uma classificação distingue entre densidades de tensores (autênticos) ou densidades
tensoriais e densidades de pseudotensores, quando o peso w é uma quantidade inteira. De
acordo com esta classificação, chamam-se:

Tensores verdadeiros ou absolutos: quando o peso é w = 0, ou seja, o tensor segue a lei (6.41).

Densidade de tensor (autêntico) de peso w (inteiro): quando o peso é w > 1. Em particular,
quando w = +1, este objeto é chamado simplesmente de densidade de tensor ou densidade
tensorial.

Densidade de pseudotensor de peso w (inteiro): quando o peso é w 6 −1. Em particular,
quando w = −1, este objeto é chamado simplesmente de pseudotensor. Cabe mencionar
aqui que tanto objetos com peso w = −1 quanto com peso w = +1 são classificados como
pseudotensores escalares, de acordo com a lei de transformação (6.21).

Esta classificação exige que o peso w seja inteiro, uma vez que no caso contrário a transfor-
mação (6.43) não é necessariamente unívoca.

Uma outra classificação que pode ser encontrada, para a qual o peso w não necessita ser
necessariamente inteiro. Segundo esta classificação, as densidades de tensores podem ser:

Densidade par de tensor de peso w: quando o objeto se transforma de acordo com

T ′i1···irj1···js = |K|w ∂q
′i1

∂qk1
· · · ∂q

′ir

∂qkr
∂q`1

∂q′j1
· · · ∂q

`s

∂q′js
T k1···kr`1···`s .
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Densidade ímpar de tensor de peso w: quando o objeto se transforma de acordo com

T ′i1···irj1···js = sgn (K) |K|w ∂q
′i1

∂qk1
· · · ∂q

′ir

∂qkr
∂q`1

∂q′j1
· · · ∂q

`s

∂q′js
T k1···kr`1···`s ,

onde sgn (K) é o sinal de K.

Neste texto, a lei de transformação geral a ser adotada para tensores relativos continuará a
ser (6.43).

Exercício 6.9. Sendo {gij} as componentes covariantes do tensor de métrica, mostre que o
determinante g = det (g) é uma densidade escalar de peso w = +2.

Solução. Os componentes do tensor de métrica transformam-se de acordo com (6.41),

g′ij =
∂qk

∂q′i
∂q`

∂q′j
gk`.

A representação matricial desta lei de transformação é

g′ = KTgK.

Portanto,
g′ = det (g′) = det

(
KTgK

)
= K2g,

o que mostra que g é uma densidade escalar (ou escalar relativo) de peso w = +2.

Algumas propriedades de tensores relativos podem ser agora apresentadas:

1. A transformação tensorial é transitiva, ou seja, ao se realizarem duas transformações
seguidas, representadas esquematicamente por {qi} → {q′i} → {q′′i }, o tensor resultante
pode ser descrito por uma única transformação {qi} → {q′′i }, a qual é dada pela composição
das transformações anteriores. Esta propriedade já havia sido discutida no contexto de
tensores Cartesianos na seção 6.5.1.

2. Tensores relativos de mesmo posto, tipo e peso podem ser adicionados e a soma resulta em
um outro tensor relativo com as mesmas características.

3. Se dois tensores relativos possuem pesos w1 e w2, respectivamente, então os produtos
externo ou interno dos mesmos resulta em um novo tensor relativo com peso w1 + w2.

4. A operação de contração aplicada a um tensor relativo resulta em um outro tensor relativo
com o mesmo peso que o tensor original.

5. O resultado obtido no exercício 6.9 mostra que qualquer tensor relativo T de peso w pode
gerar um tensor absoluto de mesmo posto através do produto externo

U i1···ir j1···js = g−w/2T i1···ir j1···js ,

pois ao se realizar a transformação, resulta

U ′i1···irj1···js = (g′)
−w/2

T ′i1···irj1···js =
(
K2g

)−w/2
Kw ∂q

′i1

∂qk1
· · · ∂q

′ir

∂qkr
∂q`1

∂q′j1
· · · ∂q

`s

∂q′js
T k1···kr`1···`s ,

o qual se comporta como um tensor verdadeiro.

Exercício 6.10. Calcule os pesos dos símbolos de Levi-Civita εijk e εijk.

Solução. Partindo de εijk, válido em um determinado sistema de coordenadas, deseja-se aplicar
sobre o mesmo a transformação {qi} → {q′i}. Fazendo isso, resulta o objeto

∂q`

∂q′i
∂qm

∂q′j
∂qn

∂q′k
ε`mn = K`

iK
m
jK

n
kε`mn.

Contudo, de acordo com a identidade matricial (6.33b), K`
iK

m
jK

n
kε`mn = Kεijk. Portanto, a lei

de transformação correta para εijk, a qual irá resultar em um tensor ε′ijk cujos componentes têm
os valores esperados para o símbolo de Levi-Civita em qualquer sistema de coordenadas, é

ε′ijk = K−1 ∂q
`

∂q′i
∂qm

∂q′j
∂qn

∂q′k
ε`mn.
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Portanto, {εijk} é uma densidade tensorial de peso w = −1.
Já para o símbolo εijk, a mesma transformação de coordenadas resulta no objeto

∂q′i

∂q`
∂q′j

∂qm
∂q′k

∂qn
ε`mn = J i`J

j
mJ

k
nε
`mn = Jεijk = K−1εijk.

Portanto, o símbolo εijk deve se transformar como

ε′ijk = K
∂q′i

∂q`
∂q′j

∂qm
∂q′k

∂qn
ε`mn,

correspondendo a uma densidade tensorial de peso w = +1.

6.10 DERIVADAS DOS VETORES DE BASE E OS SÍMBO-
LOS DE CHRISTOFFEL

No sistema Cartesiano, os vetores da base canônica { x̂i} são constantes e por isso a aplicação
de qualquer operador diferencial sobre um campo vetorial irá atuar somente sobre os compo-
nentes do campo. Por outro lado, em um sistema de coordenadas generalizado os vetores de
base {ei} e

{
ei
}

são funções das próprias coordenadas curvilíneas. Portanto, qualquer operador
diferencial irá atuar também sobre estes vetores.

Considera-se então uma derivada qualquer atuando sobre um determinado vetor de base;
por exemplo, a operação ∂ei/∂q

j. O resultado desta derivação é também um vetor, o qual pode,
portanto, ser expresso em termos da própria base {ei}. Dado então o vetor ei = ei

(
q1, q2, q3

)
,

escreve-se
∂ei
∂qj

= Γkijek, (6.44a)

onde Γkij é denominado símbolo de Christoffel (de três índices) do segundo tipo. Os símbolos
de Christoffel podem ser visualizados como matrizes n× n× n, possuindo portanto n3 elementos
ao todo no Rn. Na literatura, uma outra notação empregada com frequência para os símbolos
de Christoffel do segundo tipo é:

Γijk ≡
{

i
j k

}
.

Usando a relação de reciprocidade (6.23), os valores de Γkij podem ser obtidos por

Γkij = ek · ∂ei
∂qj

. (6.44b)

Com a mesma relação pode-se obter também a expressão para as derivadas de
{
ei
}
. Escrevendo

∂ei

∂qj
= αi jke

k,

observa-se que

ek ·
∂ei

∂qj
= αi jk.

Porém, derivando a relação de reciprocidade, obtém-se que

ek ·
∂ei

∂qj
= −Γikj .

Ou seja, αi jk = −Γikj e
∂ei

∂qj
= −Γikje

k. (6.44c)

Exercício 6.11. Mostre que o conjunto dos símbolos de Christoffel
{

Γikj
}

não são componentes
de um tensor misto de terceira ordem.
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Solução. Aplicando uma tranformação arbitrária sobre (6.44b), no novo sistema de coordenadas
resulta

Γ′kij = e′k · ∂e
′
i

∂q′j
.

Mas, conforme as leis de transformação (6.37a) e (6.39a), pode-se escrever

Γ′kij =
∂q′k

∂q`
e` · ∂

∂q′j

(
∂qm

∂q′i
em

)
=
∂q′k

∂q`

(
∂2qm

∂q′j∂q′i
e` · em +

∂qm

∂q′i
e` · ∂em

∂q′j

)
=
∂q′k

∂q`

(
∂2q`

∂q′j∂q′i
+
∂qm

∂q′i
∂qn

∂q′j
e` · ∂em

∂qn

)
,

Γ′kij =
∂q′k

∂q`
∂2q`

∂q′j∂q′i
+
∂q′k

∂q`
∂qm

∂q′i
∂qn

∂q′j
Γ`mn. (6.45)

Observa-se que somente o segundo termo do lado direito está de acordo com a lei de transforma-
ção de um tensor de posto 3. A presença do termo adicional mostra que o símbolo de Christoffel
não é um tensor.

Uma expressão alternativa para o cálculo de Γkij, em termos do tensor de métrica, pode ser
obtida. Inicialmente, observa-se que o símbolo de Christoffel é simétrico frente a permutação
i↔ j. Isto é facilmente demonstrado a partir da definição (6.24). Uma vez que

∂ei
∂qj

=
∂2r

∂qj∂qi
=

∂2r

∂qi∂qj
=
∂ej
∂qi

,

resulta de (6.44a,b) que

∂ei
∂qj

= Γkijek =
∂ej
∂qi

=⇒ Γkij =
∂ej
∂qi
· ek = Γkji.

Considera-se então a definição (6.27a). Derivando a mesma, obtém-se

∂gij
∂qk

=
∂ei
∂qk
· ej + ei ·

∂ej
∂qk

= Γ`ike` · ej + Γ`jkei · e`
= Γ`ikg`j + Γ`jkgi`.

Realizando duas permutações cíclicas dos índices livres i, j e k neste resultado, resultam as
expressões

∂gjk
∂qi

= Γ`jig`k + Γ`kigj`

∂gki
∂qj

= Γ`kjg`i + Γ`ijgk`.

Somando as duas últimas expressões e subtraindo a primeira e fazendo uso da simetria de gij e
Γkij, resulta

∂gjk
∂qi

+
∂gki
∂qj

− ∂gij
∂qk

= 2Γ`ijgk`.

Realizando o produto interno com gmk e usando (6.29), resulta finalmente

Γkij =
1

2
gk`
(
∂gj`
∂qi

+
∂g`i
∂qj
− ∂gij
∂q`

)
. (6.46a)

Uma maneira prática de se visualizar os símbolos de Christoffel é oferecida definindo três
matrizes (no R3) 3 × 3 simétricas, cada uma correspondendo a um valor do índice k em (6.46a),
ou seja,

Γk ≡
[
Γkij

]
=

Γk11 Γk12 Γk13

Γk21 Γk22 Γk23

Γk31 Γk32 Γk33

 , (k = 1, 2, 3) . (6.46b)
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Exercício 6.12. Calcule os símbolos de Christoffel para o sistema de coordenadas cilíndricas.

Solução. Usando os resultados da seção 1.5.1, o tensor de métrica e sua inversa são dados por

g =

1 0 0
0 ρ2 0
0 0 1

 =⇒ g−1 =

1 0 0
0 ρ−2 0
0 0 1

 .

Portanto, a primeira conclusão é que gij = h2
i δij, resultando para (6.46),

Γkij =
1

2

(
h−2
j

∂h2
j

∂qi
δkj + h−2

i

∂h2
i

∂qj
δki − h−2

k

∂h2
i

∂qk
δij

)
,

sendo que não existem somas implícitas nos índices duplos. Observa-se então que somente são
não nulos os símbolos onde i = 2 e/ou j = 2 e/ou k = 2. Ou seja,

Γφρφ = Γφφρ =
1

ρ
, Γρφφ = −ρ.

Todas as outras possibilidades resultam nulas.
Em termos das representações matriciais,

Γρ =

0 0 0
0−ρ 0
0 0 0

 Γφ =

 0 1/ρ 0
1/ρ 0 0
0 0 0

 Γz = 0.

Os símbolos de Christoffel (de três índices) do primeiro tipo correspondem à expansão
equivalente a (6.44a), porém em termos dos vetores da base contravariante

{
ei
}
, ou seja,

∂ei
∂qj

= [ij, k] ek, (6.47a)

onde [ij, k] é a notação usualmente empregada na literatura para os símbolos de Christoffel do
primeiro tipo.

Da mesma forma como se procedeu com Γijk, as expressões para estes símbolos são obtidas
a partir da relação de reciprocidade, resultando em

[ij, k] =
∂ei
∂qj
· ek. (6.47b)

Como ei = gi`e
`, resulta de (6.44b) a seguinte relação entre ambos os tipos de símbolos,

[ij, k] = gk`Γ
`
ij = gk`

{
`

i j

}
⇐⇒ Γkij =

{
k
i j

}
= gk` [ij, `] . (6.47c)

Este último resultado mostra também que [ij, k] = [ji, k].
Finalmente, usando (6.46) obtém-se a seguinte expressão para [ij, k] em termos do tensor de

métrica,

[ij, k] =
1

2

(
∂gik
∂qj

+
∂gjk
∂qi

− ∂gij
∂qk

)
. (6.47d)

6.11 DIFERENCIAÇÃO COVARIANTE

Nesta seção introduz-se o conceito de derivada covariante, a qual está envolvida no cálculo
de operadores diferenciais aplicados a campos tensoriais em sistemas de coordenadas gene-
ralizadas. Para iniciar a discussão, são considerados os objetos matemáticos resultantes das
variações arbitrárias de campos tensoriais de mais baixa ordem, ou seja, campos escalares e
vetoriais.

Para o caso de um campo escalar ψ = ψ (r), sua variação infinitesimal, quando calculada no
sistema Cartesiano, pode sempre ser escrita como dψ = ∇ψ · dr, sendo o gradiente escrito em
coordenadas Cartesianas. No sistema curvilíneo, a mesma variação resulta em

dψ =
∂ψ

∂qi
dqi.
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Como
{
dqi
}

são os componentes de um vetor contravariante e dψ é um escalar, resulta que, de
acordo com a lei do quociente,

{
∂ψ/∂qi

}
formam os componentes de um vetor covariante.

Por outro lado, para o campo vetorial v = viei, embora em coordenadas Cartesianas
{
∂vi/∂xj

}
contém os componentes de um tensor de posto dois, esta regra não é geral para qualquer sistema
de coordenadas, pois ∂vi/∂qj se transforma de acordo com(

∂vi

∂qj

)′
=
∂v′i

∂q′j
=
∂qk

∂q′j
∂

∂qk

(
∂q′i

∂q`
v`
)

=
∂qk

∂q′j
∂2q′i

∂qk∂q`
v` +

∂q′i

∂q`
∂qk

∂q′j
∂v`

∂qk
,

o qual não segue a lei de transformação de um tensor generalizado de segunda ordem. Este
objeto, a propósito, transforma-se de maneira semelhante aos símbolos de Christoffel. Este
resultado não segue a lei de transformação de tensores porque a matriz de transformação J é,
em geral, uma função das coordenadas, ou seja, J = J

(
q1, . . . , qn

)
.

Ao se calcular a derivada de um campo vetorial v em relação a uma coordenada qj qualquer,
é necessário levar em conta também a geometria do sistema adotado, a qual é descrita pelos
símbolos de Christoffel. Neste caso, pode-se escrever

∂v

∂qj
=

∂

∂qj
(
viei

)
=
∂vi

∂qj
ei + vi

∂ei
∂qj

=
∂vi

∂qj
ei + viΓkijek =

(
∂vi

∂qj
+ vkΓikj

)
ei.

Agora o objeto obtido na expressão acima comporta-se como um tensor de posto dois. Este
objeto é denominado a derivada covariante do vetor v e é representado por

vi;j ≡
∂vi

∂qj
+ Γikjv

k ≡ vi,j + Γikjv
k. (6.48a)

Em (6.48a), a notação “; j” denota a diferenciação covariante em relação a coordenada qj, en-
quanto que “, j” indica a diferenciação usual na mesma coordenada, i. e., vi,j = ∂vi/∂qj. Usando
o símbolo da diferenciação covariante, pode-se escrever então

∂v

∂qj
= vi;jei. (6.48b)

Exercício 6.13. Mostre que
{
vi;j
}

forma os componentes de um tensor misto de posto dois.

Solução. Realizando a transformação
{
qi
}
→
{
q′i
}
,

(
vi;j
)′

= v′i;j =
∂v′i

∂q′j
+ v′kΓ′ikj .

Usando a lei de transformação de Γkij dada por (6.45), pode-se escrever

v′i;j =
∂q`

∂q′j
∂

∂q`

(
∂q′i

∂qm
vm
)

+
∂q′k

∂qr
vr
(
∂q′i

∂q`
∂2q`

∂q′j∂q′k
+
∂q′i

∂q`
∂qm

∂q′k
∂qn

∂q′j
Γ`mn

)
=

∂q`

∂q′j
∂2q′i

∂q`∂qm
vm +

∂q′k

∂qr
∂q′i

∂q`
∂2q`

∂q′j∂q′k
vr +

∂q`

∂q′j
∂q′i

∂qm
∂vm

∂q`
+
∂q′i

∂q`
∂qn

∂q′j
vmΓ`mn.

Mas os dois primeiros termos resultam

∂q`

∂q′j
∂2q′i

∂q`∂qm
vm +

∂q′k

∂qr
∂q′i

∂q`
∂2q`

∂q′j∂q′k
vr =

[
∂q`

∂q′j
∂2q′i

∂q`∂qm
+
∂q′i

∂q`

(
∂q′k

∂qm
∂

∂q′k

)
∂q`

∂q′j

]
vm

=

(
∂2q′i

∂qm∂q`
∂q`

∂q′j
+
∂q′i

∂q`
∂2q`

∂qm∂q′j

)
vm =

∂

∂qm

(
∂q′i

∂q`
∂q`

∂q′j

)
vm =

∂δij
∂qm

vm = 0.

Portanto,

v′i;j =
∂q′i

∂qm
∂q`

∂q′j

(
∂vm

∂q`
+ vnΓmn`

)
=
∂q′i

∂qk
∂q`

∂q′j
vk;`,

o qual segue a lei de transformação de um tensor misto de posto dois.
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Exercício 6.14. Calcule a derivada covariante vi;j em coordenadas cilíndricas. Em seguida,
calcule a contração vi;i.

Solução. Da definição (6.48) e dos valores de Γkij para as coordenadas cilíndricas obtidos no
exercício 6.12, resulta, para {i, j} = {1, 2, 3} ≡

{
ρ, φ, x3

}
,

vi;j =
∂vi

∂qj
+
δiφ

ρ

(
vρδjφ + vφδjρ

)
− ρvφδiρδjφ.

Realizando agora contração,

vi;i =
∂vi

∂qi
+
vρ

ρ
=

1

ρ

∂

∂ρ
(ρvρ) +

∂vφ

∂φ
+
∂v3

∂x3
,

a qual é exatamente a expressão para o divergente do campo v em coordenadas cilíndricas,
obtido na seção 1.5.1.

A expressão equivalente a (6.48), porém para os componentes covariantes do vetor v, pode
ser obtida derivando agora v = vie

i, com o emprego de (6.44c), ou seja,

∂

∂qj
(
vie

i
)

=

(
∂vi
∂qj
− vkΓkij

)
ei.

Chamando vi;j a derivada covariante da i-ésima componente covariante do vetor v, obtém-se

vi;j =
∂vi
∂qj
− Γkijvk = vi,j − Γkijvk. (6.49a)

Portanto, pode-se escrever
∂v

∂qj
= vi;je

i. (6.49b)

Derivadas covariantes de tensores de ordens mais altas podem ser obtidas seguindo o mesmo
procedimento adotado acima. Por exemplo, um tensor de posto dois possui ao todo 4 representa-
ções: 1 contravariante, 1 covariante e 2 mistas. Para realizar em detalhes a derivação covariante
para os componentes contravariantes do tensor T , escreve-se o mesmo como T = T ijei ⊗ ej.
Derivando então em relação a qk,

∂T
∂qk

=
∂

∂qk
(
T ijei ⊗ ej

)
=
∂T ij

∂qk
ei ⊗ ej + T ij

∂ei
∂qk
⊗ ej + T ijei ⊗

∂ej
∂qk

=

(
∂T ij

∂qk
+ Γi`kT

`j + Γj`kT
i`

)
ei ⊗ ej .

Chamando então T ij;k como a derivada covariante dos componentes contravariantes do tensor
T , identifica-se

T ij;k =
∂T ij

∂qk
+ Γi`kT

`j + Γj`kT
i`, (6.50a)

podendo escrever
∂T
∂qk

= T ij;kei ⊗ ej .

Pode-se mostrar facilmente que o conjunto
{
T ij;k

}
forma os componentes de um tensor de posto

três.
Expressões equivalentes a (6.50a) para as outras representações de T podem ser derivadas

da mesma maneira. Estas são:

T ij;k = T ij,k + Γi`kT
`
j − Γ`jkT

i
` (6.50b)

Tij;k = Tij,k − Γ`ikT`j − Γ`jkTi`, (6.50c)

onde o índice “, k” indica agora a derivação usual nesta coordenada, i. e., Tij,k = ∂Tij/∂q
k.
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Expressões para as derivadas covariantes de tensores de postos maiores que dois podem ser
derivadas seguindo os modelos fornecidos pelas expressões (6.48), (6.49) e (6.50a-c): a derivada
covariante de cada componente de um tensor de posto N é composta por N+1 termos. O primeiro
termo é sempre a derivada direta do componente em relação à coordenada; os demais N termos
são combinações de produtos dos símbolos de Christoffel com os componentes do tensor. Para
cada índice na posição contravariante, o termo correspondente na derivada covariante é somado,
enquanto que para cada índice covariante, o termo correspondente é subtraído. Em cada um
destes termos, o último índice do símbolo de Christoffel é sempre a coordenada que está sendo
derivada. Por sua vez, os demais índices são sempre tais que a convenção de somas implícitas é
respeitada para a particular representação do tensor que está sendo derivada.

A derivação covariante também serve para atribuir significado à aplicação do operador nabla
(∇) sobre um tensor de posto N , de tal forma que o objeto matemático resultante seja um
tensor de posto N + 1 que satisfaz a lei de transformação. Por exemplo, para o tensor T em
(6.50a-c), a operação U = ∇T resulta em um tensor de posto três, sendo que algumas de suas
representações possíveis são

U = T ij;kei ⊗ ej ⊗ e
k = T ij;kei ⊗ ej ⊗ ek = Tij;ke

i ⊗ ej ⊗ ek.

Retornando rapidamente aos tensores de posto zero, ou seja, a escalares, como estes não
fazem uso de vetores de base para a sua representação, resulta que a derivada covariante de
ψ
(
q1, . . . , qn

)
é idêntica à derivação direta, ou seja,

∇ψ = ψ;je
j =

∂ψ

∂qj
ej = ψ,je

j .

Para a física em espaços curvos, em particular para a relatividade geral e gravitação, a deri-
vada covariante possui uma importância ímpar, pois

...(a) substituição consistente das derivadas parciais regulares por derivadas covari-
antes carrega as leis da física (na forma de componentes) a partir do espaço-tempo
plano para o espaço-tempo (Riemanniano) curvo da relatividade geral. De fato, esta
substituição pode ser tomada como uma expressão matemática do Princípio da Equi-
valência de Einstein.

Finalmente, um teorema importante para a derivada covariante do tensor de métrica é apre-
sentado a seguir.

Teorema 6.1 (Teorema de Ricci). A derivada covariante do tensor de métrica é identicamente
nula.

Demonstração. Este teorema será inicialmente demonstrado para a forma covariante do tensor
de métrica. De acordo com (6.50c),

gij;k = gij,k − Γ`ikg`j − Γ`jkgi`.

Então, introduzindo (6.46) na expressão acima e usando também (6.47c,d), resulta

gij;k = gij,k − [ik, j]− [jk, i]

= gij,k −
1

2
gji,k −

1

2
gij,k −

1

2
gkj,i +

1

2
gjk,i +

1

2
gik,j −

1

2
gki,j = 0.

Empregando as relações entre as formas contravariante e mista do tensor de métrica, é fácil
demonstrar que este teorema é válido também para estas formas.

Em particular, o teorema de Ricci implica na seguinte expressão para a derivada usual do
tensor de métrica,

∂gij
∂qk

≡ gij,k = [ik, j] + [jk, i] , (6.51a)

a qual, com o uso de gikgkj = δij, resulta em

∂gij

∂qk
≡ gij,k = −gi`Γj`k − g

j`Γik`. (6.51b)
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6.12 OPERADORES VETORIAIS NA FORMA TENSORIAL

Na seção 1.4 foram derivadas as expressões para os operadores diferenciais gradiente, ro-
tacional, laplaciano e rotacional, válidas para sistemas de coordenadas ortogonais no espaço
Euclideano E3. Em seguida, na seção 1.5 foram derivadas expressões explícitas destes opera-
dores para alguns exemplos de sistemas de coordenadas ortogonais. Nesta seção, os mesmos
operadores diferenciais serão novamente obtidos, porém agora para qualquer sistema de coor-
denadas, inclusive para aqueles que não são ortogonais.

Para fins de posterior comparação entre as expressões que serão derivadas nesta seção com
as apresentadas na seção 1.5, deve-se lembrar que as bases aqui adotadas, {ei} e

{
ei
}

não
são necessariamente normalizadas. Contudo, é sempre possível normalizar a primeira base,
lembrando da definição (1.11) para os fatores de escala hi. Desta forma, pode-se adotar a base
{ êi} = {ei/hi} para fins de comparação. Nesta base, o vetor v, por exemplo, pode ser escrito
v = viei = v̂i êi, sendo v̂i

NS
= hiv

i, o que possibilita uma comparação direta entre os resultados.
Adicionalmente, deve-se lembrar também que para um sistema ortogonal as representações do
tensor de métrica são gij = h2

i δij e gij = h−2
i δij, enquanto que o seu determinante é g = det ([gij ]) =

h2
1h

2
2h

2
3.

6.12.1 GRADIENTE DE CAMPO ESCALAR

Como o campo escalar ψ
(
q1, . . . , qn

)
não depende dos vetores de base, o seu gradiente é obtido

simplesmente pela aplicação do operador vetorial ∇ covariante,

∇ψ =
∂ψ

∂qi
ei =

3∑
i=1

1

hi

∂ψ

∂qi
êi. (6.52)

Pode-se ver que neste caso simples a expressão resultante coincide com (1.23).

6.12.2 DIVERGENTE DE CAMPO VETORIAL

Dado o campo vetorial v = v
(
q1, . . . , qn

)
, o seu divergente consiste na aplicação sobre o mesmo

de um operador diferencial de tal forma que resulte um campo escalar. O divergente de um
campo vetorial generalizado é representado pela operação divv.

Para resultar um tensor de posto zero, esta operação pode ser concebida como composta por
duas etapas: inicialmente, o operador ∇ é multiplicado diretamente ao vetor v, resultando em
um tensor de posto dois. Em seguida, é realizada uma contração entre os índices do tensor,
tendo como resultado um escalar. A primeira etapa destas operações pode ser representada por

v = viei =⇒∇v = vi;jei ⊗ ej ,

onde foi introduzida a derivada covariante (6.48). Portanto, o divergente de v é dado pela con-
tração

divv
.
= vi;i =

∂vi

∂qi
+ Γikiv

k.

Usando agora a expressão (6.46) para os símbolos de Christoffel, observa-se que

Γiki =
1

2
gi`
(
∂gi`
∂qk

+
∂gk`
∂qi
− ∂gki

∂q`

)
=

1

2
gi`
∂gi`
∂qk

, (6.53)

uma vez que os últimos dois termos se cancelam.
Por outro lado, o termo restante em (6.53) pode ser simplificado fazendo uso do seguinte

lema.

Lema. Sendo as matrizes a
(
q1, . . . , qn

)
= [aij ] e b

(
q1, . . . , qn

)
=
[
bij
]

tais que b = a−1, e sendo
a = det (a), então

∂a

∂qk
= abji

∂aij
∂qk

. (6.54)
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Demonstração. Para se demonstrar este lema no R3, emprega-se novamente a identidade matri-
cial (6.33a), a qual pode ser escrita como

a =
1

6
εijkεabcaaiabjack.

Por outro lado, o elementos da matriz b podem ser expressos em termos dos elementos de a como

bij =
1

2a
εik`εjmnamkan`.

Então, derivando a em relação a q`,

∂a

∂q`
=

1

6
εijkεabc

(
abjack

∂aai
∂q`

+ aaiack
∂abj
∂q`

+ aaiabj
∂ack
∂q`

)
=

1

3
a

(
bia

∂aai
∂q`

+ bjb
∂abj
∂q`

+ bkc
∂ack
∂q`

)
= abji

∂aij
∂q`

,

resultando assim (6.54).
Embora o lema tenha sido demonstrado para uma matriz 3 × 3, pode-se mostrar que este

resultado independe da ordem da matriz.

Aplicando então a identidade (6.54) para o tensor de métrica e lembrando que o mesmo é
simétrico, obtém-se

∂g

∂qk
= ggij

∂gij
∂qk

. (6.55)

Usando então este resultado em (6.53), conclui-se que

Γiki =
1

2g

∂g

∂qk
=

1√
|g|

∂
√
|g|

∂qk
=
∂

∂qk
ln
(√
|g|
)
.

Portanto, o divergente de um campo vetorial pode ser sempre expresso em termos do deter-
minante do tensor de métrica como

divv = vi;i =
∂vi

∂qi
+

1√
|g|

∂
√
|g|

∂qi
vi =

1√
|g|

∂

∂qi

(√
|g|vi

)
(6.56a)

=
1√
|g|

3∑
i=1

∂

∂qi

(√
|g| v̂

i

hi

)
. (6.56b)

6.12.3 LAPLACIANO DE UM CAMPO ESCALAR

Dado o campo escalar ψ = ψ
(
q1, . . . , qn

)
, o seu laplaciano pode ser obtido a partir da operação

usual, ∇2ψ = div (∇ψ). Inicialmente, percebe-se em (6.52) que (∇ψ)i = ∂ψ/∂qi. Então, com o
emprego do tensor de métrica, pode-se escrever

vi = (∇ψ)
i

= gij
∂ψ

∂qj
.

Introduzindo este resultado em (6.56), obtém-se

∇2ψ =
1√
|g|

∂

∂qi

(√
|g|gij ∂ψ

∂qj

)
. (6.57)

Exercício 6.15. Mostre que (6.57) se reduz a (1.25) no caso particular de um sistema de coor-
denadas ortogonal.

Demonstração. Para um sistema ortogonal, gij = h−2
i δij e

√
|g| = h1h2h3. Então, em (6.57),

∇2ψ =
1

h1h2h3

3∑
i=1

∂

∂qi

(
h1h2h3

h2
i

∂ψ

∂qi

)
,

o qual é exatamente a expressão (1.25).
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6.12.4 ROTACIONAL DE UM CAMPO VETORIAL

A definição usual do rotacional de um campo vetorial está associada ao conceito do produto
vetorial entre dois vetores. Contudo, é interessante obter-se neste momento uma expressão
mais geral, a qual pode ser facilmente estendida a espaços vetoriais de dimensões mais altas,
uma vez que o produto vetorial somente existe no E3.

Considerando inicialmente o produto vetorial entre os vetores a, b ∈ E3 , pode-se escrever

a× b = aibje
i × ej =

1√
|g|
εijkaibjek,

onde foi empregado (6.35b). Definindo então o tensor antissimétrico

Mij = εijkε
k`ma`bm = aibj − ajbi ⇐⇒ εijkaibj =

1

2
εijkMij ,

observa-se que é possível escrever

a× b =
1

2
√
|g|
εijkMijek.

Ou seja, é sempre possível escrever os componentes do produto vetorial em termos do tensor
antissimétrico Mij. É vantajoso definir este tensor, uma vez que se pode então considerar a sua
extensão para espaços vetoriais de dimensão mais alta.

Focando agora no rotacional de um campo v
(
q1, . . . , qn

)
, identificado por rotv, este será defi-

nido pela generalização do produto vetorial do operador ∇ com v. Escreve-se então

rotv = − 1√
|g|
εijkvi;jek,

onde foram empregados (6.49b) e (6.35b). Define-se então o tensor antissimétrico

(rotv)ij = εijkε
k`mv`;m = vi;j − vj;i ⇐⇒ εijkvi;j =

1

2
εijk (rotv)ij ,

o qual está relacionado ao i-ésimo componente do rotacional de v. Contudo, de (6.49), observa-se
que (rotv)ij = εijkε

k`m (v`,m − Γn`mvn) = εijkε
k`mv`,m = vi,j−vj,i, devido à simetria de Γkij. Portanto,

(rotv)ij = εijmε
k`mvk,` = vi,j − vj,i.

Então, para reproduzir o resultado (1.26) conhecido mas, ao mesmo tempo, generalizando
para sistemas não ortogonais e, eventualmente, para espaços de dimensões superiores, o campo
vetorial w = rotv, desenvolvido como w = wiei, tem seus componentes dados por

wi =
1√
|g|
εijk

∂vk
∂qj

. (6.58)

6.13 DIFERENCIAÇÃO ABSOLUTA E CURVAS GEODÉSI-
CAS

Nesta seção serão introduzidos alguns conceitos mais avançados da análise tensorial, com
frequência empregados em trabalhos envolvendo geometria diferencial e relatividade geral.

6.13.1 DIFERENCIAÇÃO ABSOLUTA OU INTRÍNSECA

Uma aplicação importante das derivadas covariantes consiste na derivação de um campo
tensorial ao longo de uma curva no Rn, a qual é parametrizada por r = r (t), ou seja, em termos
de um parâmetro t.

Considera-se inicialmente o campo vetorial v = v
(
q1, . . . , qn

)
. Escrevendo v = viei, a derivada

absoluta deste campo em relação a t fica

dv

dt
=
dvi

dt
ei + vi

dei
∂t
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=
dvi

dt
ei + vi

dqj

dt

∂ei
∂qj

.

Introduzindo o símbolo de Christoffel (6.44), resulta

dv

dt
=

(
dvi

dt
+ Γijkv

j dq
k

dt

)
ei

.
=
δvi

δt
ei.

O termo entre parênteses é denominada a derivada absoluta (ou intrínseca) δvi/δt do
componente vi ao longo da curva r (t). Esta derivada é usualmente representada, de acordo com
(6.48), como

δvi

δt
≡ dvi

dt
+ Γijkv

j dq
k

dt
= vi;j

dqj

dt
. (6.59)

Ou seja, pode-se escrever
dv

dt
= vi;j

dqj

dt
ei.

De forma semelhante, as seguintes expressões para as derivadas absolutas das diferentes
formas de um tensor de posto dois podem ser deduzidas,

δT ij

δt
= T ij;k

dqk

dt
δTij
δt

= Tij;k
dqk

dt
δT ij
δt

= T ij;k
dqk

dt
.

As expressões acima atribuem significado à derivação absoluta deste tensor como um todo,

dT
dt

=
δT ij

δt
ei ⊗ ej =

δTij
δt
ei ⊗ ej = · · · .

Finalmente, se ψ
(
q1, . . . , qn

)
é um campo escalar, então sua derivada intrínseca é simples-

mente a derivada ordinária,
δψ

δt
=
dψ

dt
. (6.60)

As derivadas absoluta e covariante obedecem as seguintes propriedades da diferenciação:

1. A derivada de uma soma de tensores é a soma das derivadas.

2. A derivada do produto (externo ou interno) dos tensores T e U é igual a UδT + T δU , onde
o símbolo “δ” representa qualquer tipo de diferenciação.

3. O fato da derivada covariante do tensor de métrica ser nula implica em que as operações
de elevação ou rebaixamento de índices e de diferenciação podem ser permutadas.

6.13.2 CURVAS GEODÉSICAS

Um exemplo importante de aplicação da derivada absoluta de um campo em uma deter-
minada geometria do espaço são as curvas geodésicas. De maneira simples, uma geodésica é
aquela curva no espaço cujos vetores tangentes permanecem paralelos ou invariantes ao longo
da mesma. Em um espaço Riemanniano, a geodésica também é a curva de menor distância
entre dois pontos no espaço.

Em um espaço Euclideano, a geodésica entre dois pontos é, simplesmente, a linha reta entre
os mesmos. Porém em um espaço curvo, a geodésica é realmente uma curva. Uma maneira
alternativa de se definir uma geodésica está relacionada com topologia e geometria diferencial.
Nesta abordagem, a geodésica é a curva de menor distância entre dois pontos sobre uma super-
fície curva no Rn. Esta interpretação é particularmente importante para a teoria da relatividade
geral, uma vez que a geometria do espaço-tempo, ou seja, a sua métrica, é determinada pela pre-
sença de objetos maciços. Quando uma partícula-teste está nas vizinhanças destes objetos, a
sua trajetória entre dois pontos quaisquer neste espaço-tempo segue ao longo de uma geodésica.

É conveniente neste ponto introduzir a definição formal de uma curva no E3. A definição
abaixo é ilustrada pela figura 6.9.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 01/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 6. Álgebra e Análise Tensoriais 321

C

I

Figura 6.9: Uma curva C no espaço E3,
definida como o mapeamento de um in-
tervalo de variação do parâmetro t ∈ I
(I ⊂ R) sobre uma coleção de pontos
P ⊂ E

3, determinados pela variação
do vetor posição r (t).

Definição 6.10 (Curva no espaço E3). Seja I ⊂ R um conjunto de valores do parâmetro t ∈ I e
o espaço Euclideano E3. Uma curva C no espaço E3 é o mapeamento contínuo

I 7−→ E3

das funções x (t) , y (t) , z (t) ∈ C2 (I) sobre E3 tal que para cada t ∈ I existe um e somente um vetor
posição r = r (t) ∈ E3, determinado por

r (t) = (x (t) , y (t) , z (t)) .

Para seguir a discussão, já é possível e conveniente abandonar a restrição do E3 e considerar
um espaço Riemanniano qualquer de dimensão n, denotado por Rn. Uma curva no Rn é definida,
de forma análoga à definição 6.10, como o conjunto de pontos C ⊂ Rn determinados pelo mape-
amento da varredura do parâmetro t ∈ R em imagens das funções q1 (t) , q2 (t) , . . . , qn (t) ∈ C2 (R),
as quais irão formar as n-uplas ordenadas

(
q1 (t) , q2 (t) , . . . , qn (t)

)
∈ C.

Para se determinar então a equação de uma geodésica no Rn, emprega-se com frequência o
cálculo variacional. Neste caso, a geodésica é definida como a curva cujo comprimento possui um
valor estacionário com respeito a variações arbitrariamente pequenas, mas com pontos extremos
mantidos fixos.

Seja então d` o comprimento elementar de arco correspondente ao deslocamento infinitesimal
d` e ti e tf os valores extremos do parâmetro t que determina a curva C entre os pontos A e B,
contidos no Rn. Então, as coordenadas dos pontos ao longo de C serão dadas pelas fórmulas

qi = qi (t) , ti 6 t 6 tf , qi (t) ∈ C3 (R) , i = 1, 2, . . . , n,

sendo que
{
qi (ti)

}
7→ A e

{
qi (tf )

}
7→ B. Portanto, a extensão da curva C, denotada por `, será

dada por

` =

ˆ B

A,C
d`.

De acordo com o princípio variacional acima, a curva geodésica entre A e B será determinada
então por

δ` = δ

ˆ B

A,C
d` = 0.

Mas como o deslocamento d` ocorre ao longo da curva C, o princípio variacional acima pode
ser escrito também em termos de uma integração no parâmetro t. Em um espaço Riemanniano,
o elemento de arco d` é dado por d`2 = gijdq

idqj. Então, ao longo de uma variação infinitesimal
ao longo de C, entre os valores t e t+ dt do parâmetro livre, a coordenada qi (t) varia por

dqi =
dqi

dt
dt,

ou seja, d` varia por

d`2 = gij
dqi

dt

dqj

dt
dt2 =⇒ d` =

√
gij
dqi

dt

dqj

dt
dt.
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Portanto, o princípio variacional pode ser expresso como

δ` = δ

ˆ tf

ti

√
gij
dqi

dt

dqj

dt
dt = 0.

O integrando acima é um funcional das quantidades
{
qi (t)

}
(através do tensor de métrica) e{

dqi/dt
}
, as quais serão determinadas a partir do princípio variacional. Denota-se este funcional

por

L

[{
qi
}
,

{
dqi

dt

}]
=

√
gij
dqi

dt

dqj

dt
.

Portanto, aplicando a variação δ`, mantendo os extremos fixos, resulta

δ` = δ

ˆ tf

ti

L dt =

ˆ tf

ti

δL dt =

ˆ tf

ti

∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂
(
dqi

dt

)δ(dqi
dt

) dt.
Como é usual, a variação δqi corresponde à diferença entre duas formas funcionais para qi (t)
que são arbitrariamente próximas entre si. Denotando estas formas funcionais como qi(1) (t) e
qi(2) (t), escreve-se δqi = qi(2) − q

i
(1) e, portanto,

d

dt

(
δqi
)

=
d

dt

[
qi(2) − q

i
(1)

]
=

d

dt
qi(2) −

d

dt
qi(1) = δ

(
dqi

dt

)
.

Então, integrando por partes o segundo termo, resulta

ˆ tf

ti

∂L

∂
(
dqi

dt

)δ(dqi
dt

)
dt =

ˆ tf

ti

∂L

∂
(
dqi

dt

) d

dt

(
δqi
)
dt

=

�
�
�
�
�
��>

0

∂L

∂
(
dqi

dt

)δqi
∣∣∣∣∣∣
tf

ti

−
ˆ tf

ti

d

dt

 ∂L

∂
(
dqi

dt

)
 δqidt = −

ˆ tf

ti

d

dt

 ∂L

∂
(
dqi

dt

)
 δqidt,

uma vez que os extremos são fixos. Portanto, o princípio variacional sustenta que

δ` =

ˆ tf

ti

∂L

∂qi
− d

dt

 ∂L

∂
(
dqi

dt

)
 δqidt = 0.

Para uma variação arbitrária das coordenadas qi, a identidade acima somente pode ser satisfeita
se forem obedecidas as equações de Euler-Lagrange

∂L

∂qi
− d

dt

 ∂L

∂
(
dqi

dt

)
 = 0, (i = 1, 2, . . . n) .

Até este ponto, o parâmetro t foi considerado arbitrário. Porém, como se deseja relacionar a
geodésica como a curva de menor extensão entre A e B, o parâmetro t será escolhido como o
comprimento de arco ` ao longo da mesma, ou seja,

t = `,
dqi

dt
=
dqi

d`
=⇒ L =

d`

d`
= 1.

Calculando então as derivadas acima,

∂L

∂qi
=

∂

∂qi

√
gjk

dqj

d`

dqk

d`
=

1

2
L −1 ∂gjk

∂qi
dqj

d`

dqk

d`
=

1

2

∂gjk
∂qi

dqj

d`

dqk

d`
.

Já a outra derivada fica

∂L

∂
(
dqi

d`

) =
∂

∂
(
dqi

d`

)√gjk dqj
d`

dqk

d`
=

1

2
gjk

(
δji
dqk

d`
+
dqj

d`
δki

)
= gij

dqj

d`
.
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Para este termo é ainda necessário calcular a derivada absoluta

d

d`

 ∂L

∂
(
dqi

d`

)
 =

d

d`

(
gij
dqj

d`

)
=
dgij
d`

dqj

d`
+ gij

d2qj

d`2
=
∂gij
∂qk

dqk

d`

dqj

d`
+ gij

d2qj

d`2
.

Portanto, as equações de Euler-Lagrange tornam-se

gij
d2qj

d`2
+

(
∂gij
∂qk

− 1

2

∂gjk
∂qi

)
dqj

d`

dqk

d`
= 0.

Nota-se que esta equação pode ainda ser escrita como

gij
d2qj

d`2
+

1

2

(
∂gij
∂qk

+
∂gik
∂qj

− ∂gjk
∂qi

)
dqj

d`

dqk

d`
= 0,

o que, de acordo com (6.47d), resulta em

gij
d2qj

d`2
+ [jk, i]

dqj

d`

dqk

d`
= 0, (i = 1, 2, . . . , n) , (6.61a)

as quais são as equações da curva geodésica. Finalmente, usando (6.47c), pode-se escrever
estas equações também como

d2qi

d`2
+ Γijk

dqj

d`

dqk

d`
= 0 (i = 1, 2, . . . , n) . (6.61b)

Exercício 6.16. Encontre as equações da curva geodésica em coordenadas cilíndricas.

Solução. Usando os resultados para os símbolos de Christoffel obtidos no exercício 6.12, as
equações (6.61b) são escritas para n = 3 e

{
qi
}
7→ {ρ, φ, z}. Os pontos extremos entre `i = 0 e `f

são dados respectivamente pelas coordenadas {ρ, φ, z}i e {ρ, φ, z}f . Então,

d2ρ

d`2
+ Γ1

22

(
dφ

d`

)2

= 0 =⇒ d2ρ

d`2
− ρ

(
dφ

d`

)2

= 0

d2φ

d`2
+ 2Γ2

12

dρ

d`

dφ

d`
= 0 =⇒ d2φ

d`2
+

2

ρ

dρ

d`

dφ

d`
= 0

d2z

d`2
= 0 =⇒ z (`) = zi + (zf − zi)

`

`f
.

A equação para z (`) é trivial, porém, a equações diferenciais para ρ (t) e φ (t) são acopladas e não
lineares, portanto muito difíceis de serem resolvidas analiticamente para dois pontos arbitrários
no E3.

Uma solução simples do sistema acima ocorre quando φ = cte., ou seja, entre dois pontos no
mesmo azimute. Neste caso, o sistema se reduz a

d2ρ

d`2
= 0 =⇒ ρ (`) = ρi + (ρf − ρi)

`

`f
,

ou seja,
z − zi
zf − zi

=
ρ− ρi
ρf − ρi

=⇒ z = zi +
zf − zi
ρf − ρi

(ρ− ρi) ,

a qual é uma linha reta no plano φ = cte. conectando os pontos extremos.

As soluções das equações (6.61) sempre fornecem a curva de menor extensão entre dois pon-
tos para qualquer sistema de coordenadas no Rn. Contudo, em certas situações, é interessante
encontrar a geodésica quando a curva C possui vínculos; por exemplo, a curva de menor ex-
tensão entre os pontos A e B que se encontram sobre a superfície F

({
qi
})

= 0, tal que todos
os pontos ao longo de C também estão sobre essa superfície. Em um espaço Rn, a equação de
superfície define uma variedade16 em Rn−1. Por exemplo, a geodésica sobre uma esfera de raio
a.

Neste caso, a norma da variedade Rn−1 irá determinar um tensor de métrica representado por
uma matriz (n− 1)×(n− 1) e as equações (6.61) ainda poderão ser aplicadas, com uma definição
conveniente das coordenadas qi sobre essa variedade.

16Variedade (manifold) é uma generalização do conceito de superfície em geometria diferencial e topologia. Uma
variedade de dimensão n é um espaço topológico que nas vizinhanças de cada ponto assemelha-se a um espaço En.
Curvas e circunferências são variedades no R1; esferas e cilindros são variedades no R2.
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Exercício 6.17. Encontre a curva geodésica conectando dois pontos sobre a superfície de um
cilindro ρ = cte. e que está vinculada a esta superfície.

Solução. Neste caso, as equações obtidas no exercício 6.16 não podem ser aplicadas, pois mesmo
que os pontos extremos {ρ, φ, z}i e {ρ, φ, z}f encontrem-se sobre a superfície, a curva de menor
extensão não está necessariamente restrita à mesma. Isto pode ser verificado colocando dρ/d` =
0 nas equações. Observa-se que a única solução compatível neste caso é ρ = cte. e φ = cte.,
o que corresponde a uma reta vertical sobre a superfície do cilíndro. Esta é a única solução
possível para as equações obtidas.

Sobre a superfície ρ = cte. pode ser realizada a parametrização φ = φ (`), sendo que então
o elemento de arco é dado por d`2 = ds2 + dz2, sendo ds = ρdφ. Neste caso, n = 2, o tensor de
métrica é simplesmente gij = δij e os símbolos de Christoffel são nulos. Assim, as equações
geodésicas ficam dadas simplesmente por

d2s

d`2
= 0 =⇒ s (`) = ρφ (`) =⇒ φ (`) = φi + (φf − φi)

`

`f

d2z

d`2
= 0 =⇒ z (`) = zi + (zf − zi)

`

`f
.

Ou seja,
z − zi
zf − zi

=
φ− φi
φf − φi

=⇒ z = zi + (zf − zi)
φ− φi
φf − φi

,

a qual descreve uma hélice sobre a superfície cilíndrica.

Exercício 6.18. Usando o resultado do exercício 6.17, calcule a extensão da geodésica que une
os pontos Cartesianos P = (x, y, z) = (1, 0, 0) e Q = (0, 1, 1) sobre a superfície cilíndrica de raio
ρ = 1.

Solução. De acordo com o exemplo, a curva geodésica que une os pontos P e Q é

z =
2

π
φ =⇒ dz =

2

π
dφ.

Então, o elemento de arco é

d`2 = dφ2 +
4

π2
dφ2

e a extensão da geodésica é dada por

`P→Q =

ˆ Q

P

d` =

√
1 +

4

π2

ˆ π/2

0

dφ =

√
1 +

π2

4
= 1, 86209588912 . . . .

Para comparar, a linha reta unindo P a Q possui uma extensão igual a
√

3 = 1, 73205080757 · · · <
`P→Q.

Exercício 6.19. Mostre que sobre a superfície de uma esfera todas as curvas meridianas são
geodésicas. Mostre também que nenhuma outra circunferência é uma geodésica.

Solução. Dada uma esfera de raio a, esta se trata de uma variedade no R2 com
{
q1, q2

}
7→ {θ, φ}.

O elemento de arco sobre esta superfície é d`2 = a2
(
dθ2 + sen2 θdφ2

)
. Então, o tensor de métrica

e os símbolos de Christoffel (6.46b) são dados por

g =

(
a2 0
0 a2 sen2 θ

)
=⇒ Γθ =

(
0 0
0− sen θ cos θ

)
, Γφ =

(
0 cotan θ

cotan θ 0

)
,

e as equações da geodésica (6.61b) se tornam

d2θ

d`2
− sen θ cos θ

(
dφ

d`

)2

= 0

d2φ

d`2
+ 2 cotan θ

dθ

d`

dφ

d`
= 0.
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Embora estas equações sejam não lineares e acopladas, pode-se usar a simetria de uma esfera
para se realizar a demonstração. Assumindo que φ = cte., as equações acima reduzem-se a

d2θ

d`2
= 0 =⇒ θ (`) = θi + (θf − θi)

`

`f
,

ou seja, qualquer meridiano da esfera é uma curva geodésica.
Tomando agora θi 6= π/2 e assumindo circunferências θ = cte., as equações reduzem-se a

dφ

d`
= 0 =⇒ φ = cte.,

o que contradiz a suposição inicial. Por outro lado, se θ = π/2 = cte., as equações são consisten-
tes com dφ/d` = cte. 6= 0. Portanto, exceto as meridianas e a linha do equador, nenhuma outra
circunferência sobre a esfera é uma geodésica.

6.13.3 TRANSPORTE PARALELO DE CAMPOS VETORIAIS

Em um espaço Euclideano, um campo vetorial v (r) é denominado um campo de vetores
paralelos se os seus componentes

{
vi
}

são constantes, ou seja, se ∂vi/∂qj = 0. De forma
equivalente, supondo que o vetor v possui os seus componentes

{
vi
}

definidos em um ponto P

do En, localizado pela n-upla
(
q1, q2, . . . , qn

)
, se o ponto P é deslocado por dr, localizando então

no ponto r+dr, o campo vetorial nesta nova posição é dado por v+dv. Diz-se então que o campo
vetorial v sofre um transporte paralelo se ∂vi/∂qj = 0.

Um exemplo deste tipo de campo vetorial é fornecido pelo campo elétrico no interior de um
capacitor de placas paralelas. Nesta região o campo E é uniforme, isto é, em todos os pontos
este possui os mesmos módulo, direção e sentido. Outro exemplo seria o campo de aceleração
gravitacional nas proximidades da superfície terrestre.

Deseja-se agora generalizar este conceito para qualquer campo vetorial em um espaço Rie-
manniano. Será verificado também que a definição realizada abaixo para um campo de vetores
paralelos em um espaço curvo qualquer também pode ser empregada para definir as curvas
geodésicas neste espaço.

Nas seções 6.11 e 6.13.1 mostrou-se que, dados os componentes
{
vi
(
q1, . . . , qn

)}
, sua deri-

vada coordenada usual ∂vi/∂qj não é um tensor, mas sim a sua derivada covariante ou a sua
derivada absoluta ao longo de uma curva qi = qi (t). Portanto, para manter a característica ten-
sorial, o transporte paralelo de um campo vetorial em um espaço Riemanniano deve ser definido
de forma distinta do que é feito no espaço Euclideano.

x2

x1

x3

q1

q2

q3

v

C

P

Figura 6.10: Campo vetorial v transportado pa-
ralelamente à curva C em E

3. No ponto P , es-
tão também representadas as curvas coordenadas{
q1, q2, q3

}
.

Considera-se então um espaço Riemanniano
Rn, no qual uma curva C é parametrizada por

C 7→ qi = qi (t) , (ti 6 t 6 tf , i = 1, 2, . . . , n) ,

e um campo vetorial v = v
(
q1, . . . , qn

)
em Rn. Diz-

se que v é um campo de vetores paralelos a C, ou,
de forma equivalente, que v é transportado parale-
lamente ao longo de C se a derivada intrínseca de v
ao longo desta curva é nula, isto é, se

dv

dt
= 0. (6.62)

O comportamento de um campo vetorial trans-
portado paralelo a uma curva C no E3 está repre-
sentado na figura 6.10. No ponto P , pode-se ob-
servar também uma representação para as curvas
coordenadas

{
q1, q2, q3

}
neste ponto.

De forma equivalente, pode-se definir através
de (6.62) um campo vetorial transportado parale-
lamente ao longo de uma curva C que se estende
sobre uma variedade no Rn−1. Para exemplificar,
com esta última definição é possível discutir cam-
pos de vetores paralelos sobre uma superfície curva no R3.
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qj = qj(t)

viP

viQ

P
(

qj
)

Q
(

qj + dqj
)

Figura 6.11: Componente vi transportada paralela-
mente ao longo da curva C. Quando a coordenada
qj (t) varia entre os pontos P e Q, a componente
varia de viP a viQ.

Segue então de (6.59) que a componente con-
travariante vi de v satisfaz a equação diferencial

δvi

δt
=
dvi

dt
+ Γijkv

j dq
k

dt
= 0. (6.63a)

Ou seja, ao longo de C, a componente vi varia por

dvi

dt
= −Γijkv

j dq
k

dt
ou dvi = −Γijkv

jdqk, (6.63b)

quando o parâmetro varia de t a t + dt, sendo que
vj e Γijk são calculados nas coordenadas corres-
pondentes a t. A quantidade dvi em (6.63b) mostra
que à medida que o campo v é transportado para-
lelamente ao longo da curva C, sua i-ésima compo-
nente varia por dvi quando as coordenadas variam
de qj para qj + dqj. Este comportamento está ilus-

trado na figura 6.11 e mostra como o transporte paralelo de um campo vetorial em um espaço
curvo difere de um espaço plano. Neste último caso, os símbolos de Christoffel são todos nulos
e, portanto, dvi = 0, ou seja, as componentes de v não se alteram ao longo da curva C.

Da mesma forma, a componente covariante vi de v satisfaz a equação diferencial

δvi
δt

=
dvi
dt
− Γjikvj

dqk

dt
= 0, (6.64a)

ou seja, a i-ésima componente covariante de v varia por

dvi = Γjikvjdq
k (6.64b)

ao longo de C quando a j-ésima coordenada varia de qj a qj + dqj.
Dados agora dois campos vetoriais v e w que são transportados paralelamente ao longo

da mesma curva C, pode-se mostrar facilmente que tanto os módulos dos mesmos quanto o
ângulo θ entre v e w permanecem constantes durante os seus transportes. Isto ocorre porque,
em primeiro lugar, de acordo com (6.60) a derivada intrínseca de um escalar é igual a igual a
sua derivada ordinária. Em segundo lugar, de acordo com o teorema de Ricci (teorema 6.1),
a derivada covariante do tensor de métrica é nula; consequentemente, sua derivada absoluta
também o será. Assim, dado o invariante

v · w = vw cos θ = viwi = gijv
iwj ,

resulta
d

dt
(v · w) =

δ

δt

(
gijv

iwj
)

= gij
δvi

δt
wj + gijv

i δw
j

δt
= 0, (6.65a)

de acordo com (6.63a). Portanto, se w = v, então

d

dt
(v · v) =

dv2

dt
= 2v

dv

dt
= 0, (6.65b)

ou seja, o módulo de v permanece constante ao longo do transporte paralelo do vetor. O mesmo
acontecendo com o módulo de w. Por consequência, o ângulo θ entre os mesmos,

d

dt
(v · w) =

d

dt
(vw cos θ) = vw

d

dt
cos θ = −vw sen θ

dθ

dt
= 0, (6.65c)

também permanece constante ao longo de C, mesmo para θ 6= 0 ou θ 6= π.
Considera-se agora o parâmetro t como sendo novamente o comprimento de arco ` ao longo

da curva C. O elemento de arco é dado sempre por d` =
√
gijqiqj, de tal forma que, de acordo

com a discussão realizada na seção 6.13.2,

d` =

√
gij
dqi

d`

dqj

d`
d` = L d` =⇒ L =

√
gij
dqi

d`

dqj

d`
= 1 =⇒ gij

dqi

d`

dqj

d`
= 1,

ao longo de C. Como λ .
= dr/d` é um vetor, este resultado mostra que o mesmo é unitário. Porém,

o interessante aqui é que, em primeiro lugar, λ é o vetor tangente a C em todos os pontos. Em
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segundo lugar, e o mais importante, de acordo com (6.63), a derivada intrínseca da i-ésima
componente de λ quando este é transportado paralelamente ao longo de C, resulta ser

δλi

δ`
=
dλi

d`
+ Γijkλ

j dq
k

d`
=
d2qi

d`2
+ Γijk

dqj

d`

dqk

d`
= 0,

a qual é justamente a equação diferencial satisfeita pela curva geodésica, (equação 6.61b).
Portanto, um vetor que é tangente a uma curva geodésica em um determinado ponto e que

é transportado paralelamente ao longo desta curva permanecerá sempre tangente à geodésica.
Segue disto que, dado um campo vetorial que é sempre tangente a alguma variedade no Rn, as
curvas geodésicas sobre esta variedade podem sempre ser estabelecidas de forma inequívoca a
partir deste campo vetorial.

N

S

A B

α

Figura 6.12: Transporte paralelo de um
vetor ao longo de um caminho fechado
C : (A→ N → B → A) sobre uma es-
fera. Ao retornar ao ponto A, o ve-
tor teve sua orientação original alte-
rada pelo ângulo α.

Um exemplo de um campo vetorial deste tipo vem de uma
superfície esférica no E3. Sobre esta superfície, os vetores
unitários êθ são sempre tangentes à mesma. Estes vetores
unitários são sempre transportados paralelamente ao longo
de uma curva meridiana, a qual é, de acordo com o exemplo
6.19, uma curva geodésica sobre a superfície esférica.

Dados agora os vetores λ e w que são transportados pa-
ralelamente ao longo de uma curva geodésica, sendo que λ
é o campo vetorial tangente à mesma, os resultados (6.65b e
c) mostram que não somente o módulo de w permanece con-
tante ao longo da geodésica, mas que também o seu ângulo
com a curva não varia durante o seu transporte.

A figura 6.12 ilustra o transporte paralelo de um vetor ao
longo de geodésicas de um espaço R2 esférico. Partindo do
ponto A e seguindo até N ao longo de um meridiano (curva
geodésica), o vetor permanece tangencial à curva ao longo
do trajeto. Em seguida, o mesmo vetor é transportado para-
lelamente ao longo de outra geodésica conectando os pontos
N e B. Finalmente, o vetor é paralelamente transportado de
B a A ao longo da terceira geodésica (linha do equador). Ao
retornar ao ponto de partida, o vetor, embora tenha sido pa-
ralelamente transportado ao longo de um caminho fechado
composto somente por curvas geodésicas, resulta com uma
orientação espacial que difere de sua orientação original pelo ângulo α ilustrado na figura.

Este tipo de resultado é típico de espaços denominados curvos e não ocorre em espaços
planos, como o En. Qualquer vetor transportado paralelamente em um espaço Euclideano ao
longo de suas geodésicas (linhas retas), sempre irá retornar ao ponto de partida com a mesma
orientação inicial. Uma medida da curvatura de um espaço é fornecida pelo tensor de Riemann,
discutido na próxima seção.

6.14 OS TENSORES DE RIEMANN, RICCI E EINSTEIN

O cálculo do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel para uma determinada métrica no
Rn consiste no método mais prático para determinar se o espaço descrito pela métrica é plano
ou curvo e, neste último caso, para então determinar a sua curvatura. Em outras palavras, o
tensor de Riemann mede o quanto o tensor de métrica é ou não localmente isométrico à métrica
Euclideana.

Nesta seção será realizada uma dedução do tensor de Riemann e discutidas algumas de suas
propriedades. Em seguida, serão obtidos dois outros tensores relacionados, os tensores de Ricci
e de Einstein, este último sendo fundamental na teoria da relatividade generalizada.

6.14.1 O TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN-CHRISTOFFEL

Uma quantidade fundamental para a geometria de espaços curvos e para a dinâmica de
corpos materiais em tais espaços, é o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel. Este tensor
está relacionado com as diferenças obtidas nos componentes de tensores quando o desloca-
mento paralelo dos mesmos entre dois pontos do espaço Rn ocorre por dois caminhos distintos.
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328 6.14. Os tensores de Riemann, Ricci e Einstein

Matematicamente, esta diferença está relacionada com a ausência de simetria na ordem das
derivadas mistas em espaços curvos. Em análise de funções matemáticas, se u = u (x, y) é uma
função das variáveis x e y e pertence à classe C2 (R), i. e., é duas vezes diferenciável em qualquer
uma das variáveis, então ∂2u/∂x∂y = ∂2u/∂y∂x. Contudo, em espaços curvos, a diferenciação
covariante dos componentes de um tensor não apresenta, em geral, a mesma propriedade.

dqi

Q
(

qi + dqi
)

P
(

qi
)

δqiQ

S, S ′

dqiRδqi

R
(

qi + δqi
)

Figura 6.13: Os deslocamentos paralelos do seg-
mento δqi ao longo de PQ e de dqi ao longo de
PR resultam no mesmo ponto final S′ = S.

Uma maneira ilustrativa de verificar a origem
desta diferença pode ser apresentada consideran-
do o deslocamento paralelo de um campo vetorial
entre dois pontos infinitesimalmente próximos no
Rn. A alteração nos componentes do campo veto-
rial pode ocorrer de maneiras distintas se forem
escolhidos dois caminhos diferentes ao longo de
curvas geodésicas, os quais delimitam assim uma
superfície elementar no Rn. Esta alteração nos va-
lores finais de uma determinada componente do
campo vetorial leva à definição do tensor de curva-
tura.

Em primeiro lugar, é necessário verificar que di-
ferentes caminhos ao longo de curvas geodésicas,
que delimitam uma superfície no Rn, conduzem, de
fato, ao mesmo ponto final em um espaço curvo.
Para tanto, considera-se um ponto inicial P con-

tido no Rn, ilustrado na figura 6.13. A partir deste ponto, consideram-se dois deslocamentos dis-
tintos, ambos partindo de P

({
qi
})

e chegando, respectivamente, a Q
({
qi + dqi

})
e R

({
qi + δqi

})
,

sendo que estes não são necessariamente infinitesimais. O símbolo “d” indica aqui um determi-
nado incremento na coordenada, ao passo que “δ” representa um outro incremento.

Imagina-se agora que o segmento PR é deslocado de tal forma que quando o ponto P coincidir
com Q, o ponto R coincidirá com o ponto S na figura 6.13. Isto equivale a definir o segmento
QS, composto pelo mapeamento unívoco de cada ponto ao longo de PR sendo transladado pela
quantidade “d”, resultando nos mapeamentos P → Q : qi → qi + dqi, P → R : qi → qi + δqi, e então

R→ S : qi + δqi → qi + δqi + dqiR,

sendo
S : qi + δqi + dqiR = qi + δqi + d

(
qi + δqi

)
= qi + δqi + dqi + d

(
δqi
)

as coordenadas do ponto S. Como δr = δqiei é um vetor no Rn e como os deslocamentos
ocorrem ao longo de geodésicas, então, se os deslocamentos “d” e “δ” tornarem-se elementares,
o transporte paralelo de δqi resulta em

d
(
δqi
)

= −Γijk(P )δq
jdqk,

de acordo com (6.63b), onde Γijk(P ) indica que os símbolos de Christoffel devem ser calculados
no ponto P . De forma similar, se o segmento PQ é deslocado de tal forma que quando P coincide
com R, o ponto Q coincide com o ponto S′, resultando assim no segmento RS′. Desta maneira,
cada ponto ao longo de PQ é transladado pela quantidade “δ”, resultando no mapeamento

Q→ S′ : qi + dqi → qi + dqi + δqiQ.

Assim, as coordenadas do ponto S′ são

S′ : qi + dqi + δqiQ = qi + dqi + δ
(
qi + dqi

)
= qi + dqi + δqi + δ

(
dqi
)
.

Portanto, se o deslocamento “δ” for elementar, a variação na coordenada dqi também é dada por
(6.63b), resultando em

δ
(
dqi
)

= −Γijk(P )dq
jδqk.

Comparando as expressões para d
(
δqi
)

e δ
(
dqi
)
, observa-se que uma simples troca de índices

mudos, aliada à simetria de Γijk frente à permutação dos índices j e k, mostra que ambas as
expressões são idênticas, resultando, portanto, que S′ = S. Ou seja, as curvas elementares
C1 ≡ CP→R→S e C2 ≡ CP→Q→S′ , partindo do mesmo ponto inicial P , conduzem ao mesmo ponto
final, desde que estas sejam realizadas ao longo de curvas geodésicas no Rn.
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P

Q

R

S

δqi

dqi

viQ

viSQviSR

viR

viP

C2

C1

Figura 6.14: O deslocamento paralelo do vetor v
do ponto P ao ponto S ao longo de dois cami-
nhos distintos resulta em diferentes valores para a
componente vi.

Considera-se agora o transporte paralelo de um
campo vetorial v = viei ao longo de ambos os ca-
minhos C1 e C2 da figura 6.13. Este transporte está
ilustrado agora na figura 6.14. O campo vetorial é
suposto estar definido no ponto P , onde suas com-
ponentes possuem valores iguais a

{
viP
}
, e estes

componentes são transportados até o ponto S ao
longo de dois caminhos distintos:
C1 : Realiza-se o transporte paralelo de v de P até
Q com um deslocamento

{
dqi
}
, resultando então

nas componentes
{
viQ
}
. Em seguida, realiza-se o

transporte paralelo do mesmo vetor de Q até S com
o deslocamento

{
δqi
}
, resultando nos valores finais{

viSQ
}

para as componentes de v.
C2 : Desloca-se v paralelamente de P a R por

{
δqi
}
.

Em seguida, desloca-se o mesmo de R a S por{
dqi
}
, resultando as componentes

{
viSR

}
.

As componentes
{
viSQ

}
e
{
viSR

}
são idênticas

ou distintas entre si? Em geral, para um espaço
curvo, viSQ 6= viSR e a razão para tanto pode ser en-
tendida calculando as variações da i-ésima compo-
nente de v ao longo dos dois caminhos distintos.

Ao longo do transporte paralelo P → Q, a refe-
rida componente resulta com o valor

viQ = viP + dviP ,

onde dviP é a variação de vi no referido deslocamento. De acordo com (6.63b), para um desloca-
mento suficientemente pequeno,

dviP = −Γijk(P )v
j
P dq

k,

onde
{

Γijk(P )

}
são os valores assumidos pelos símbolos de Christoffel no ponto P . Ou seja,

viQ = viP − Γijk(P )v
j
P dq

k.

A componente viQ é agora transportada ao ponto S, assumindo o valor viSQ no mesmo, a qual
é dada por

viSQ = viQ + δviQ = viQ − Γijk(Q)v
j
Qδq

k,

onde agora
{

Γijk(Q)

}
são os símbolos de Christoffel em Q. Como estes são funções das coorde-

nadas
{
qi
}
, pode-se escrever, para dqi pequeno o suficiente,

Γijk = Γijk
({
qi
})

=⇒ Γijk(Q) = Γijk(P ) +
∂Γijk
∂q`

∣∣∣∣∣
P

dq` ≡ Γijk(P ) + Γijk,`dq
`,

sendo Γijk,` ≡ ∂Γijk/∂q
` em P . Então, a componente viSQ acima pode ser escrita como

viSQ = viP − Γijk(P )v
j
P dq

k −
(

Γijk(P ) + Γijk,`dq
`
)(

vjP − Γjmn(P )v
m
P dq

n
)
δqk

= viP − Γijk(P )v
j
P dq

k − Γijk(P )v
j
P δq

k − Γijk,`v
j
P δq

kdq` + Γijk(P )Γ
j
mn(P )v

m
P δq

kdqn + O
[(
dqi
)3]

= vi − Γijkv
jdqk − Γijkv

jδqk − Γijk,`v
jδqkdq` + ΓijkΓjmnv

mδqkdqn + O
[(
dqi
)3]

.

Na última expressão, o índice “P ” foi removido porque todas as quantidades no lado direito são
calculadas neste ponto.

Realizando agora o mesmo procedimento para o transporte P → R→ S, resulta

viSR = vi − Γijkv
jδqk − Γijkv

jdqk − Γijk,`v
jdqkδq` + ΓijkΓjmnv

mdqkδqn + O
[(
dqi
)3]

.
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Portanto, a diferença na i-ésima componente de v no ponto S, para dois caminhos arbitrários e
distintos partindo de P , é igual a

viSR − viSQ = Γijk,`v
jδqkdq` − Γijk,`v

jdqkδq` + ΓijkΓjmnv
mdqkδqn − ΓijkΓjmnv

mδqkdqn,

onde foram mantidos somente os termos até segunda ordem em dqi.
A diferença acima pode ser escrita como

viSR − viSQ = Rij`kv
jdqkδq`, (6.66a)

onde
Rijk` ≡ Γijk,` − Γij`,k + Γim`Γ

m
jk − ΓimkΓmj` (6.66b)

é o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel misto ou do segundo tipo. Como vi, dqk e
δq` em (6.66a) são todos componentes de vetores, pela regra do quociente as quantidades

{
Rijk`

}
realmente compõe um tensor de posto quatro. Uma outra maneira de se escrever (6.66b) é na
forma de determinantes,

Rijk` =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂q`
∂

∂qk

Γij` Γijk

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
Γim` Γimk

Γmj` Γmjk

∣∣∣∣∣∣ . (6.66c)

Observa-se que o tensor de curvatura independe do campo v; este depende somente do tensor
de métrica e de suas derivadas, ou seja, é uma função somente da geometria do espaço curvo.
Para que o valor de viS independa do caminho adotado a partir de P , é necessário que Rijk` = 0,
uma vez que o campo v é arbitrário. Em um espaço Euclideano, sempre é possível encontrar um
sistema de coordenadas (Cartesiano, por exemplo), onde Γijk = 0. Neste sistema de coordenadas,
o tensor de curvatura é identicamente nulo. Pode-se mostrar que o mesmo ocorre para qualquer
outro sistema de coordenadas neste espaço.

Através do tensor de curvatura, é possível atribuir significado ao termo espaço plano ou
Euclideano, como sendo aquele onde o tensor de Riemann-Christoffel é identicamente nulo em
todos os pontos deste espaço. Se esta condição não for satisfeita, o espaço é curvo ou não
Euclideano. Este resultado é de fundamental importância para a dinâmica de sistemas físicos
em espaços curvos, descritos por teorias tais como a Relatividade Geral.

Se ao invés das componentes contravariantes de v fossem realizados os transportes paralelos
das componentes covariantes {vi} entre os pontos P e S da figura 6.14, pode-se mostrar, com o
emprego de (6.64b), que a diferença entre os valores de viS obtidos nos dois caminhos distintos
seria igual a

viSR − viSQ = −Rji`kvjdq
kδq`.

Estes resultados mostram que o deslocamento paralelo de um vetor e, em geral, de um
tensor, entre dois pontos de um espaço Riemanniano depende do caminho escolhido. Segue
disto que se um tensor é deslocado paralelamente ao longo de uma curva fechada formada por
geodésicas, ao retornar ao ponto de partida os seus componentes não irão possuir em geral os
mesmos valores que possuiam originalmente. Este fato, característico de espaços curvos, tem
consequências importantes para a física acerca do conceito de campos conservativos em espaços
Riemannianos curvos.

Um tensor associado a Rijk` é
Rijk` = gimR

m
jk`, (6.67a)

denominado o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel covariante ou do primeiro tipo.
Não é difícil verificar que este tensor pode ser escrito como

Rijk` = [jk, i],` − [j`, i],k + [ik,m] Γmj` − [i`,m] Γmjk (6.67b)

= [jk, i],` − [j`, i],k + gmn ([ik,m] [j`, n]− [i`,m] [jk, n]) (6.67c)

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂q`
∂

∂qk

[j`, i] [jk, i]

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
[ik,m] [i`,m]

Γmjk Γmj`

∣∣∣∣∣∣ (6.67d)

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂q`
∂

∂qk

[j`, i] [jk, i]

∣∣∣∣∣∣∣+ gmn

∣∣∣∣∣∣
[ik,m] [i`,m]

[jk, n] [j`, n]

∣∣∣∣∣∣ . (6.67e)
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PROPRIEDADES DO TENSOR DE CURVATURA

Pode-se ver, tanto a partir da definição de Rijk` em (6.66) quanto a partir da definição de Rijk`
em (6.67) que as seguintes propriedades de simetria são satisfeitas:

Rijk` = −Rij`k Rijk` = −Rij`k (6.68a)

Rijk` = −Rjik` Rijk` = −Rjik` (6.68b)

Rijk` = Rk`ij Rijk` = Rk`ij . (6.68c)

Uma consequência digna de nota da antissimetria do tensor de curvatura frente aos pares inici-
ais e finais de índices, propriedades (6.68a,b), é:

(NS) : Riik` = Rijkk = Riik` = Rijkk = 0. (6.68d)

A seguinte propriedade cíclica também é válida: se qualquer índice do tensor é mantido fixo
enquanto os três índices restantes são permutados de forma cíclica e os componentes resultantes
são adicionados, o resultado é nulo. Por exemplo,

Rijk` +Rik`j +Ri`jk = 0. (6.68e)

As propriedades de simetria (6.68a-e) reduzem substancialmente o número total de compo-
nentes independentes do tensor de curvatura. Em um espaço Rn, este tensor possui, ao todo, n4

componentes. Porém, com as simetrias conhecidas, o número de componentes independentes
é de “somente” n2

(
n2 − 1

)
/12, ao todo. A tabela a seguir ilustra estes números para algumas

dimensionalidades:

Dimensionalidade do espaço 1 2 3 4 5
Número total de componentes 1 16 81 256 625
Número de componentes independentes 0 1 6 20 50

O fato de que o número de componentes independentes em um espaço unidimensional é nulo
implica em que estes espaços são necessariamente Euclideanos. Isto pode ser entendido pelo
fato de que o elemento de arco em um espaço 1D geral deve necessariamente ser do tipo

d`2 = f (q) dq2,

o qual pode ser transformado a um espaço Cartesiano do tipo d`2 = dq′2 através da definição
dq′ =

√
f (q)dq.

Exercício 6.20. Encontre os componentes do tensor de curvatura no espaço de dimensão 2
sobre a superfície de uma esfera de raio a.

Solução. Dados os símbolos de Christoffel para esta variedade, obtidos no exemplo 6.19, pode-
se escrever os símbolos de Christoffel do primeiro tipo e o tensor de métrica na forma matricial
como

[i] =

(
[11, i] [12, i]
[21, i] [22, i]

)
=⇒ [θ] =

(
0 0
0−a2 sen θ cos θ

)
e [φ] =

(
0 a2 sen θ cos θ

a2 sen θ cos θ 0

)
.

Então, como há somente 1 componente independente no tensor de curvatura, e como

g−1 =

(
a−2 0
0 a−2 sen−2 θ

)
,

pode-se tomar o componente R1221 = Rθφφθ como este componente e calcular a partir de (6.67c),

R1221 = [φφ, θ],θ + gφφ [θφ, φ] [φθ, φ]

= a2 sen2 θ.

Os outros componentes de Rij`k são dados por (6.68a-e). Ou seja, este de fato é um espaço
curvo.
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6.14.2 O TENSOR DE RICCI E O ESCALAR DE CURVATURA

Dois outros tensores importantes para a dinâmica de partículas e campos em espaços curvos
são os tensores de Ricci e de Einstein. Ambos são obtidos a partir do tensor de curvatura de
Riemann-Christoffel.

O tensor de Ricci é obtido a partir da contração de Rijk` dado por (6.66b,c) como

Rij = Rkijk = gpkRpijk (6.69a)

= Γkij,k − Γkik,j + Γ`ijΓ
k
k` − Γ`ikΓkj` (6.69b)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂qk
∂

∂qj

Γkik Γkij

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
Γkk` Γkj`

Γ`ik Γ`ij

∣∣∣∣∣∣ . (6.69c)

Uma outra expressão importante para o tensor de Ricci pode ser obtida a partir da identidade
(6.55). Empregando (6.51a) e (6.47c), esta pode ser escrita como

∂g

∂qi
= ggmn ([mi, n] + [ni,m]) = 2gΓmim =⇒ Γmim =

∂

∂qi
ln
√
|g|.

Portanto, (6.69b) pode ser expresso em termos de g como

Rij = Γkij,k − Γ`ikΓkj` −
∂2 ln

√
|g|

∂qi∂qj
+ Γ`ij

∂

∂q`
ln
√
|g|. (6.69d)

A partir da expressão (6.69d), pode-se ver facilmente que o tensor de Ricci é simétrico, Rij =
Rji. Devido a isso, o número de componentes independentes de Rij é igual a n (n+ 1) /2. Em
uma variedade no R4, se a métrica for determinada pelas equações diferenciais parciais Rij = 0,
isto resultará em um sistema de 10 equações, as quais foram adotadas por Einstein como as
equações do campo gravitacional no espaço livre, na teoria da relatividade geral.

Uma contração adicional de índices sobre o tensor de Ricci (6.69) determina o escalar de
curvatura ou de Ricci,

R = Rii = gijRij = gijgpkRpijk. (6.70)

O escalar de Ricci será sempre não nulo em um espaço curvo. Esta quantidade irá aparecer logo
abaixo, nas equações de Einstein para o campo gravitacional.

6.14.3 O TENSOR DE EINSTEIN E AS EQUAÇÕES DO CAMPO GRA-
VITACIONAL

As equações de campo de Einstein, ou simplesmente as equações de Einstein consistem em
um conjunto de equações diferenciais que descrevem a interação gravitacional entre corpos físi-
cos como o resultado da curvatura do espaço-tempo causada pela presença de matéria e energia.
As equações de Einstein formam a parte quantitativa da teoria da relatividade generalizada e
foram publicados pela primeira vez em 1915,17 sendo divulgadas novamente em 1916, quando
então a teoria completa foi publicada.18

Para se obter o tensor derivado por Einstein na relatividade geral, pode-se partir da identidade
de Bianchi

Rijk`;m +Rij`m;k +Rijmk;` = 0,

a qual pode ser obtida a partir de (6.68e). Multiplicando esta identidade por gi`gjk, usando a
antissimetria do tensor de curvatura e lembrando que a derivada covariante do tensor de métrica
é nula, obtém-se

gjkR`jk`;m − gjkR`jm`;k − gi`Rkimk;` = 0,

17Die Feldgleichungen der Gravitation (As equações de campo da gravitação). Sitzungsberichte der Preussis-
chen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, p. 844–847, 25 de novembro de 1915. Acesso: https://www.
biodiversitylibrary.org/item/92536#page/920/mode/1up (versão em inglês: https://einsteinpapers.press.
princeton.edu/vol6-trans/129).

18Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie (Os fundamentos da teoria da relatividade geral). Annalen der
Physik, v. 354, n. 7, p. 769-822, 11 de maio de 1916. Acesso doi: 10.1002/andp.19163540702 (versão em inglês:
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol6-trans/158).
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ou seja,
gjkRjk;m − gjkRjm;k − gi`Rim;` = 0,

que também pode ser escrita como

Rkk;m − 2Rkm;k = 0.

Dado agora o escalar de Ricci (6.70),

R ≡ gijRij ,

observa-se que R,k = gijRij;k = Rjj;k; ou seja, a identidade anterior pode ser reescrita como

R,m − 2Rkm;k = 0,

ou como (
Rkm −

1

2
δkmR

)
;k

= 0.

A condição suficiente para o cumprimento da identidade acima forma o sistema de equações

Gij = 0, (6.71a)

sendo que o tensor

Gij
.
= Rij −

1

2
δijR (6.71b)

é o tensor de Einstein.
Em um espaço de dimensão 4, as 10 equações diferenciais parciais em (6.71a) são as equa-

ções de Einstein para o espaço livre, isto é, as equações de campo da teoria geral da relati-
vidade para um corpo massivo no vácuo (sem a presença de outros campos) e sem a constante
cosmológica.

6.15 APLICAÇÕES FÍSICAS

Algumas aplicações físicas do conteúdo desenvolvido neste capítulo serão apresentadas agora.

6.15.1 A TRANSFORMAÇÃO DE LORENTZ, O ESPAÇO-TEMPO DE

MINKOWSKI E A FORMULAÇÃO COVARIANTE DO ELETRO-
MAGNETISMO CLÁSSICO

Será realizada aqui uma breve abordagem da transformação de Lorentz e do espaço vetorial
de Minkowski, dentro do contexto da relatividade restrita. Não se pretende realizar aqui uma
introdução à teoria da relatividade, mas sim somente apresentar um conjunto de expressões
relevantes para a próxima seção, onde será discutida a formulação covariante do eletromagne-
tismo clássico.

As origens da teoria da relatividade restrita estão relacionadas com o desenvolvimento do
eletromagnetismo clássico, ocorrido principalmente durante a segunda metade do século XIX,
com os trabalhos de James Clerk Maxwell (1831 – 1879). Pode-se afirmar que a unificação da
eletricidade e do magnetismo nas equações de Maxwell forçou o desenvolvimento da relatividade.

Os fundamentos da teoria foram construídos a partir das contribuições pioneiras de diversos
matemáticos e físicos, destacando-se em particular o trabalho do físico holandês Hendrik Antoon
Lorentz (1853 – 1928), a partir de 1890, com contribuições importantes fornecidas pelo físico-
matemático Jules Henri Poincaré (1854 – 1912). Contudo, foi o físico alemão Albert Einstein
(1979 – 1955) quem contribuiu com as ideias cruciais, principalmente com a publicação em
1905 do artigo:

Zur Elektrodynamik bewegter Körper.19 Annalen der Physik, v. 322, n. 10, pp. 891
– 921, Juni 1905.

19Acerca da eletrodinâmica dos corpos em movimento. Acesso livre no doi: 10.1002/andp.19053221004. Versão em
inglês: https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol2-trans/154.
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Na física moderna, a teoria da relatividade restrita é suposta válida para todas as formas de
interações, exceto em fenômenos gravitacionais de larga escala, onde é necessário empregar a te-
oria generalizada da relatividade. Em particular, fenômenos atômicos, nucleares e subatômicos
não podem ser adequadamente descritos sem o uso da relatividade.

6.15.1.1 A SITUAÇÃO ANTERIOR A 1900. A TRANSFORMAÇÃO DE GALILEU

Nos 40 anos anteriores a 1900, a eletricidade, o magnetismo e a óptica tiveram as suas
relações mutuas devidamente estabelecidas na teoria eletromagnética descrita pelas equações
de Maxwell.

Uma vez que a experiência prévia com movimento ondulatório sempre envolvera um meio
necesário para a propagação da onda, era natural assumir que a luz também necessitaria de
um meio, denominado éter, o qual permearia todo o espaço, possuía densidade desprezível
e interagia fracamente com a matéria ordinária. Este meio existia somente para permitir a
propagação de ondas eletromagnéticas.

A hipótese do éter colocava os fenômenos eletromagnéticos em um plano conceitual distinto
da mecânica Newtoniana. Nesta, os conceitos de espaço e tempo são separáveis, sendo o tempo
uma quantidade absoluta, independente do referencial e que era determinado por um referencial
absoluto, possivelmente em repouso em relação às estrelas distantes. Paralelamente, as leis da
mecânica são as mesmas em diferentes referenciais inerciais, isto é, elas são invariantes frente
a uma transformação de Galileu.

K

K
′

x1

x2

x3

x
′

1

x
′

2

x
′

3

O

O
′

P

r
r
′

R(t)

R(t) = vt

Figura 6.15: Transformação entre os referenciais
inerciais K e K′.

Para enfatizar a distinção entre a mecânica
Newtoniana e o eletromagnetismo, será conside-
rada brevemente a aplicação da relatividade Ga-
lileana a cada uma destas teorias. A figura 6.15
mostra dois sistemas de referência K e K ′, com
coordenadas (x1, x2, x3; t) e (x′1, x

′
2, x
′
3; t′), respecti-

vamente, sendo que o referencial K ′ se move em
relação a K com velocidade relativa v (constante)
e as origens de ambos os referenciais concordam
no instante t = t′ = 0. Na transformação de Gali-
leu, as coordenadas espaciais e o tempo em cada
referencial estão relacionados de acordo com{

r′ = r − vt
t′ = t

⇐⇒

{
r = r′ + vt′

t = t′.
(6.72)

A lei de transformação (6.72) descreve uma sim-
ples translação, para um determinado instante de
tempo. No contexto desta transformação, o sis-
tema físico é descrito matematicamente no espaço
Euclideano E3. Verifica-se facilmente que nesta
transformação os elementos de comprimento nos

dois referenciais são os mesmos,

d`2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 = dx′21 + dx′22 + dx′23 ,

pois ambos são mensurados no mesmo instante de tempo, o qual não influi na métrica do
espaço. Ou seja, o tensor de métrica é, simplesmente, gij = δij, como se espera em um espaço
Euclideano com coordenadas Cartesianas.

A lei de transformação (6.72) é perfeitamente adequada para a mecânica Newtoniana, pois
as suas leis físicas são invariantes frente a uma transformação de Galileo. Para exemplificar,
considera-se um sistema de partículas interagindo por meio de potenciais centrais. Supondo
que a equação de movimento da i-ésima partícula no sistema K ′ seja

dp′i
dt′

= −∇′i

∑
j 6=i

Vij
(∣∣r′i − r′j∣∣)

 ,
a qual é a expressão para a segunda lei de Newton, sendo r′i (t′) e p′i (t′) respectivamente a po-
sição e o momentum linear instantâneos da i-ésima partícula medidos no referencial K ’. Nesta
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expressão também está indicado o potencial de interação entre as partículas i e j, Vij
(∣∣r′i − r′j∣∣),

o qual origina-se da força central conservativa de interação entre as mesmas. Estas interações
podem ser gravitacionais ou elétricas, por exemplo. Finalmente, ∇′i = x̂j∂/∂x

′
ij é o operador gra-

diente, calculado no referencial K ′, sendo x′ij (t′) a j-ésima coordenada da posição instantânea
r′i (t′).

Denominando u (t) = dr/dt a velocidade instantânea de uma partícula, mensurada por um
determinado referencial, a lei de transformação (6.72) implica na seguinte fórmula de transfor-
mação para as velocidades medidas em cada referencial,

u′ = u− v ⇐⇒ u = u′ + v. (6.73)

Como a métrica do espaço é a mesma em ambos os referenciais, então ∇′i = ∇i, onde ∇i é o
operador gradiente aplicado sobre ri. Portanto, a lei (6.72) implica em que

dp′i
dt′

=
dpi
dt

e r′i − r′j = ri − rj ,

e a equação de movimento para a i-ésima partícula, transformada do referencial K ′ para K
resulta

dpi
dt

= −∇i

∑
j 6=i

Vij (|ri − rj |)

 ,
possuindo a mesma forma matemática apresentada em relação a K ′. Ou seja, a mecânica
Newtoniana é invariante frente a uma transformação de Galileu.

6.15.1.2 EQUAÇÕES DE MAXWELL E A TRANSFORMAÇÃO DE GALILEU

Em contraste com a invariância da mecânica, as leis do eletromagnetismo mudam conforme o
referencial, se for assumida uma transformação de Galileu. As equações de Maxwell e expressões
relacionadas para distribuições de carga e corrente elétricas no vácuo e no sistema Gaussiano
de unidades são:

∇ · E = 4πρ (Lei de Gauss: eletricidade)

∇×B − 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
J (Lei de Ampère)

∇ ·B = 0 (Lei de Gauss: magnetismo)

∇× E +
1

c

∂B

∂t
= 0 (Lei de Faraday)

(6.74a)

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 (Equação da continuidade), (6.74b)

sendo E (r, t), B (r, t), ρ (r, t) e J (r, t) respectivamente os campos elétrico e de indução magnética
e as densidades de carga e corrente elétricas. Os campos também podem ser expressos em
termos dos potenciais escalar Φ (r, t) e vetor A (r, t) como

B (r, t) =∇×A (r, t) e E (r, t)= −∇Φ− 1

c

∂A

∂t
. (6.75)

Combinando as leis de Ampère e Faraday de forma a desacoplar os campos, obtém-se as
equações da onda eletromagnética

1

c2
∂2E

∂t2
+∇×∇× E = −4π

c2
∂J

∂t
1

c2
∂2B

∂t2
+∇×∇×B =

4π

c
∇× J ,

sendo que a densidade de corrente cumpre aqui o papel de fonte. Pode-se também obter equa-
ções para os potenciais eletromagnéticos, as quais são

∇2Φ +
1

c

∂

∂t
(∇ ·A) = −4πρ

1

c2
∂2A

∂t2
+∇×∇×A+

1

c
∇
(
∂Φ

∂t

)
=

4π

c
J .
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Nota-se que nas formas gerais acima, as equações para os potenciais são acopladas. Con-
tudo, sobre os potenciais podem ser aplicadas transformações de calibre (gauge)

A (r, t) −→ A′ (r, t) = A (r, t) +∇Λ (r, t)

Φ (r, t) −→ Φ′ (r, t) = Φ (r, t)− 1

c

∂Λ

∂t
,

sem que as equações de campo sejam alteradas. Nestas transformações, Λ (r, t) é um campo
escalar arbitrário, denominado função de calibre. Há infinitas transformações de calibre possí-
veis, mas uma transformação de particular importância para a relatividade restrita é o calibre
de Lorenz, proposto pelo físico-matemático dinamarquês Ludvig Valentin Lorenz (1829 – 1891).
Neste calibre, o campo Λ (r, t) é escolhido de tal forma que a condição de Lorenz,

∇ ·A+
1

c

∂Φ

∂t
= 0, (6.76)

é satisfeita. Com esta condição, as equações para os potenciais tornam-se desacopladas e for-
malmente idênticas às equações para os campos, isto é,

1

c2
∂2Φ

∂t2
−∇2Φ = 4πρ (6.77a)

1

c2
∂2A

∂t2
−∇2A =

4π

c
J (6.77b)

1

c2
∂2Λ

∂t2
−∇2Λ = 0, (6.77c)

sendo que a última equação determina a função de calibre Λ (r, t). Esta equação foi obtida as-
sumindo que a condição de Lorenz é também invariante frente a uma transformação de calibre.

Portanto, observa-se que no calibre de Lorenz tanto os campos quanto os potenciais, bem
como a própria função de calibre, satisfazem equações diferenciais que possuem todas a estru-
tura formal de uma equação de onda. Este fato é relevante para a discussão a seguir, acerca da
modificação que uma transformação de Galileu K → K ′ impõe sobre a equação da onda.

Já na descoberta do fenômeno da indução magnética, realizada em meados do ano de 1831 de
forma independente pelo físico britânico Michael Faraday (1791 – 1867) e pelo físico americano
Joseph Henry (1797 – 1878) e que foi formalizada pela lei de Faraday, que a discussão acerca
da transformação dos campos eletromagnéticos frente a uma mudança de referencial é levada a
cabo.

Na lei de Faraday, a variação do fluxo de indução magnética B induz o surgimento do campo
elétrico E. Para a descoberta e determinação desta lei foi empregado um aparato experimental
que consistia em um circuito elétrico que delimita uma área que é atravessada pelo fluxo magné-
tico variável, fazendo surgir então uma força eletromotriz (fem) induzida . Esta fem surge porque
a variação temporal do fluxo magnético faz surgir um campo elétrico ao longo do circuito. Com
base neste tipo de equipamento que a lei de Faraday foi proposta. Contudo, esta lei somente
é válida quando está envolvido o campo elétrico medido no referencial de repouso do circuito.
Se o circuito está em movimento relativo ao equipamento de medida, então a lei de Faraday
impõe uma transformação no campo elétrico devido ao movimento relativo entre o circuito e o
laboratório.

Realizando uma análise cuidadosa da lei de Faraday, pode-se mostrar que se no referencial
de laboratório (referencial K na figura 6.15) o campo elétrico é igual a E e no referencial K ′ o
campo é E′, então estes campos relacionam-se por

E = E′ − 1

c

(
v ×B′

)
e E′ = E +

1

c
(v ×B) . (6.78)

Estas expressões são as leis de transformação de Galileu para o campo elétrico. Nota-se que
não é feita menção sobre a possibilidade de transformação também do campo B. De fato, neste
contexto, B′ = B.

Para se investigar a questão da invariância (ou não) das equações de Maxwell frente a uma
transformação de Galileu, é necessário primeiro verificar como os operadores diferenciais ∇ e
∂/∂t se transformam neste contexto. Para auxiliar nesta derivação, será suposta a existência de
um campo escalar ψ = ψ (r, t), o qual é um invariante de Galileu, ou seja, o valor do campo na
posição P , ilustrada na figura 6.15, e no instante t, é o mesmo, quer este seja mensurado a partir
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do referencial K, quer seja mensurado a partir do referencial K ′. Se ψ for uma componente de
um vetor, é necessário considerar separadamente a lei de transformação da mesma, além da
transformação dos operadores diferenciais.

Para o operador gradiente, o valor de ∇ψ no ponto P , mensurado em relação ao referencial
K, será tomado da seguinte maneira. Assumindo que o observador em K consiga mensurar
simultaneamente os valores do campo no ponto P , na posição r, e na posição r2 = r + ∆r,
suficientemente próxima ao ponto P , então a quantidade

ψ (x1 + ∆x1, x2, x3, t)− ψ (x1, x2, x3, t)

∆x1
≡ ∆1ψ

∆x1

será igual, no limite ∆x1 → 0, a ∂ψ/∂x1. O mesmo ocorrendo para as outras coordenadas. Já no
referencial K ′, também é possível fazer a mesma suposição. Então, pode-se definir a quantidade

ψ (x′1 + ∆x′1, x
′
2, x
′
3, t)− ψ (x′1, x

′
2, x
′
3, t)

∆x′1
≡ ∆′1ψ

∆x′1
.

Mas, de acordo com a transformação (6.72), ∆x′1 = x′12 − x′1 = x12 − x1, já que t′ = t. Além disso
como d`′ = d`, resulta então que

∇′ψ =∇ψ =⇒∇′ =∇.

Por outro lado a derivada temporal é mais complicada. Assumindo que o ponto P está em
repouso em relação a K, então realiza-se duas medições do valor do campo neste ponto, nos
instantes t1 e t2, definindo a quantidade

ψ (r, t2)− ψ (r, t1)

t2 − t1
≡ ∆tψ

∆t
.

Já em relação a K ′, o ponto P está em movimento. Portanto, realizando duas medidas de ψ
neste ponto nos instantes t′1 e t′2, sendo que em relação a K ′ o ponto P está, respectivamente,
nas posições r′1 e r′2 , pode-se definir a quantidade

ψ (r′2, t
′
2)− ψ (r′1, t

′
1)

t′2 − t′1
≡ ∆′tψ

∆t′
.

Se ∆t′ = t′2 − t′1 for pequeno o suficiente, pode-se realizar um desenvolvimento de ψ em série de
Taylor, mantendo somente os termos de ordem mais baixa,

ψ (r′2, t
′
2) ≈ ψ (r′1, t

′
1) + (t′2 − t′1)

∂ψ

∂t′1
+ (r′2 − r′1) · ∂ψ

∂r′1
.

Então,
∆′tψ

∆t′
≈ ∂ψ

∂t′1
+
r′2 − r′1
t′2 − t′1

· ∂ψ
∂r′1

.

Como ψ, ∆t e ∆t′ são invariantes de Galileu, então, chamando t′1 = t′ e r1′ = r′, no limite
∆t = ∆t′ → 0 obtém-se

∂ψ

∂t
=
∂ψ

∂t′
−
(
v · ∇′

)
ψ.

Portanto, as leis de transformação de Galileu dos operadores diferenciais são∇ =∇′
∂

∂t
=
∂

∂t′
−
(
v · ∇′

) ⇐⇒

∇
′ =∇

∂

∂t′
=
∂

∂t
+ (v · ∇).

(6.79)

Cabe mencionar aqui que o mesmo resultado poderia ser obtido caso fosse feita uma antecipação
na definição de quadrivetores e se considerasse a quádrupla ({xµ}) = (ct, r), (µ = 0, . . . , 3). Neste
caso, com a lei de transformação (6.72) e empregando a regra da cadeia, seria possível escrever

∂

∂xµ
=
∂x′ν

∂xµ
∂

∂x′ν
=⇒


∂

∂xi
=
∂x′0

∂xi
∂

∂x′0
+
∂x′j

∂xi
∂

∂x′j
= δji

∂

∂x′j
=
∂

∂x′i

∂

∂x0
=
∂x′0

∂x0

∂

∂x′0
+
∂x′i

∂x0

∂

∂x′i
⇒ 1

c

∂

∂t
=

1

c

∂

∂t′
− vi

c

∂

∂x′i
,

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 01/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



338 6.15. Aplicações físicas

onde os índices latinos variam de 1 a 3.
Para verificar como as densidades de carga e corrente se transformam, considera-se um

conjunto de cargas puntiformes. Neste caso,

ρ (r, t) =
∑
i

qiδ (r − ri (t))

J (r, t) =
∑
i

qiui (t) δ (r − ri (t)) .

Então, de acordo com (6.72) e (6.73),

ρ′ (r′, t′) =
∑
i

qiδ (r′ − r′i (t′)) =
∑
i

qiδ (r − ri (t)) = ρ (r, t)

J ′ (r′, t′) =
∑
i

qiu
′
i (t′) δ (r′ − r′i (t′)) =

∑
i

qi (ui (t)− v) δ (r − ri (t)) = J (r, t)− vρ (r, t) .

Ou seja, {
ρ′ (r′, t′) = ρ (r, t)

J ′ (r′, t′) = J (r, t)− vρ (r, t)
⇐⇒

{
ρ (r, t) = ρ′ (r′, t′)

J (r, t) = J ′ (r′, t′) + vρ′ (r′, t′) .
(6.80)

Pode-se então verificar a transformação das equações de Maxwell e da equação de conti-
nuidade. Supondo que estas equações assumem as suas formas conhecidas no referencial K,
emprega-se as transformações (6.78), (6.79) e (6.80) inicialmente na equação da continuidade
para verificar a sua forma no referencial K ′:

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0

K→K′−−−−→ ∂ρ′

∂t′
+∇′ · J ′ +∇′ · (vρ′)−

(
v · ∇′

)
ρ′ = 0.

Como ∇′ · (vρ′) =
(
v · ∇′

)
ρ′, observa-se que a equação da continuidade é invariante frente a

uma equação de Galileo. Fisicamente, isto significa que a transformação de Galileo respeita o
princípio da conservação da carga elétrica.

Contudo, as equações de Maxwell tomam as seguintes formas frente a uma transformação
de Galileo:

∇ ·E = 4πρ
K→K′−−−−→ ∇′ ·E′ −∇′ ·

(
β×B′

)
= 4πρ′

∇ ·B = 0
K→K′−−−−→ ∇ ·B′ = 0

∇×B − 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
J

K→K′−−−−→ ∇′ ×B′ − 1

c

∂

∂t′
(
E′ − β×B′

)
+

1

c

(
v · ∇′

) (
E′ − β×B′

)
=

4π

c

(
J ′ + vρ′

)
∇× E +

1

c

∂B

∂t
= 0

K→K′−−−−→ ∇′ ×E′ + 1

c

∂B′

∂t′

−∇′ ×
(
β×B′

)
− 1

c

(
v · ∇′

)
B′ = 0,

onde β = v/c. Na lei de Faraday, os últimos dois termos são nulos, uma vez que ∇′×
(
β×B′

)
=

−
(
β · ∇′

)
B′. Portanto, somente a lei de Gauss do magnetismo e a lei de Faraday são invariantes

em forma. As leis de Gauss da eletricidade e de Ampère são modificadas pela transformação de
Galileu. Isto implica também que as equações da onda eletromagnética também se transformam.

A conclusão é que do ponto de vista da transformação de Galileu, as equações de Maxwell
somente são válidas em um referencial absoluto. Pode-se dizer que a transformação de Galileu
implica na existência do éter.

6.15.1.3 A TRANSFORMAÇÃO DE LORENTZ E OS PRINCÍPIOS DA RELATIVIDADE
RESTRITA

Em uma tentativa de contornar o conflito que surgiu entre as leis do eletromagnetismo e
as leis de transformação entre referenciais, Hendrik Lorentz propôs, em 1985, uma nova lei de
transformação que tratava o tempo não mais como um parâmetro livre nas equações de campo,
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mas como uma nova coordenada que também é alterada na transformação de referenciais. Ou-
tras pessoas contribuíram na elaboração desta nova transformação, dentre as quais pode-se
mencionar o físico-matemático alemão Woldemar Voigt (1850 – 1919), o físico-matemático bri-
tânico Joseph Larmor (1857 – 1942), Henri Poincaré, que consolidou o desenvolvimento mate-
mático desta transformação e a denominou transformação de Lorentz e, finalmente, Albert
Einstein, que em 1905 incorporou a mesma na sua teoria da relatividade restrita. Na literatura
atual, pode-se encontrar diversas derivações distintas da transformação de Lorentz. Aqui, a
mesma será apresentada sem a sua dedução.

Fazendo novamente referência à figura 6.15, considera-se dois referenciais inerciais K e K ′,
sendo que este último desloca-se com velocidade v constante em relação ao primeiro. Agora,
porém, deve existir uma quarta coordenada, a coordenada temporal x0 = ct, cujo eixo Cartesiano
está orientado perpendicularmente ao hiper-plano 3D no qual os eixos espaciais {xi} estão
localizados. Se as origens O e O′ de ambos os referenciais coincidem em t = t′ = 0, então a
transformação entre as coordenadas de K e K ′ é dada por:

ct′ = γ (ct− β · r)

r′ = r +
γ − 1

β2
(β · r)β − γβct

⇐⇒


ct = γ (ct′ + β · r′)

r = r′ +
γ − 1

β2
(β · r′)β + γβct′,

(6.81a)

onde foram definidos os parâmetros beta (β) e gama (γ) de Lorentz, respectivamente dados por

β =
v

c
e γ =

1√
1− β2

. (6.81b)

Posteriormente, será demonstrado que as equações de Maxwell são invariantes em forma frente
a transformação (6.81a).

Definindo as componentes paralela
(
r‖
)

e perpendicular (r⊥) do vetor posição em relação a
β,

r‖ =
β · r
β2

β e r⊥ = r − r‖ =
(β × r)× β

β2
,

a transformação de Lorentz pode também ser expressa de uma forma mais simples e intuitiva
como 

ct′ = γ (ct− β · r)

r′‖ = γ
(
r‖ − βct

)
r′⊥ = r⊥

⇐⇒


ct = γ (ct′ + β · r′)

r‖ = γ
(
r′‖ + βct′

)
r⊥ = r′⊥.

(6.81c)

Com relação à teoria da relatividade restrita, esta será abordada de uma maneira sucinta.
Como foi visto na seção anterior, as equações de Maxwell não são invariantes frente a uma
transformação de Galileu. De acordo com estas, uma onda eletromagnética necessariamente
requer um meio para se propagar, tal como ocorre com ondas mecânicas. Este meio seria o
éter, o qual não havia sido detectado em experimentos específicos, tais como o experimento de
Michelson-Morley. Embora acredita-se que Albert Einstein não estava ciente dos resultados des-
tes experimentos em 1905, mesmo assim a hipótese do éter não era aceitável a partir de suas
concepções individuais a respeito do espaço-tempo e do comportamento dos campos eletromag-
néticos. Confrontado com o fato de que as equações de Maxwell não são invariantes frente a
uma transformação de Galileu, Albert Einstein considerou as seguintes possibilidades:

1. As equações de Maxwell estavam incorretas. Uma teoria correta do eletromagnetismo de-
veria ser invariante frente a uma transformação de Galileu.

2. Existia um referencial privilegiado para o eletromagnetismo, no qual o éter está em repouso.

3. Existe um princípio da relatividade, distinto da relatividade galileana, e válido tanto para
a mecânica quanto para o eletromagnetismo. Isto implicaria em alterações nas leis da
mecânica.

A escolha realizada por Einstein a favor da possibilidade 3 levou-o a propor 2 postulados
fundamentais:

Postulado 1 (Postulado da relatividade). As leis da natureza e os resultados decorrentes de
quaisquer experimentos realizados em um dado sistema de referências são independentes
do movimento de translação do sistema como um todo.
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Postulado 2 (Postulado da constância da velocidade da luz). A velocidade da luz é constante
e independente do movimento da fonte emissora.

Postulado 2′ (alternativo). Em todo sistema inercial de referências, existe uma velocidade li-
mite finita universal, denotada por c, para todas as entidades físicas.

Com base nestes postulados e assumindo outros princípios físicos tais como a isotropia do
espaço livre, Einstein realizou sua própria derivação da transformação de Lorentz e demonstrou
que as equações de Maxwell são invariantes em forma para estas transformações.

Fazendo referência novamente aos referenciais K e K ′ na figura 6.15, se no instante t = t′ = 0,
quando as origens O e O′ coincidem, for emitido um pulso luminoso a partir da origem comum,
então, de acordo com o postulado 2, as frentes de onda observadas por observadores situados
nas origens de cada referencial irão se propagar na forma de ondas esféricas que se deslocam
com a mesma velocidade, igual a c. Do ponto de vista do observador no referecial K, a frente de
onda no instante t localiza-se no ponto (x1, x2, x3) determinado pela equação

3∑
i=1

x2
i − c2t2 = 0,

ao passo que a mesma frente de onda, vista pelo observador em K ′, atinge o ponto (x′1, x
′
2, x
′
3) no

instante t′, determinado por
3∑
i=1

x′2i − c′2t′2 = 0.

Definindo uma nova coordenada em cada referencial como

x0 = ict e x′0 = ict′,

os postulados da relatividade e o princípio de isotropia do espaço demandam então que

3∑
µ=0

x2
µ =

3∑
µ=0

x′2µ .

Com base nesta expressão, a qual é análoga a uma rotação de eixos em um espaço de dimensão
4 que preserva a métrica do espaço,20 Einstein derivou novamente a transformação (6.81).

6.15.1.4 O ESPAÇO-TEMPO DE MINKOWSKI E OS QUADRIVETORES

Com base nos trabalhos de Lorentz, Poincaré e Einstein, em 1907 o matemático alemão Her-
mann Minkowski (1864 – 1909) mostrou que a teoria da relatividade restrita poderia ser melhor
formalizada assumindo que os fenômenos físicos ocorrem não em um espaço de dimensão 3,
mas em um espaço de dimensão 4, doravante denominado o espaço-tempo de Minkowski,
aqui representado por M4. Neste espaço, uma transformação de Lorentz corresponde a uma
rotação arbitrária dos eixos em torno da origem.

Einstein, que foi estudante de Minkowski no Instituto Eletrotécnico de Zurique, inicialmente
considerou o trabalho de Minkowski como um simples artifício matemático, porém posterior-
mente percebeu que a interpretação geométrica do M4 seria necessária para a compreensão e
desenvolvimento de sua posterior teoria da relatividade geral.

Formalmente, o espaço-tempo de Minkowski é um espaço vetorial real de dimensão 4. Este
possui, portanto, 4 vetores de base, os quais não necessitam em geral ser considerados. Um
vetor do M4, portanto, possui 4 componentes que podem estar na forma contravariante ou co-
variante. Estes vetores do M4 são usualmente denominados quadrivetores. Cada quadrivetor
possui 3 componentes que correspondem às coordenadas espaciais usuais do E3 mais uma co-
ordenada temporal igual a ct. Uma coordenada qualquer de um quadrivetor, quer seja temporal
ou espacial, será identificada por um índice grego (µ, ν, . . . ). Quando for necessário especificar
explicitamente uma coordenada espacial, será empregado um índice latino (i, j, . . . ). Finalmente,
quando for necessário especificar explicitamente a coordenada temporal, será empregado o ín-
dice “0”. O quadrivetor posição noM4 tem os seus componentes escritos na forma contravariante

20Porém agora em um espaço vetorial complexo.
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definidos como uma quádrupla de números que pode ser representada de diferentes maneiras
como: (

x0, x1, x2, x3
)

= ({xµ}) =
(
x0,
{
xi
})

= (ct, r) , onde µ = 0, . . . , 3 e i = 1, . . . , 3.

No espaço M4 está suposta a validade de uma transformação xµ → x′µ que leva as coordena-
das {xµ} a novas coordenadas

x′µ = x′µ ({xν}) , (µ = 0, . . . , 3) ,

de acordo com a transformação de Lorentz (6.81). Esta transformação pode ser escrita de uma
forma compacta como

x′µ = Λµνx
ν , (6.82a)

sendo que Λµν é denominada a matriz de transformação de Lorentz. Obviamente, é válida
também a transformação inversa

xµ =
(
Λ−1

)µ
ν
x′ν , (6.82b)

onde

Λµα
(
Λ−1

)α
ν

= δµν , sendo [δµν ] =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


a delta de Kronecker escrita na forma de um tensor de posto 2 misto. Comparando (6.82a,b)
com (6.81), conclui-se que

Λ0
0 = γ

(
Λ−1

)0
0

= γ

Λ0
i = Λi0 = −γβi

(
Λ−1

)0
i

=
(
Λ−1

)i
0

= γβi

Λij = δij + (γ − 1)
βiβj
β2

(
Λ−1

)i
j

= δij + (γ − 1)
βiβj
β2

.

(6.82c)

Ou, na forma matricial,

Λ ≡


γ −γβ1 −γβ2 −γβ3

−γβ1 1 + (γ − 1)
β21
β2 (γ − 1) β1β2β2 (γ − 1) β1β3β2

−γβ2 (γ − 1) β1β2β2 1 + (γ − 1)
β22
β2 (γ − 1) β2β3β2

−γβ3 (γ − 1) β1β3β2 (γ − 1) β2β3β2 1 + (γ − 1)
β23
β2

 (6.82d)

Λ−1 ≡


γ γβ1 γβ2 γβ3

γβ1 1 + (γ − 1)
β21
β2 (γ − 1) β1β2β2 (γ − 1) β1β3β2

γβ2 (γ − 1) β1β2β2 1 + (γ − 1)
β22
β2 (γ − 1) β2β3β2

γβ3 (γ − 1) β1β3β2 (γ − 1) β2β3β2 1 + (γ − 1)
β23
β2

 . (6.82e)

De acordo com os postulados da relatividade, dados dois referenciais inerciais K e K ′, dois
eventos quaisquer sempre ocorrem com separações espaço-temporais dadas respectivamente
por {dxµ} e {dx′µ}, de tal forma que a quantidade

ds2 .
=
(
dx0
)2 − (dx1

)2 − (dx2
)2 − (dx3

)2
= ds′2 ≡

(
dx′0

)2 − (dx′1)2 − (dx′2)2 − (dx′3)2 (6.83a)

permanece sempre invariante frente a uma transformação de Lorentz.
A quantidade ds2 definida em (6.83a) é denominada um intervalo infinitesimal entre even-

tos no espaço-tempo de Minkowski, ou, simplesmente, a métrica de Minkowski. Nota-se que
ds2 não é positivo-definido, pois em princípio sempre é possível encontrar uma transformação
tal que ds2 < 0.21

Desta maneira, é possível definir o tensor de métrica do M4 a partir do intervalo ds2, de tal
forma que

ds2 = gµνdx
µdxν , (6.83b)

21Porém, esta transformação, denominada tipo-espaço, viola a causalidade implícita nos postulados da relatividade.
As outras transformações possíveis são tipo-tempo, para a qual ds2 > 0 e tipo-luz, para a qual ds2 = 0 (para xµ 6= 0).
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onde

g =


1 0 0 0
0−1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , sendo que g = det (g) = −1. (6.83c)

O tensor de métrica (6.83b,c) mostra que o espaçoM4 é plano; porém, de acordo com a defini-
ção 6.9, é um tipo de espaço pseudo-Riemanniano, os quais são assim denominados justamente
por apresentarem sua métrica dada por expressões como (6.83a). Em tais espaços, é comum
caracterizar-se o tensor de métrica também por sua assinatura, a qual é o conjunto de números
indicando a quantidade de autovalores positivos, negativos e nulos do tensor de métrica. No
caso do M4, a assinatura do tensor de métrica é indicada por {+,−,−,−}.

Propriedades matemáticas do tensor de métrica do M4:

1. gµν = gνµ (simétrico).

2. gµν = gµν (forma contravariante).

3. gµαgαν = gµν = δµν (forma mista).

4. Tr (g) = −2.

Não será realizada aqui uma discussão ampla das consequências físicas das transformações
de Lorentz e dos postulados da relatividade. Discussões a respeito do conceito de simultanei-
dade, contração espacial, adição de velocidades e cone de luz são referidas a textos específicos
sobre relatividade. O único conceito relevante para a presente discussão é do tempo próprio.

Considera-se uma partícula com velocidade instantânea u (t) em relação ao referencial K.
Em um intervalo de tempo dt, sua posição muda por dr = udt. De (6.83a), o elemento de arco no
espaço-tempo percorrido pela partícula é

ds2 = c2dt2 − |dr|2 = c2dt2
(
1− β2

u

)
em K,

sendo βu = u/c o fator beta da velocidade instantânea da partícula em K.
Dado agora o referencial K ′ onde a partícula está instantaneamente em repouso, como dr′ = 0

em K ′, a partícula percorre o elemento de arco ds′2 somente ao longo da coordenada temporal,
ou seja,

ds′2 = c2dt′2 ≡ c2dτ2 em K ′.

Como este elemento de arco é um invariante frente a transformação de Lorentz, isto é, ds′2 = ds2,
isto implica que

dτ =
√

1− β2
u (t)dt =

dt

γu (t)
, sendo γu (t) =

(
1− β2

u (t)
)−1/2

.

A outra implicação é que a quantidade dτ também é um invariante de Lorentz. Esta quantidade é
o elemento de tempo próprio da partícula, ou seja, o intervalo infinitesimal de tempo mensurado
no referencial instantaneamente em repouso com a mesma.

Se for possível resolver a equação de movimento da partícula no referencial K entre os ins-
tantes t1 e t2, então o intervalo de tempo próprio transcorrido no referencial em repouso com a
partícula será dado por

∆τ =

ˆ t2

t1

dt

γu (t)
.

Este resultado mostra também que ∆τ 6 ∆t = t2 − t1, uma vez que γu > 1 sempre. Ou seja,
em qualquer referencial, o intervalo de tempo medido para um determinado processo físico será
sempre maior ou igual que o tempo transcorrido no referencial em repouso com a partícula. Este
fenômeno é denominado de dilatação temporal.

Dado o tensor de métrica na teoria da relatividade restrita, pode-se agora definir os seguintes
objetos que compõe o espaço-tempo de Minkowski:

Tensores de posto zero. Também denominados escalares ou invariantes de Lorentz.

Tensores de posto um. Também denominados quadrivetores. Como os componentes de um
quadrivetor podem estar na forma contravariante ou covariante, será empregada uma no-
tação própria que indica explicitamente qual é a forma dos mesmos.
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Vetores contravariantes. Tomando como exemplo o quadrivetor posição, um quadrivetor
com componentes contravariantes possui uma componente temporal a0 e três compo-
nentes espaciais a =

(
a1, a2, a3

)
, sendo este denotado de forma genérica como

ã ≡
(
a0,a

)
=
(
a0, a1, a2, a3

)
.

As componenes aµ = aµ (r̃) transformam-se de acordo com (6.41) e (6.82a) como

a′µ =
∂x′µ

∂xν
aν = Λµνa

ν , (6.84a)

ou, de forma explícita,

a′0 = Λ0
νa
ν = Λ0

0a
0 + Λ0

ia
i = γa0 − γβ · a (6.84b)

a′i = Λiνa
ν = Λi0a

0 + Λija
j = ai − γa0βi + (γ − 1)

β · a
β2

βi. (6.84c)

A transformação inversa, de acordo com (6.82b), é

aµ =
∂xµ

∂x′ν
a′ν =

(
Λ−1

)µ
ν
a′ν . (6.84d)

Vetores covariantes. Um quadrivetor com componentes covariantes possui uma compo-
nente temporal a0 e três componentes espaciais ({ai}). Usando a propriedade de rebai-
xamento de índice do tensor de métrica, percebe-se facilmente, com o uso de (6.83c)
que a relação aµ = gµνa

ν implica que

a0 = a0 e ai = −ai.

Este quadrivetor com componentes covariantes é denotado de forma genérica como

a˜ = (a0, a1, a2, a3) = (a0,−a) .

Suas componentes aµ = aµ (r̃) transformam-se, de acordo com (6.41) e (6.82b) como

a′µ =
∂xν

∂x′µ
aν =

(
Λ−1

)ν
µ
aν , (6.85a)

a′0 =
(
Λ−1

)ν
0
aν = γa0 − γβ · a

a′i =
(
Λ−1

)ν
i
aν = ai + γa0βi − (γ − 1)

β · a
β2

βi.

A transformação inversa, de acordo com (6.82a), é

aµ =
∂x′ν

∂xµ
a′ν =

(
Λ−1

)ν
µ
a′ν . (6.85b)

Da mesma forma como ocorre com o quadrivetor covariante, a forma contravariante
pode ser obtida a partir da primeira usando o tensor de métrica: aµ = gµνaν .

Tensores de posto dois. Podem ter seus componentes em três formas: contravariantes, cova-
riantes ou mistos.

Tensor contravariante. Trata-se de um tensor Fµν com 16 componentes que se trans-
forma de acordo com as regras dadas por (6.41) e (6.82a):

F ′µν =
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
Fαβ = ΛµαΛνβF

αβ . (6.86a)

Tensor covariante. Trata-se de um tensor Fµν com 16 componentes que se transforma de
acordo com (6.41) e (6.82b):

F ′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
Fαβ =

(
Λ−1

)α
µ

(
Λ−1

)β
ν
Fαβ . (6.86b)
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Tensor misto. Uma das possíveis formas é o tensor Fµν com 16 componentes que se trans-
forma como:

F ′µν =
∂x′µ

∂xα
∂xβ

∂x′ν
Fαβ = Λµα

(
Λ−1

)β
ν
Fαβ . (6.86c)

As diferentes formas do tensor F podem ser obtidas usando a propriedade de elevação
ou rebaixamento de índices do tensor de métrica. Por exemplo,

Fµν = gµαgνβFαβ , Fµν = gµαgνβF
αβ , Fµν = gµαFαν .

O produto interno no espaço-tempo de Minkowski possui uma definição ligeiramente distinta
do mesmo produto em um espaço Euclideano. Dados os quadrivetores pertencentes ao M4, o
produto interno entre quaisquer dois vetores corresponde ao mapeamento M4 ×M4 7→ R que
satisfaz as seguintes propriedades:

1. Simetria. Dados os quadrivetores ã e b̃, o seu produto interno é

aµbµ = aµb
µ = a0b0 − a · b.

2. Bilinearidade. Dados ã, b̃ e ṽ ∈M4 e d ∈ R, então

(daµ + bµ) vµ = daµvµ + bµvµ.

3. Dados ã e b̃ ∈M4, se aµbµ = 0 para qualquer b̃ ∈M4, então, necessariamente, ã = 0.

Dado o quadrivetor ã ∈M4, a sua magnitude é definida por

‖ã‖2 =
∥∥a˜∥∥2

= aµaµ = a0a0 − a2,

sendo a2 a norma Euclideana de seus componentes espaciais. Nota-se que, ao contrário do
que ocorre em um espaço Euclideano, a magnitude de um quadrivetor não é necessariamente
positivo-definida, uma vez que o espaço de Mikowski é pseudo-Euclideano.22

Como era esperado, o produto interno de dois quadrivetores é um invariante de Lorentz, isto
é, dados ã e b̃, de acordo com (6.84) e (6.85),

a′µb′µ = a′µb
′µ = Λµα

(
Λ−1

)β
µ
aαbβ = δβαa

αbβ = aαbα.

Se os vetores ã e b̃ forem ambos não nulos, mas aµbµ = aµb
µ = 0, então estes são ditos serem

(algebricamente) ortogonais.
Cabe também discutir a maneira como o operador diferencial ∂/∂xµ se transforma. Dadas as

transformações x′µ = x′µ (r̃) e xµ = xµ
(
r̃′
)
, pode-se usar a regra da cadeia e escrever

∂

∂x′µ
=

∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
=
(
Λ−1

)ν
µ

∂

∂xν
.

Comparando a expressão acima com (6.85a), percebe-se que a diferenciação frente a uma co-
ordenada contravariante transforma-se como um quadrivetor covariante. Pode-se então usar a
seguinte notação para o operador quadrivetorial gradiente na forma covariante:

∂˜ ≡ ({∂µ}) =

(
∂

∂x0
,

{
∂

∂xi

})
=

(
∂

∂x0
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
=

(
∂

∂x0
,∇
)
, (6.87a)

onde ∇ é o operador gradiente usual do E3.
Agora, como xµ = gµνxν , pode-se escrever

∂

∂xµ
=
∂xν

∂xµ

∂

∂xν
= gναδµα

∂

∂xν
= gµν

∂

∂xν
= gµν∂ν ,

o que mostra que a diferenciação frente a uma coordenada covariante transforma-se como um
quadrivetor contravariante. Especificamente,

∂

∂x0
= g0ν ∂

∂xν
=
∂

∂x0
= ∂0 e

∂

∂xi
= giν

∂

∂xν
= −∂

∂xi
= −∂i.

22Ver discussão na seção 4.8.1.
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Portanto, definindo o operador quadrivetorial gradiente na forma contravariante, este resulta
igual a

∂̃ ≡ ({∂µ}) =
(
∂0,
{
∂i
})

=

(
∂

∂x0
,

{
∂

∂xi

})
=

(
∂

∂x0
,−∇

)
. (6.87b)

A quadridivergência de um quadrivetor ã é o invariante de Lorentz

∂µaµ = ∂µa
µ =

∂a0

∂x0
+∇ · a.

O operador laplaciano no M4 é a contração invariante

2 ≡ ∂µ∂µ = ∂µ∂
µ =

∂2

∂ (x0)
2 −∇

2,

sendo que o operador “2” é denominado o d’Alembertiano.

6.15.1.5 FORMULAÇÃO COVARIANTE DO ELETROMAGNETISMO CLÁSSICO

A invariância de forma ou covariância das equações de Maxwell, bem como das leis físicas
relacionadas, tais como a equação de continuidade e a força de Lorentz, foi demonstrada por
Lorentz e por Poincaré. A covariância implica que as grandezas ρ (r, t), J (r, t), E (r, t) e B (r, t)
transformam-se de uma maneira bem definida pelas transformações de Lorentz.

Inicia-se a derivação das formas covariantes das leis do eletromagnetismo pela equação da
continuidade (6.74b), a qual é assumida válida em um determinado referencial K. Inicial-
mente, é necessário postular uma forma para o quadrivetor densidade de corrente elétrica J̃ .
Escrevendo-se os operadores diferenciais em termos dos componentes do quadrivetor posição
contravariante r̃,

∂ (cρ)

∂x0
+

3∑
i=1

∂Ji
∂xi

= 0.

Percebe-se então que se for definido o quadrivetor

J̃ ≡
(
J0,
{
J i
})

= (cρ,J) ,

pode-se escrever a equação da continuidade, de acordo com (6.87a), como

∂µJ
µ = 0 (em K) .

Mostra-se facilmente que a equação acima é invariante em forma frente a uma transformação
de Lorentz, ou seja, na mudança K → K ′, pode-se mostrar que esta equação se torna igual a

∂′µJ
′µ = 0 (em K ′) .

É interessante também mostrar explicitamente a transformação das componentes de J̃ para o
referencial K ′. De (6.84b,c), obtém-se

ρ′ = γ

(
ρ− 1

c
β · J

)
J ′ = J − γcρβ + (γ − 1)

β · J
β2

β,

a qual pode ser comparada diretamente com a transformação de Galileu (6.80) para estas quan-
tidades. É digno de menção que a densidade de carga é mensurada de forma distinta entre os
referenciais K e K ′.

Agora, para se derivar a forma covariante das equações de Maxwell (6.74a), a abordagem tra-
dicionalmente adotada parte dos potenciais eletrodinâmicos. É também conveniente adotar-se
o calibre de Lorenz nesta derivação, dentro do qual os potenciais Φ (r, t) e A (r, t) são determi-
nados pela condição de Lorenz (6.76) e pelas equações (6.77a,b). Como antes, assume-se que
estas equações são respeitadas em um determinado referencial K.

Observa-se então ser possível escrever as equações para os potenciais como

∂2Φ

∂ (x0)
2 −

3∑
i=1

∂2Φ

∂ (xi)
2 =

4π

c
(cρ)
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∂2A

∂ (x0)
2 −

3∑
i=1

∂2A

∂ (xi)
2 =

4π

c
J

∂Φ

∂x0
+

3∑
i=1

∂Ai
∂xi

= 0.

Dada a definição acima para J̃ , se for definido o quadrivetor potencial

Ã ≡
(
A0,

{
Ai
})

= (Φ,A) ,

as 3 equações acima são escritas nas suas formas covariantes como

2Aµ =
4π

c
Jµ, (µ = 0, . . . , 3)

∂µA
µ = 0.

Uma vez definidos o quadrivetor potencial e as equações que o mesmo obedece, considera-se
agora a relação dos mesmos com os campo. Esta relação é fornecida pelas expressões (6.75).
Escrevendo as mesmas para a i-ésima componente dos campos, ainda empregando a notação
do E3,

Ei = − ∂Φ

∂xi
− 1

c

∂Ai
∂t

e Bi=

3∑
j,k=1

εijk
∂Ak
∂xj

.

Reescrevendo agora estas expressões em termos de derivações das componentes contravariantes
do quadrivetor potencial Ã em relação aos componentes do quadrivetor posição covariante r˜ =

(x0,−r), obtém-se

Ei =
∂A0

∂xi
− ∂Ai

∂x0
= −

(
∂0Ai − ∂iA0

)
Bi = −εijk

∂Ak

∂xj
= −εijk∂jAk =⇒ Bi = −

(
∂jAk − ∂kAj

)
,

sendo que na última expressão deve-se sempre realizar uma permutação cíclica de {i, j, k} =
{1, 2, 3}. Ainda na mesma expressão,

Bi = −εijk∂jAk =⇒ ∂iAj − ∂jAi = −εijkBk.

Percebe-se então que não é possível estas expressões em um único quadrivetor. A maneira
correta de agrupar os campos é na forma de um tensor de posto dois denominado tensor do
campo eletromagnético, o qual, na forma contravariante Fµν é definido como

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Identificando os componentes de Fµν :

Fµµ
NS
= 0

F 0i = ∂0Ai − ∂iA0 = −Ei
F i0 = ∂iA0 − ∂0Ai = Ei

F ij = ∂iAj − ∂jAi = −εijkBk.

Ou seja, o tensor de campo é antissimétrico. Pode-se escrever o mesmo forma matricial como

[Fµν ] ≡


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

 .

O tensor de campo eletromagnético na forma covariante é obtido por

Fµν = gµαgνβF
αβ ,
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resultando na forma matricial

[Fµν ] ≡


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0

 .

Uma outra forma útil para o tensor de campo é a sua forma dual, a qual é obtida de acordo
com a definição de um tensor dual, apresentada na seção 6.6.2. Para tanto, inicialmente define-
se o símbolo de Levi-Civita de quarta ordem εαβγδ como

εαβγδ =


+1; permutações pares de {0, 1, 2, 3}}
−1; permutações ímpares de {0, 1, 2, 3}}
0; outras combinações

=
1

12
[(α− β) (α− γ) (α− δ) (β − γ) (β − δ) (γ − δ)] .

Da mesma forma como ocorre com o símbolo de terceira ordem, o qual está relacionado com
o cálculo do determinante de uma matriz 3 × 3, o símbolo εαβγδ pode ser empregado no cálculo
do correspondente determinante de uma matriz 4× 4,

εαβγδA = εµνκθAαµA
β
µA

γ
µA

δ
µ,

como ocorre nas expressões (6.33). Também como ocorre com o símbolo de terceira ordem, εαβγδ

é um tensor relativo de peso w = +1. Contudo, como no caso das transformações de Lorentz,
Λ = det (Λ) = +1, o símbolo de Levi-Civita se transforma como um tensor de posto quatro na
transformação entre referenciais.

Portanto, o tensor dual do campo eletromagnético, definido como

Fµν =
1

2
εµναβFαβ

age como um tensor frente a uma transformação de Lorentz. Na representação matricial, este
tensor é dado por

[Fµν ] =


0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0

 .

Finalmente, em termos dos tensores de campo Fµν , Fµν e Fµν e do quadrivetor J̃ , as equações
de Maxwell (6.74a) podem ser escritas de uma forma manifestamente covariante. Principiando
pelas equações inomogêneas (lei de Gauss da eletricidade e lei de Ampère), a forma covariante
das mesmas é

∂µF
µν =

4π

c
Jν .

Por sua vez, as equações homogêneas (lei de Gauss do magnetismo e a lei de Faraday) têm a
sua forma covariante de duas maneiras equivalentes,

∂µF
µν = 0,

ou
∂µFνσ + ∂νFσµ + ∂σFµν = 0,

onde µ, ν e σ são quaisquer combinações dos índices {0, 1, 2, 3}.
Um ponto importante consiste em mostrar a lei de transformação dos campos. Dado o tensor

de campo Fµν no referencial K, um observador no referencial K ′ irá observar estes campos de
acordo com (6.86a),

F ′µν = ΛµαΛνβF
αβ .

Realizando a transformação, os campos observados no referencial K ′ são

E′ = γ (E + β ×B)− γ2

γ + 1
(β · E)β

B′ = γ (B − β × E)− γ2

γ + 1
(β ·B)β.
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Exercício 6.21. Obtenha os campos transformados para o referencial K ′.

Solução. Realiza-se a transformação inicialmente para o campo elétrico. A i-ésima componente
em K ′ é E′i = F ′i0. Então,

F ′i0 = ΛiαΛ0
βF

αβ

= ΛiαΛ0
βF

αβ

= Λi0Λ0
βF

0β + ΛijΛ
0
βF

jβ

= Λi0Λ0
jF

0j + ΛijΛ
0
0F

j0 + ΛijΛ
0
kF

jk

= γEi + γ (β ×B)i −
γ2

γ + 1
(β · E)βi.

Já os componentes de B′ são dados a partir de

F ij = −εij`B` =⇒ εijmF
ij = −εijmεij`B` = −2δ`mB` = −2Bm =⇒ Bi = −1

2
εijkF

jk.

Portanto, no referencial K ′,

B′i = −1

2
εijkF

′jk

= −1

2
εijkΛjαΛkβF

αβ

= −1

2
εijk

[
Λj0ΛkmF

0m + Λj`Λ
k
0F

`0 + Λj`Λ
k
mF

`m
]

= γBi − (γ − 1)
β ·B
β2

βi − γ (β × E)i

= γBi − γ (β × E)i −
γ2

γ + 1
(β ·B)βi.

Uma expressão interessante também pode ser obtida para a equação de movimento de uma
partícula carregada sob a ação dos campos eletromagnéticos. Na mecânica Newtoniana, esta
equação é

dp

dt
= q

(
E +

v

c
×B

)
,

sendo p o momentum linear (Newtoniano) da partícula e q a sua carga. Para derivar a forma
covariante desta equação, inicialmente define-se o quadrivetor velocidade a partir de r̃ e do
tempo próprio τ como

Ũ =
dr̃

dτ
= (γuc, γuv) ,

sendo Ũ a quadrivelocidade. A partir desta, pode-se definir o quadrivetor momentum linear
como p̃ = m0Ũ = (E/c, γup), sendo m0 a massa de repouso da partícula, ou seja, a massa que
seria mensurada em um referencial sempre em repouso com a mesma e

E = γum0c
2 =

√
(m0c2)

2
+ p2c2

a sua energia relativística. Esta quantidade também é um invariante de Lorentz. Portanto, a
forma covariante da equação de movimento da carga q é

dpµ

dτ
= m0

dUµ

dτ
=
q

c
FµνUν .

É interessante separar as componentes temporal e espacial desta equação. Estas são, res-
pectivamente,

dp0

dτ
=

1

c

dE

dτ
=
q

c
γu (E · u)

dpi

dτ
=

d

dτ
(γupi) = qγu

[
Ei +

1

c
(u×B)i

]
.
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Das equações acima, a última corresponde à forma relativística da força de Lorentz, enquanto
que a primeira descreve a taxa de transferência de energia entre a carga e os campos.

Por fim, quando há um sistema de partículas carregadas (caracterizadas pelo quadrivetor
J̃ ) interagindo com os campos, observa-se a conservação da energia, do momentum linear e
do momentum angular totais deste sistema. A primeira lei de conservação em particular é
denominada teorema de Poynting. A lei de conservação geral possui dois termos, um termo
correspondente às ondas e outro contendo a interação destas com as partículas. O primeiro
termo é descrito em função do tensor energia-momentum Θµν , dado por

Θµν =
1

4π

(
gµσFσαF

αν +
1

4
gµνFαβF

αβ

)
.

Pode-se perceber que Θµν é simétrico.
A lei de conservação para o sistema cargas + campos é

∂µΘµν = −1

c
F νσJσ.

6.15.2 A MÉTRICA DE SCHWARZSCHILD NA RELATIVIDADE GERAL

Uma solução exata para as equações de Einstein (6.71) foi encontrada por Karl Schwarzs-
child (1873 - 1916) ainda em 1915, menos de dois meses após a primeira publicação da teoria
da relatividade geral. Schwarzschild obteve sua solução enquanto estava servindo no exército
alemão durante a I Guerra Mundial, publicou a mesma no início de 191623 e pouco tempo depois
acabou falecendo em virtude de uma doença contrída no campo de batalha.

A solução de Schwarzschild descreve o campo gravitacional (ou seja, a métrica do espaço-
tempo) gerado no espaço que rodeia um corpo de massa M esférico homogêneo, sem carga
elétrica, com momentum angular nulo e fixa na origem do sistema de referência.

6.15.2.1 DERIVAÇÃO DO TENSOR DE MÉTRICA

Considera-se um contínuo espaço-tempo de 4 dimensões, o qual se reduz assintoticamente ao
espaço de Minkowski introduzido na seção 6.15.1.4 a uma distância infinita do corpo de massa
M . Neste espaço, o quadrivetor posição continua sendo determinado pela 4-upla

(
x0, x1, x2, x3

)
.

Assumindo que as equações de Einstein (6.71a) podem ser escritas como

Gαβ = 0,

contraindo o tensor de Einstein (6.71b) resulta

Gαα = Rαα −
1

2
δααR = R− 1

2
4R = 0,

o que implica que R = 0. Portanto, as equações de Einstein se reduzem a

Rαβ = 0.

Lembrando que o tensor de Ricci é dado por (6.69), no espaço R4 em questão as equações de
Einstein ficam

Rαβ =
∂Γγαβ
∂xγ

−
∂Γγαγ
∂xβ

+ ΓδαβΓγδγ − ΓδαγΓγδβ = 0, (α, β, γ, δ = 0, 1, 2, 3) , (6.88)

na forma (6.69b). Alternativamente, pode-se empregar a forma (6.69d).
Busca-se uma solução do sistema acima para um espaço esfericamente simétrico. Por isso,

as coordenadas espaciais do quadrivetor serão escritas em termos das coordenadas polares
esféricas x1 = r, x2 = θ e x3 = ϕ. Além disso, como já mencionado, a distâncias infinitas da

23Über das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie (A respeito do campo gravitacional de
uma partícula massiva na teoria de Einstein). Sitzungsberichte der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften,
v. 7, p. 189–196, 1916. Acesso: https://www.biodiversitylibrary.org/item/93032#page/215/mode/1up (Versão
em inglês: https://arxiv.org/abs/physics/9905030v1).
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massa que gera o campo, a métrica do espaço-tempo deve se reduzir à métrica do espaço-tempo
de Minkowski M4, dada por

ds2 = (cdt)
2 − dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdϕ2.

Por estas razões, Schwarzschild propôs a seguinte métrica para o espaço-tempo em torno da
massa M :

ds2 = e2ν(r)c2dt2 − e2λ(r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (6.89)

onde ν (r) e λ (r) são funções que devem ser derivadas pelas equações de campo e que estão
sujeitas à condição de contorno

lim
r→∞

ν (r) = lim
r→∞

λ (r) = 0.

Comparando a métrica proposta acima com a métrica geral no Rn definida em (6.26), conclui-
se que

g ≡ [gαβ ] =


e2ν 0 0 0
0 −e2λ 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sen2 θ

 .

Ou seja, o tensor de métrica é diagonal. O determinante de gαβ é

g = g00g11g22g33 = −e2(ν+λ)r4 sen2 θ

e sua forma contravariante é

[
gαβ
]

=


e−2ν 0 0 0

0 −e−2λ 0 0
0 0 − 1

r2 0
0 0 0 − 1

r2 sen2 θ

 .

De acordo com a expressão (6.46), os símbolos de Christoffel são escritos

Γγαβ =
1

2
gγδ
(
∂gβδ
∂xα

+
∂gδα
∂xβ

− ∂gαβ
∂xδ

)
.

Para a derivação destes símbolos, escreve-se inicialmente

gαβ
NS
= f2

αδαβ , gαβ
NS
= f−2

α δαβ ,

onde

f0 = eν , f1 = eλ, f2 = r, f3 = r sen θ,

o que resulta em

Γγαβ =
1

2
f−2
γ δγδ

(
∂f2

β

∂xα
δβδ +

∂f2
α

∂xβ
δαδ −

∂f2
α

∂xδ
δαβ

)
NS
= f−2

γ

(
fβδ

γ
β

∂fβ
∂xα

+ fαδ
γ
α

∂fα
∂xβ

− fαδαβ
∂fα
∂xγ

)
.

Após uma certa álgebra, as matrizes de Christoffel ficam então:

Γ0 =


0 ν′ 0 0
ν′ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 Γ1 =


e2(ν−λ)ν′ 0 0 0

0 λ′ 0 0
0 0 −e−2λr 0
0 0 0 −e−2λr sen2 θ



Γ2 =


0 0 0 0
0 0 r−1 0
0 r−1 0 0
0 0 0 − cos θ sen θ

 Γ3 =


0 0 0 0
0 0 0 r−1

0 0 0 cotan θ
0 r−1 cotan θ 0

 .

(6.90)

Destes resultados pode-se concluir que

Γ0
ij = 0, Γi0j = Γij0 = 0.
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Inserindo os símbolos de Christoffel dados por (6.90) e suas derivadas nas equações de campo
(6.88), obtém-se, após uma certa quantidade de álgebra,

Rαβ = 0, (α 6= β)

R00 =
[
ν′′ + ν′2 − λ′ν′ + 2r−1ν′

]
e2(ν−λ) = 0

R11 = −ν′′ + λ′ν′ − ν′2 + 2r−1λ′ = 0

R22 = 1− [1 + r (ν′ − λ′)] e−2λ = 0

R33 =
[
1− (1 + ν′r − λ′r) e−2λ

]
sen2 θ = 0.

Portanto, observa-se que Rαβ = 0 para α 6= β e a partir dos elementos da diagonal resulta o
seguinte sistema de equações para as funções ν (r) e λ (r):

ν′′ − ν′λ′ + ν′2 + 2r−1ν′ = 0 (6.91a)

ν′′ − λ′ν′ + ν′2 − 2λ′r−1 = 0 (6.91b)

[r (λ′ − ν′)− 1] e−2λ + 1 = 0 (6.91c){
[r (λ′ − ν′)− 1] e−2λ + 1

}
sen2 θ = 0. (6.91d)

A equação (6.91d) é uma mera repetição de (6.91c). De (6.91a) e (6.91b) conclui-se que

λ′ = −ν′ =⇒ λ (r) = −ν (r) + cte.

Porém, pelo limite r →∞ que ambas têm que satisfazer, resulta que, simplesmente, λ (r) = −ν (r).
Com isso, (6.91c) resulta

− (2rν′ + 1) e2ν + 1 = 0.

Chamando µ (r) = e2ν ,

2ν′ =
µ′

µ
=⇒ rµ′ + µ = 1.

A solução desta EDO é
µ (r) = e2ν(r) = 1− rG

r
,

onde rG é uma constante de integração denominada o raio gravitacional ou o raio de Schwarzs-
child do corpo, a qual será em breve identificada com a massa do mesmo.

Assim, inserindo esta solução em (6.89), obteve-se a métrica de Schwarzschild

ds2 =
(

1− rG
r

)
c2dt2 −

(
1− rG

r

)−1

dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
.

[gαβ ] =


µ 0 0 0
0 −µ−1 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sen2 θ

 .
(6.92)

6.15.2.2 CONSEQUÊNCIAS E APLICAÇÕES DA MÉTRICA DE SCHWARZSCHILD

Serão discutidos agora de forma breve algumas das principais consequências advindas da
métrica de Schwarzschild.

TRAJETÓRIA DE PARTÍCULAS NO CAMPO GRAVITACIONAL E O LIMITE NEWTONI-
ANO

Na teoria da relatividade geral, as equações de movimento de uma partícula de massa m sob
a ação do campo gravitacional determinado pela métrica gαβ do espaço-tempo são exatamente as
equações (6.61), as quais resultam nas curvas geodésicas entre dois pontos quaisquer do espaço-
tempo determinado pela métrica. Ou seja, na relatividade geral as equações de movimento são

d2xα

d`2
+ Γαβγ

dxβ

d`

dxγ

d`
= 0 (α, β, γ = 0, 1, 2, 3) ,
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sendo ` a extensão do arco da trajetória da partícula no espaço-tempo.
Será feito uso agora do conceito de tempo próprio, discutido na seção 6.15.1.4 e que consiste

no intervalo de tempo registrado no referencial sempre em repouso com o observador. Dada a
métrica

ds2 = gαβdx
αdxβ ,

no referencial em repouso ao observador, dois eventos infinitesimalmente separados no tempo
e que ocorrem no mesmo ponto do espaço ocorrem no intervalo dτ , onde τ é o tempo próprio.
Então, neste referencial, dxi = 0 (i = 1, 2, 3) e

ds2 .
= c2dτ2 = g00

(
dx0
)2
.

Portanto,

dτ

d`
= c−1, dτ =

√
g00dt.

Então, nas equações de movimento será realizada a mudança de variável `→ τ via

dxα

d`
=
dxα

dτ

dτ

d`
= c−1 dx

α

dτ
.

Dessa forma, as equações de movimento da partícula no campo gravitacional ficam

d2xα

dτ2
+ Γαβγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
= 0 (α, β, γ = 0, 1, 2, 3) .

Na métrica de Schwarzschild, os símbolos de Christoffel são dados por (6.90) e

dτ =
√
µdt.

Neste caso, as equações de movimento tornam-se

d2x0

dτ2
+ 2ν′

dr

dτ

dx0

dτ
= 0

d2x1

dτ2
+ µ2ν′

(
dx0

dτ

)2

− ν′
(
dx1

dτ

)2

− µr
(
dx2

dτ

)2

− µr sen2 θ

(
dx3

dτ

)2

= 0

d2x2

dτ2
+ 2r−1 dx

1

dτ

dx2

dτ
− sen θ cos θ

(
dx3

dτ

)2

= 0

d2x3

dτ2
+ 2r−1 dx

1

dτ

dx3

dτ
+ 2 cotan θ

dx2

dτ

dx3

dτ
= 0.

Mas, como ν′ = µ′/2µ, pode-se escrever

d

dτ

(
µ
dx0

dτ

)
= 0 (6.93a)

d2r

dτ2
− µr

(
dθ

dτ

)2

− µr sen2 θ

(
dϕ

dτ

)2

+
1

2
µµ′

(
dx0

dτ

)2

− 1

2

µ′

µ

(
dr

dτ

)2

= 0 (6.93b)

d

dτ

(
r2 dθ

dτ

)
− r2 sen θ cos θ

(
dϕ

dτ

)2

= 0 (6.93c)

d

dτ

(
r2 sen2 θ

dϕ

dτ

)
= 0. (6.93d)

Observa-se que a primeira e a última equações de movimento pode ser imediatamente integra-
das, resultando em

µ
dx0

dτ
= α

r2 sen2 θ
dϕ

dτ
= h,

onde α e h são constantes de movimento, as quais foram escolhidas de maneira a facilitar a
identificação do limite não relativístico no movimento da partícula. Adicionalmente, será deter-
minada agora a orientação do referencial. Como a métrica é esfericamente simétrica, os eixos do
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referencial podem ter qualquer orientação arbitrária, sem que isso comprometa a generalidade
da equação de movimento. Observando que a terceira equação de movimento é

d2θ

dτ2
+

2

r

dr

dτ

dθ

dτ
− sen θ cos θ

(
dϕ

dτ

)2

= 0,

se a partícula estiver no plano θ = π/2 em um determinado instante próprio τ0, pode-se desen-
volver θ (τ) em torno de τ0 como

θ (τ) =
π

2
+
dθ

dτ

∣∣∣∣
τ0

(τ − τ0) +
1

2!

d2θ

dτ2

∣∣∣∣
τ0

(τ − τ0)
2

+
1

3!

dθ

dτ

∣∣∣∣
τ0

(τ − τ0)
3

+ · · · .

Ou seja,
dθ

dτ
=

dθ

dτ

∣∣∣∣
τ0

+
d2θ

dτ2

∣∣∣∣
τ0

(τ − τ0) +
1

2!

dθ

dτ

∣∣∣∣
τ0

(τ − τ0)
2

+ · · · .

Se, adicionalmente, dθ/dτ |τ0 = 0, então a equação de movimento mostra que d2θ/dτ2
∣∣
τ0

= 0. Para
se obter d3θ/dτ3

∣∣
τ0

, deriva-se a equação para θ (τ), resultando então que esta derivada também é
nula. Assim, pode-se mostrar que todos os termos na série de Taylor para θ (τ) são nulos exceto
o primeiro. Portanto, as equações de movimento na métrica de Schwarzschild admitem uma
solução θ (τ) = π/2, exatamente como na teoria Newtoniana da gravitação.

As equações de movimento reduzem-se então para

µ
dx0

dτ
= α

r2 dϕ

dτ
= h,

d2r

dτ2
− µr

(
h

r2

)2

+
1

2
µµ′

(
α

µ

)2

− 1

2

µ′

µ

(
dr

dτ

)2

= 0.

Agora, o termo (dr/dτ)
2 na equação será modificado a partir da métrica. De (6.92), resulta

que

µ−1

(
dr

dτ

)2

= µ

(
dx0

dτ

)2

− r2

[(
dθ

dτ

)2

+ sen2 θ

(
dϕ

dτ

)2
]
− c2

= µ−1α2 − h2

r2
− c2,

onde também foi empregada a identidade d` = cdτ . Portanto,

d2r

dτ2
− µh

2

r3
+

1

2
µ′
h2

r2
+

1

2
µ′c2 = 0,

d2r

dτ2
−
(

1− 3

2

rG
r

)
h2

r3
+
rGc

2

2r2
= 0, (6.94)

uma vez que µ = 1− rG/r.
Para identificar finalmente a expressão para o raio gravitacional rG, considera-se primeiro o

limite clássico das equações de movimento. Observa-se que

dτ =
√
µdt =

√
1− rG

r
dt.

O limite clássico é obtido para r � rG, de onde

dτ ≈
(

1− rG
2r

)
dt ≈ dt.

Neste limite, a equação (6.94) fica
d2r

dt2
− h2

r3
+
rGc

2

2r2
= 0.
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Esta equação será comparada com as equações de movimento de uma partícula de massa m sob
a influência da força gravitacional de uma massa M , de acordo com a lei da gravitação universal
de Newton. As equações são as seguintes:

r̈ − r
(
θ̇2 + sen2 θϕ̇2

)
+

1

m
U ′ = 0

θ̈ +
2

r
ṙθ̇ − sen θ cos θϕ̇2 = 0

d

dt

(
r2 sen2 θϕ̇

)
= 0 =⇒ r2 sen2 θϕ̇ = h

onde
U = −GMm

r

é a energia potencial gravitacional do sistema composto pelas massas M e m e h é proporcional
ao momentum angular (constante). Estas equações admitem uma solução θ = π/2 = cte., em
cuja situação a equação radial pode ser escrita

r̈ − h2

r3
+
GM

r2
= 0.

Comparando esta equação com (6.94) no limite clássico, obtém-se

rG =
2GM

c2
.

É interessante comparar os raios de Schwarzschild de alguns objetos astronômicos conheci-
dos. A tabela 6.3 mostra o valores de rG e também da densidade dos objetos. Observa-se que a
Terra tem um raio gravitacional de pouco menos do que 1 cm, ao passo que para o Sol, rG ≈ 3 km.
Ou seja, os seus raios gravitacionais são muito menores que os seus tamanhos. Contudo, um
objeto suficientemente denso pode ser um raio de Schwarzschild maior que o seu tamanho. Se
o raio do objeto é

r = 3

√
3M

4πρ
,

sendo ρ sua densidade, então rG > r se

ρ >
3c6

32πG3M2
.

Isto é o que ocorre com um Buraco Negro.

DISTORÇÕES DO ESPAÇO-TEMPO NA MÉTRICA DE SCHWARZSCHILD

Alguns dos resultados mais conhecidos da métrica de Schwarzschild serão apresentados
agora. O espaço-tempo descrito pela métrica (6.92) não é “plano” como o espaço Euclideano,
tacitamente assumido na gravitação Newtoniana. Se forem considerados dois pontos infinitesi-
malmente próximos na direção radial a partir da massa M , de tal forma que dt = dθ = dϕ, resulta
que a extensão do elemento de arco na direção radial resulta

dR =
(

1− rG
r

)−1/2

dr > dr.

Ou seja, a distância entre os pontos r1 e r2 (> r1) é obtida pela integração

R21 =

ˆ r2

r1

(
1− rG

r

)−1/2

dr =
[√

r (r − rG) + rG ln
(√
r +
√
r − rG

)]r2
r1
> r2 − r1.

Tabela 6.3: Raios de Schwarzschild de alguns objetos astronômicos.
rG (m) Densidade

(
g/cm3

)
Terra 8, 83× 10−3 2, 04× 1027

Sol 2, 95× 103 1, 84× 1016

Via Láctea 2, 08× 1015 (∼ 0, 2a.l.) 3, 72× 10−8

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 01/2013 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



CAPÍTULO 6. Álgebra e Análise Tensoriais 355

Obviamente, se M → 0, R21 → r2 − r1 e o espaço torna-se plano.
Considerando agora a relação entre o tempo próprio τ e o tempo t medido por um observador

distante da massa M , parte-se da relação

dτ =
√
µdt =

√
1− rG

r
dt,

o que mostra que dτ < dt. O tempo próprio entre dois eventos quaisquer ocorrendo no mesmo
ponto do espaço é então dado por

τ =

ˆ t2

t1

√
1− rG

r
dt < t2 − t1.

Observa-se que τ → 0 à medida que r → rG. Este resultado caracteriza o denominado horizonte
de eventos, pois para um observador situado exatamente no ponto r = rG quaisquer dois eventos
que levam um intervalo de tempo τ finito irão ocorrer ao longo de um intervalo de tempo infinito
para um outro observador situado distante do raio gravitacional de M . A dilatação temporal
prevista na métrica de Schwarzschild foi corroborada pelo experimento de Pound-Rebka em
1959 (POUND; REBKA, 1959, 1960).24
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A
DISTRIBUIÇÕES E A “FUNÇÃO”

DELTA DE DIRAC

A
DELTA DE DIRAC é um artifício matemático utilizado em diversas áreas da física. Por
exemplo, no cálculo da Função de Green, em problemas de contorno não homogêneos,
na determinação do espectro contínuo de autovalores em mecânica quântica, na de-
terminação das flutuações térmicas de partículas puntuais em mecânica estatística e
outras aplicações importantes.

Este roteiro tem por objetivo definir a Delta de Dirac como tipo particular de uma distribuição
e apresentar algumas de suas propriedades.

A.1 DEFINIÇÃO DE DISTRIBUIÇÕES

Denotando por ϕ(x1, x2, . . . , xn) uma função de n variáveis contínuas x1, x2, . . . , xn, cujos
valores não nulos estão todos contidos dentro do domínio da função ϕ e que possui derivadas
de todas as ordens em relação a estas variáveis.

Definição. Uma distribuição T [ϕ] é um funcional linear e contínuo da função ϕ.

Por linearidade, entende-se que para qualquer combinação linear λ1ϕ1 + λ2ϕ2, onde λ1, λ2 ∈ C :

T [λ1ϕ1 + λ2ϕ2] = λ1T [ϕ1] + λ2T [ϕ2] .

Por continuidade, entende-se que para qualquer seqüência ϕ1, ϕ2, . . . , ϕj , . . . de funções tais que

lim
j→∞

ϕj = ϕ,

tem-se
lim
j→∞

T [ϕj ] = T [ϕ] .

A.1.1 DEFINIÇÃO OPERACIONAL DE DISTRIBUIÇÃO

A uma função localmente integrável f qualquer, isto é, qualquer função cuja integral1 sobre
qualquer intervalo finito contido no domínio exista, corresponde uma distribuição f̂ , também
denominada funcional definida pelo produto escalar

f̂ [ϕ] =

ˆ
f(x)ϕ(x)dx = 〈ϕ∗, f〉 .

A.1.1.1 EXEMPLOS

A função 1/x não define uma distribuição porque não é integrável no ponto x = 0. Contudo,
pode-se definir a distribuição

PP
1

x
[ϕ] ≡ PP

ˆ
ϕ(x)

x
dx,

1Integral na definição de Integral de Lebesgue. Uma integral de Lebesgue reduz-se a uma integral de Riemann (integral
usual) sempre que a última puder ser definida. Contudo, a integral de Lebesgue existe mesmo em casos onde a integral
de Riemann não pode ser definida.
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onde PP denote a parte principal de Cauchy da integral, isto é,

PP

ˆ ∞
−∞

= lim
ε→0

(ˆ −ε
−∞

+

ˆ ∞
ε

)
.

A “função de Dirac” δ(x) define a distribuição

δ [ϕ] = ϕ(0),

assim como a “função” δ(x− x0) define a distribuição

δx0 [ϕ] = ϕ(x0).

A.1.2 PROPRIEDADES DE DISTRIBUIÇÕES

A.1.2.1 COMBINAÇÃO LINEAR DE DISTRIBUIÇÕES

Seja T = λ1T1 + λ2T2, onde λ1, λ2 ∈ C, tem-se

T [ϕ] = λ1T1 [ϕ] + λ2T2 [ϕ] .

A.1.2.2 PRODUTO DE DUAS DISTRIBUIÇÕES

Sendo f̂ uma distriuição associada com uma função localmente integrável f e T uma distri-
buição arbitrária, a distribuição

P = f̂T

é bem definida se T é linear, é um funcional contínuo da função fϕ e tem-se, por definição,

P [ϕ] = T [fϕ] .

O produto de duas distribuições nem sempre existe. Se f possui derivadas de todas as
ordens, f̂T existe para todas distribuições T . Se f é contínua no ponto x0,(

f̂ δx0

)
[ϕ] = f(x0)ϕ(x0). (A.1)

Se f e g são funções quadraticamente integráveis,2 o produto f̂ ĝ está bem definido. Por outro

lado, [δ(x)]
2 não tem sentido, assim como

(
1/
√
|x|
)2

.

Como um caso especial da equação (A.1), tem-se

xδ(x) = 0.

Por conseguinte, se xT = 0, T é um múltiplo de δ(x) : T = cδ(x), onde c é uma constante.
Portanto, se f(x) e g(x) estão relacionadas pela relação

xf(x) = g(x),

tem-se, necessariamente,

f(x) = PP
g(x)

x
+ cδ(x)

onde c é uma constante a ser determinada.

A.1.2.3 SÉRIES E INTEGRAIS DE DISTRIBUIÇÕES

Se um conjunto de distribuições T1, T2, . . . , Tj , . . . é tal que quando j → ∞, Tj [ϕ] possui um
limite para qualquer ϕ, este limite é também uma distribuição:

T = lim
j→∞

Tj .

2Isto é, se
´
|f |2 dx e

´
|g|2 dx existirem.
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Definição equivalente: Se a série ∑
i

Ti [ϕ]

for definida para qualquer ϕ, seu resultado define uma distribuição; neste caso, diz-se que
a série de distribuições {Ti} é realizável:

T [ϕ] =
∑
i

Ti [ϕ] .

Se T (λ) é uma distribuição que depende de um parâmetro λ ∈ C, o qual pode variar continua-
mente em um domínio Λ e se a integral

I [ϕ] =

ˆ
Λ

T (λ) [ϕ] dλ

converge para qualquer ϕ, o objeto I =
´

Λ
T (λ)dλ define uma distribuição. Uma definição análoga

vale para integrais múltiplas.
Em particular, se f(x, λ) é uma função localmente integrável de x e λ, a distribuição f̂(λ) é

integrável em λ e sua integral é a distribuição ĝ associada com a função:

ĝ [1] =

ˆ
Λ

f̂(λ) [1] dλ =

ˆ
Λ

f(x, λ)dλ.

Se a função a(k) permanece menor que uma potência positiva de |k| quando |k| → ∞ :

|a(k)| ≤ A |k|α (Ae αconstantes positivas),

a integral ˆ ∞
−∞

eikxa(k)dk

é uma distribuição. Em particular,
ˆ ∞
−∞

eikxdk = 2πδ(x).

A.1.2.4 DERIVADAS DE DISTRIBUIÇÕES

Por definição, a derivada parcial ∂T/∂xi da distribuição T é:

∂T

∂xi
[ϕ] = −T

[
∂ϕ

∂xi

]
.

Em particular, se uma função localmente integrável é diferenciável, a derivada da distribuição
correspondente é a distribuição correspondente a sua derivada. Isto pode ser visto via integração
por partes:

f̂ ′ [ϕ] =

ˆ
f ′(x)ϕ(x)dx = −

ˆ
f(x)ϕ′(x)dx = −f̂ [ϕ′] .

Todas as propriedade das derivadas de funções aplicam-se a distribuições. Por exemplo, a
derivada do produto P = f̂T é:

P ′ = f̂ ′T + f̂T ′.

Além disso, certas propriedades que pertencem a uma classe restrita de funções aplicam-se a
todas as distribuições sem restrições. São as seguintes:

1. As distribuições são diferenciáveis em todas as ordens.

2. Derivação é uma operação linear e contínua no espaço das distribuições. Se

lim
j→∞

Tj = T, lim
j→∞

T ′j = T ′.

Em conseqüência, se a série existe, ela é diferenciável termo a termo sob o símbolo de soma∑
. Da mesma forma, se T (λ) é integrável sob o parâmetro λ, ∂T (λ)/∂xi também é integrável

e
∂I

∂xi
=

ˆ
Λ

∂

∂xi
T (λ) [ϕ] dλ.

Autor: Rudi Gaelzer – IF/UFRGS Início: 05/2006 Impresso: 8 DE DEZEMBRO DE 2022



360 A.2. Propriedades da “Função” δ

A.2 PROPRIEDADES DA “FUNÇÃO” δ
A Delta de Dirac é um exemplo de distribuição definida sob o símbolo de integração, isto é,

ela somente tem sentido matemático quando aparece em uma integral. Na física, costuma-se
usar a notação δ(x − x0), no lugar da notação mais correta δx0 [ϕ]. Esta notação, contudo, é
bastante conveniente no uso prático. Também neste contexto, a δ(x − x0) é tratada como uma
função governada por regras peculiares; contudo, estas regras estão justificadas pela teoria das
distribuições.

A.2.1 DEFINIÇÃO DA δ

Sendo f(x) uma função definida no domínio Ω e x0 ∈ R,
ˆ

Ω

f(x)δ(x− x0)dx ≡ δx0 [f(x)] =

{
f(x0), x0 ∈ Ω

0, x0 6∈ Ω.
(A.2a)

Formalmente, escreve-se então

δ(x− x0) =

{
0, x 6= x0

+∞, x = x0,

onde ˆ ∞
−∞

δ(x− x0) dx = 1. (A.2b)

Neste caso, a δ pode ser pensada como a generalização da delta de Kronecker

δnm =

{
0, m 6= n

1, m = n

para o caso contínuo.

A.2.2 REPRESENTAÇÕES DA δ(x− x0) COMO O LIMITE DO KER-
NEL DE UM OPERADOR INTEGRAL

A δ(x−x0) pode ser considerada como o limite de uma função que possui um máximo estreito
e alto em torno de x0, e cuja integral sobre todo o espaço permanece constante e igual a 1.
Assim, existem as seguintes representações:

δ(x− x0) =
1

π
lim
L→∞

sen [L(x− x0)]

x− x0
=

1

π
lim
ε→0

sen [(x− x0) /ε]

x− x0
(A.3a)

=
1

π
lim
χ→∞

1− cosχ(x− x0)

χ(x− x0)2
(A.3b)

=
1

π
lim
ε→+0

ε

(x− x0)2 + ε2
(A.3c)

= lim
η→0

H(x− x0 + η)−H(x− x0)

η
(A.3d)

= lim
ε→0

(2πε)
−1/2

e−(x−x0)2/2ε (A.3e)

onde H(x) é a função de Heaviside ou também denominada função degrau:

H(x) =

{
1, x > 0

0, x < 0.
(A.4)

A δ(x− x0) pode ser interpretada como a derivada da função H(x) :

δ(x− x0) =
d

dx
H (x− x0) . (A.5)

A figura A.1 mostra outras representações da δ(x− x0) juntamente com gráficos ilustrando a
tendência das respectivas funções à medida que o parâmetro ε→ 0.
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Figura A.1: Outras representações da δ(x−x0) junto com gráficos ilustrando a tendência das funções para ε→ 0.

A.2.3 PRINCIPAIS PROPRIEDADES

As principais propriedades da δ são:

δ(x) = δ(−x) (A.6a)

δ(ax) =
1

|a|
δ(x), (a = cte. 6= 0) (A.6b)

δ
(
x2 − a2

)
=

1

|a|
[δ(x− a) + δ(x+ a)] , (a = cte. 6= 0) (A.6c)

δ [g(x)] =
∑
n

δ(x− xn)

|g′(xn)|
,

{
g(xn) = 0,
g′(x) 6= 0

}
(A.6d)

xδ(x) = 0 (A.6e)

f(x)δ(x− a) = f(a)δ(x− a) (A.6f)ˆ
δ(x− y)δ(y − a)dy = δ(x− a) (A.6g)

δ(x) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

eikxdk. (A.6h)

Uma outra propriedade importante, que com freqüência é utilizada no tratamento de funções
complexas é a fórmula de Plemelj:

lim
ε→+0

1

x− x0 ± iε
= PP

1

x− x0
∓ iπδ(x− x0). (A.6i)

Todas as igualdades apresentadas acima indicam que um lado da equação pode ser substi-
tuído pelo outro lado quando a δ for multiplicada por uma função regular e o produto integrado
sobre a variável x. Um exemplo de aplicação da propriedade (A.6d) é apresentada abaixo:

δ(x2 + x− 2)⇒ g(x) = x2 + x− 2 = (x− 1)(x+ 2)⇒ g′(x) = 2x+ 1
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⇒ xn = {1,−2}, g′(1) = 3 e g′(−2) = −3.

⇒ δ(x2 + x− 2) =
1

3
[δ(x− 1) + δ(x+ 2)] .

A.2.4 DERIVADAS DA δ(x)

A “função” δ(x) é diferenciavel em todas as ordens. A sua m-ésima derivada δ(m)(x) é definida
pela propriedade

ˆ ∞
−∞

δ(m)(x− x0)f(x) ≡ δ(m)
x0 [f(x)] =

{
(−1)mf (m)(x0), x0 ∈ Ω

0, x0 6∈ Ω.

definição esta válida para qualquer função f(x) diferenciável m vezes no ponto x = x0 ∈ Ω. A
δ(m)(x−x0) pode ser considerada como o limite da derivada de ordem m de qualquer das funções
dadas em (A.3a-d). As propriedades das derivadas da δ são as seguintes:

δ(m)(x) = (−1)mδ(m)(−x) (A.7a)ˆ
δ(m)(x− y)δ(n)(y − a)dy = δ(m+n)(x− a) (A.7b)

xm+1δ(m)(x) = 0. (A.7c)

Em particular a derivada primeira tem as propriedades:ˆ ∞
−∞

δ′(x− a)f(x)dx=−f ′(a)

δ′(x) =−δ′(−x)ˆ
δ′(x− y)δ(y − a)dy = δ′(x− a)

xδ′(x) =−δ(x)

x2δ′(x) = 0

δ′(x) =
i

2π

ˆ ∞
−∞

keikxdk.

Como exemplo, a propriedade (A.7a) pode ser obtida integrando-se por partes m vezes o
funcional ˆ ∞

−∞
δ(m)(x)f(x)dx = −

ˆ ∞
−∞

δ(m−1)(x)f ′(x)dx = · · · = (−1)m
ˆ ∞
−∞

δ(x)f (m)(x)dx.

A.3 DELTAS DE DIRAC EM MAIS DE UMA DIMENSÃO

Quando o problema envolve duas ou mais dimensões, a delta de Dirac é dada pelo produto de
deltas, cada uma delas unidimensional. Representa-se então a delta de Dirac multidimensional,
no sistema Cartesiano de coordenadas, da seguinte forma:

δ (r −R) = δ (x−X) δ (y − Y ) δ (z − Z) , (A.8)

sendo R = (X,Y, Z) o vetor posição do ponto no espaço R3 que é selecionado pela distribuição
δ (r −R).

De uma forma genérica, a extensão das definições (A.2a,b) para 3 dimensões é determinada
pelas condições:

ˆ
V
δ (r −R) d3r=

{
1, R ∈ V
0, R 6∈ V

(A.9a)

ˆ
V
F (r) δ (r −R) d3r=

{
F (R) , R ∈ V
0, R 6∈ V,

(A.9b)

sendo V um subespaço vetorial de R3.
Generalizações para espaços com um número arbitrário de dimensões seguem diretamente

destas condições.
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A.3.1 COORDENADAS CURVILÍNEAS ORTOGONAIS

Quando se está trabalhando em um sistema de coordenadas curvilíneas ortogonais qualquer,
a forma simples dada por (A.8) em geral está incorreta. Ou seja, sendo (q1, q2, q3) o conjunto de
três coordenadas curvilíneas ortogonais, as quais se relacionam com o sistema Cartesiano pelas
leis de transformação (1.1a-c) e (1.2a-c),

qi = qi (x1, x2, x3)⇐⇒ xi = xi (q1,q2, q3) , (i = 1, 2, 3) ,

não está correto, em geral, escrever

δ (r − r′) = δ (q1 − q′1) δ (q2 − q′2) δ (q3 − q′3) ,

pois esta expressão não respeita necessariamente a propriedade (A.9a).
Por outro lado, a expressão

δ (r − r′) =
δ (q1 − q′1)

h1

δ (q2 − q′2)

h2

δ (q3 − q′3)

h3
, (A.10)

sendo hi o fator de escala da coordenada i,3 dado por

hi =

√√√√ 3∑
j=1

(
∂xj
∂qi

)2

,

irá respeitar as propriedades (A.9a,b). O produto h1h2h3 é também denominado o Jacobiano da
transformação de coordenadas. Portanto, (A.10) é a forma correta para a delta de Dirac em
coordenadas curvilíneas ortogonais. Os exemplos a seguir ilustram situações comuns.

Exemplo A.1 (Coordenadas polares cilíndricas). Nas coordenadas cilíndricas,4 q1 = ρ, q2 = ϕ
e q3 = z. Por isso, h1 = h3 = 1 e h2 = ρ. Assim,

δ (r − r′) =
1

ρ
δ (ρ− ρ′) δ (ϕ− ϕ′) δ (z − z′) .

Exemplo A.2 (Coordenadas polares esféricas). Nas coordenadas esféricas,5 q1 = r, q2 = θ e
q3 = ϕ. Os fatores de escala são h1 = r2, h2 = sen θ e h3 = 1. Portanto,

δ (r − r′) =
1

r2sen θ
δ (r − r′) δ (θ − θ′) δ (ϕ− ϕ′) .

Assim, sendo r′ um ponto contido em V, (A.9a) será respeitada, pois
ˆ
V
δ (r − r′) d3r =

ˆ
V

1

r2sen θ
δ (r − r′) δ (θ − θ′) δ (ϕ− ϕ′) r2sen θdrdθdϕ = 1.

Uma outra forma utilizada com freqüência é

δ (r − r′) =
1

r2
δ (r − r′) δ (cos θ − cos θ′) δ (ϕ− ϕ′) .

A.3.2 PONTOS DEGENERADOS

A expressão (A.10) assume que r′ não é um ponto degenerado, isto é, não é caracterizado
por uma variação contínua em uma ou mais coordenadas. Em algumas situações, o “ponto”
degenerado pode ser uma curva ou uma superfície em 3D. Exemplos de pontos degenerados
são: a origem num sistema plano-polar (caracterizado por r = 0 e qualquer valor de 0 6 θ 6 2π), a
origem em um sistema curvilíneo em 3D (r = 0, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ 6 2π em coordenadas esféricas),
o eixo z em coordenadas cilíndricas (ρ = 0, 0 6 ϕ 6 2π).

Suponha, então, que a coordenada q1 assume todos os valores no intervalo q11 < q1 < q12.
Neste caso, a representação correta de δ (r − r′) não é (A.10), uma vez que a coordenada q1 não

3Vide seção 1.1.
4Vide seção 1.5.1.
5Vide seção 1.5.2.
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mais possui um único valor para q′1 (sua multiplicidade é coberta pela variação de q1 dentro de
um intervalo). Neste caso, a propriedade (A.9a) é novamente respeitada se

δ (r − r′) =
δ (q2 − q′2) δ (q3 − q′3)(´ q12

q11
h1dq1

)
h2h3

H (q1 − q11)H (q12 − q1) , (A.11a)

sendo H (x) a função de Heaviside (A.4), pois (A.9a) fica
ˆ
V
δ (r − r′) d3r =

ˆ q12

q11

h1dq1

¨
h2h3dq2dq3

δ (q2 − q′2) δ (q3 − q′3)(´ q12
q11

h1dq1

)
h2h3

= 1,

desde que o intervalo [q11, q12] seja um subespaço de V.
Por exemplo, considerando um problema em coordenadas esféricas que possua simetria azi-

mutal, então a coordenada ϕ deve ser eliminada, pois a mesma será multiplamente definida.
Neste caso,

δ (r − r′) =
1

r2sen θ
´ 2π

0
dϕ
δ (r − r′) δ (θ − θ′) =

1

2πr2sen θ
δ (r − r′) δ (θ − θ′) .

Da mesma maneira, se os pontos multiplamente definidos estiverem sobre a superfície q1×q2,
estando a coordenada q2 no intervalo q21 < q2 < q22, então

δ (r − r′) =
δ (q3 − q′3)(´ q12

q11

´ q22
q21

h1h2dq1dq2

)
h3

H (q1 − q11)H (q12 − q1)H (q2 − q21)H (q22 − q2) . (A.11b)

Entretanto, as representações (A.11a) e (A.11b) supõe que a degenerescência é uniforme-
mente distribuída nos intervalos considerados. Esta suposição também não é válida em geral e
a representação correta deve ser obtida, neste caso, por uma análise cuidadosa acerca da pro-
priedade físico-matemática que está sendo descrita em termos da delta de Dirac. O exercício a
seguir ilustra tal situação.

Exercício A.1 (Densidade linear de carga elétrica). Considere uma distribuição contínua de
cargas elétricas ao longo de um anel circular de raio a. A distribuição de cargas não é uniforme,
de modo que a densidade linear de cargas é descrita por uma função λ = λ (φ) C/m (0 6 φ 6 2π),
sendo φ a coordenada angular azimutal dos sistemas cilíndrico (seção 1.5.1) ou esférico (seção
1.5.2). Calcule a carga total depositada ao longo do anel e determine a forma adequada para a
função ρ = ρ (r), a qual descreve a densidade volumétrica de carga.

Resolução. Posicionando-se o sistema de coordenadas de tal forma que a origem está no centro
geométrico do anel e o plano x− y é o plano do anel, obtém-se o arranjo ilustrado na figura A.2.
Como ρ = a, se a carga estivesse uniformemente distribuída ao longo do anel, então λ = cte. e
Q = 2πaλ. Neste caso, a coordenada φ é uniformemente degenerada na coordenada 0 6 φ 6 2π e
a densidade volumétrica de carga é dada diretamente de (A.11a) como

ρ (r) = Qδ (r − ranel) = Q
δ (r⊥ − a) δ (z)´ 2π

0
rdφ

=
Q

2πr
δ (r⊥ − a) δ (z) =

Q

2πa
δ (r⊥ − a) δ (z)

Figura A.2: Anel de raio a con-
tendo uma distribuição não uni-
forme de cargas elétricas.
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em coordenadas cilíndricas, ou

ρ (r) = Q
δ (r − a) δ (θ − π/2)(´ 2π

0
r sen θdφ

)
r

=
Qδ (r − a) δ (θ − π/2)

2πr2 sen θ
=
Qδ (r − a) δ (θ − π/2)

2πa2 sen θ

em coordenadas esféricas.
Porém, como a distribuição λ = λ (φ) não é uniforme, a degenerescência na coordenada φ

também não o é, o que invalida o método recém empregado. Neste caso, para calcular correta-
mente a carga total sobre o anel, considera-se inicialmente o elemento de carga dq (φ) contido no
elemento de arco adφ, situado entre φ e φ + dφ, o qual será dado por dq = aλ (φ) dφ. Portanto, a
carga total depositada ao longo do anel será obtida por

Q =

ˆ 2π

0

dq (φ) = a

ˆ 2π

0

λ (φ) dφ.

Para determinar agora a forma correta para a densidade volumétrica de carga ρ (r) em coor-
denadas cilíndricas, observa-se que o resultado acima será reproduzido se

ρ (r⊥, φ, z) = λ (φ) δ (r⊥ − a) δ (z) =⇒
ˆ
ρ (r⊥, φ, z) d

3r = a

ˆ 2π

0

λ (φ) dφ = Q.

Em coordenadas esféricas, o mesmo resultado será obtido se

ρ (r, θ, φ) = λ (φ)
δ (r − a) δ (θ − π/2)

r sen θ
= λ (φ)

δ (r − a) δ (θ − π/2)

a sen θ
.

Nesta última expressão, nota-se que foi necessário introduzir o fator de escala da coordenada φ
para que ρ (r, θ, φ) descreva corretamente a distribuição das cargas elétricas.
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